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Krzysztof Diks

Wstep

Drogi Czytelniku!

Olimpiada Informatyczna ma juz pigtnascie lat. Zostata powotana 10 grudnia 1993 roku
i od tego czasu w zawodach Olimpiady wzigto udziat ponad 10000 uczniéw. Dzigki ich umie-
jetnoSciom i pracy, zaangazowaniu wielu wspanialych nauczycieli, studentéw, pracownikéw
naukowych i przyjaciét Olimpiady, nasi olimpijczycy zdobyli w tym czasie w zawodach Mig-
dzynarodowej Olimpiady Informatycznej 23 ztote medale, 23 srebrne medale i 17 brazowych
medali. Dwukrotnie Polacy wygrywali te prestizowe, migdzynarodowe zawody — Filip Wol-
ski w Meksyku w roku 2006 i Tomek Kulczynski w Chorwacji w roku 2007. Nie gorzej
w roku 2008 spisali si¢ laureaci XV Olimpiady Informatycznej. W XX Migdzynarodowe;j
Olimpiadzie Informatycznej (Kair, 16-23.08.2008 r.) Polacy zdobyli 3 ztote i 1 srebrny me-
dal, zajmujac w klasyfikacji medalowej pierwsze miejsce wspélnie z Chinami. Indywidual-
nie Marcin KoScielnicki zajat trzecie miejsce (ztoty medal), Marcin Andrychowicz miejsce
14. (ztoty medal), Jarostaw Blasiok miejsce 18. (zloty medal), Maciej Klimek miejsce 26.
(srebrny medal). Bardzo dobrze Polacy wypadli takze na Olimpiadzie Krajéw Europy Srod-
kowej (Marcin Andrychowicz — ztoto, Marcin Ko$cielnicki — srebro oraz Jarostaw Btasiok
— braz) i Olimpiadzie Krajéw Batltyckich (ztote medale: Adam Polak, Tomasz Kleczek,
Jarostaw Blasiok; srebrne medale: Mateusz Litwin, Anna Piekarska, Adam Iwaniuk).

Mam nadziejg, ze uczestnicy XVI Olimpiady Informatycznej p6jda w §lady swoich
poprzednikéw i osiagna w roku 2008/2009 nie gorsze wyniki. Na pewno pomocna w tym
bedzie ta ksiazeczka, ktéra zawiera szczegétowa informacje o przebiegu XV Olimpiady oraz
starannie zredagowane opisy rozwiazan zadan konkursowych. Stowa podzigkowania naleza
si¢ autorom za interesujace i wyzywajace intelektualnie zadania, jurorom za przygotowanie
rozwigzan wzorcowych oraz redaktorom — Przemce Kanarek, Adamowi Iwanickiemu
i Jakubowi Radoszewskiemu — za serce i olbrzymi wktad pracy w nadanie ostatecznego
ksztattu temu wydawnictwu.

W tym roku nastapily zmiany w Komitecie Gtéwnym Olimpiady. Chciatbym goraco
podzigkowaé doktorowi Andrzejowi Walatowi za pigtnascie lat wspanialej pracy na rzecz
Olimpiady oraz doktor Mirostawie Skowronskiej i profesorowi Jerzemu Nawrockiemu
za serce i zaangazowanie w nasz ruch olimpijski. Od tego roku pan prof. Krzysztof
Stencel przestaje petni¢ obowiazki szefa jurorow Olimpiady Informatycznej. Bedzie nam
wszystkim brakowalo jego goracych dysput z zawodnikami. Szczgs§liwie nadal bedzie
pracowal w Komitecie Gléwnym. Na koniec chciatbym powita¢ nowych cztonkéw Komitetu
Gtownego i zyczy¢ im owocnej pracy: Szymona Acedarskiego, dr. Piotra Formanowicza,
dr Barbarg Klunder i mgr. Jakuba Radoszewskiego.

Krzysztof Diks






Komitet Gl6wny Olimpiady Informatycznej

Sprawozdanie z przebiegu
XV Olimpiady Informatycznej
w roku szkolnym 2007/2008

Olimpiada Informatyczna zostata powotana 10 grudnia 1993 roku przez Instytut Informatyki
Uniwersytetu Wroclawskiego zgodnie z zarzadzeniem nr 28 Ministra Edukacji Narodowe;j
z dnia 14 wrzeS$nia 1992 roku. Olimpiada dziata zgodnie z Rozporzadzeniem Ministra
Edukacji Narodowej i Sportu z dnia 29 stycznia 2002 roku w sprawie organizacji oraz
sposobu przeprowadzenia konkurséw, turniejéw i olimpiad (Dz. U. 02.13.125). Obecnie
organizatorem Olimpiady Informatycznej jest Uniwersytet Wroctawski.

ORGANIZACJA ZAWODOW

W roku szkolnym 2007/2008 odbyty si¢ zawody XV Olimpiady Informatycznej. Olimpiada
Informatyczna jest tréjstopniowa. Rozwiazaniem kazdego zadania zawodoéw I, I1 1 III stopnia
jest program napisany w jednym z ustalonych przez Komitet Gtéwny Olimpiady jezykéw
programowania lub plik z wynikami. Zawody I stopnia mialy charakter otwartego konkursu
dla uczniéw wszystkich typéw szkét mtodziezowych.

15 pazdziernika 2007 r. rozestano plakaty zawierajace zasady organizacji zawoddow I stop-
nia oraz zestaw 5 zadan konkursowych do 3721 szkét i zespotéw szkét miodziezowych po-
nadgimnazjalnych oraz do wszystkich kuratoréw i koordynatoré6w edukacji informatyczne;j.
Zawody I stopnia rozpoczely si¢ 22 pazdziernika 2007 r. Ostatecznym terminem nadsylania
prac konkursowych byt 19 listopada 2007 r.

Zawody II i III stopnia byly dwudniowymi sesjami stacjonarnymi, poprzedzonymi
jednodniowymi sesjami probnymi. Zawody II stopnia odbyly si¢ w siedmiu okrggach:
Katowicach, Krakowie, Poznaniu, Rzeszowie, Toruniu, Warszawie i Wroclawiu oraz
w Sopocie w dniach 06-08.02.2008 r., natomiast zawody III stopnia odbyty si¢ w osrodku
firmy Combidata Poland SA w Sopocie, w dniach 01-05.04.2008r.

Uroczysto$¢ zakoniczenia XV Olimpiady Informatycznej odbyta si¢ 05.04.2008 r. w Auli
IIT Liceum Ogdlnoksztatcacego im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni.

SKEAD OSOBOWY KOMITETOW OLIMPIADY INFOR-
MATYCZNEJ

Komitet Gtéwny

przewodniczacy:
prof. dr hab. Krzysztof Diks (Uniwersytet Warszawski)
zastepcy przewodniczacego:
prof. dr hab. Maciej M. Systo (Uniwersytet Wroctawski)
prof. dr hab. Pawet Idziak (Uniwersytet Jagielloniski)
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sekretarz naukowy:
dr Marcin Kubica (Uniwersytet Warszawski)

kierownik Jury:
dr hab. Krzysztof Stencel (Uniwersytet Warszawski)
kierownik organizacyjny:
Tadeusz Kuran
cztonkowie:
Szymon Acedariski (student Uniwersytetu Warszawskiego)
dr Piotr Chrzastowski—Wachtel (Uniwersytet Warszawski)
prof. dr hab. Zbigniew Czech (Politechnika Slaska)
dr Przemystawa Kanarek (Uniwersytet Wroctawski)
mgr Anna Beata Kwiatkowska (IV LO im. T. Kosciuszki w Toruniu)
prof. dr hab. Krzysztof Lory$ (Uniwersytet Wroctawski)
prof. dr hab. Jan Madey (Uniwersytet Warszawski)
dr hab. inz. Jerzy Nawrocki, prof. PP (Politechnika Poznarska)
Jakub Radoszewski (student Uniwersytetu Warszawskiego)
prof. dr hab. Wojciech Rytter (Uniwersytet Warszawski)
mgr Krzysztof J. Swigcicki (emerytowany profesor Uniwersytetu Warszawskiego)
dr Maciej Slusarek (Uniwersytet Jagielloriski)
dr hab. inz. Stanistaw Waligorski, prof. UW (Uniwersytet Warszawski)
dr Mirostawa Skowroniska (Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu)
dr Andrzej Walat
mgr Tomasz Walen (Uniwersytet Warszawski)

sekretarz Komitetu Gléwnego:
Monika Koztowska—Zajac (OELZK)

Komitet Gléwny miesci si¢ w Warszawie przy ul. Nowogrodzkiej 73, w Osrodku Edukacji
Informatycznej i Zastosowan Komputeréw.
Komitet Gléwny odbyt 5 posiedzen.

Komitety okregowe

Komitet Okregowy w Warszawie
przewodniczacy:
dr Lukasz Kowalik (Uniwersytet Warszawski)
sekretarz:
Monika Koztowska—Zajac (OELZK)
czlonkowie:
dr Marcin Kubica (Uniwersytet Warszawski)
dr Andrzej Walat
Komitet Okrggowy miesci si¢ w Warszawie przy ul. Nowogrodzkiej 73, w Osrodku Edukacji
Informatycznej i Zastosowan Komputeréw.

Komitet Okregowy we Wroclawiu
przewodniczacy:
prof. dr hab. Krzysztof Lory$ (Uniwersytet Wroctawski)
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zastgpca przewodniczacego:

dr Helena Krupicka (Uniwersytet Wroctawski)
sekretarz:

inz. Maria WoZniak (Uniwersytet Wroctawski)
cztonkowie:

dr Tomasz Jurdzinski (Uniwersytet Wroctawski)

dr Przemystawa Kanarek (Uniwersytet Wroctawski)

dr Witold Karczewski (Uniwersytet Wroctawski)

Siedziba Komitetu Okrggowego jest Instytut Informatyki Uniwersytetu Wroctawskiego we
Wroctawiu, ul. Joliot—Curie 15.

Komitet Okregowy w Toruniu:
przewodniczacy:

prof. dr hab. Adam Jakubowski (Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu)
zastgpca przewodniczacego:

dr Mirostawa Skowronska (Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu)
sekretarz:

dr Barbara Klunder (Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu)
cztonkowie:

dr Andrzej Kurpiel (Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu)

mgr Anna Beata Kwiatkowska (IV Liceum Ogo6lnoksztalcace w Toruniu)

Siedziba Komitetu Okregowego w Toruniu jest Wydzial Matematyki i Informatyki
Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu, ul. Chopina 12/18.

Gornoslaski Komitet Okregowy
przewodniczacy:
prof. dr hab. Zbigniew Czech (Politechnika Slaska w Gliwicach)
zastgpca przewodniczacego:
mgr inz. Jacek Widuch (Politechnika glaska w Gliwicach)
sekretarz:
mgr inz. Tomasz Wesotowski (Politechnika Slaska w Gliwicach)
cztonkowie:
mgr inz. Przemystaw Kudtacik (Politechnika Slaska w Gliwicach)
mgr inz. Krzysztof Simisiski (Politechnika Slaska w Gliwicach)
mgr inz. Tomasz Wojdyta (Politechnika Slaska w Gliwicach)

Siedziba Gérnoslaskiego Komitetu Okregowego jest Politechnika Slaska w Gliwicach,
ul. Akademicka 16.

Komitet Okregowy w Krakowie
przewodniczacy:

prof. dr hab. Pawet Idziak (Uniwersytet Jagielloriski)
zastgpca przewodniczacego:

dr Maciej Slusarek (Uniwersytet Jagielloiski)
sekretarz:

mgr Henryk Biatek (Kuratorium Oswiaty w Krakowie)
cztonkowie:

mgr Grzegorz Gutowski (Uniwersytet Jagielloniski)
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dr Marcin Kozik (Uniwersytet Jagielloniski)
mgr Jan Pawtowski (Kuratorium O$wiaty w Krakowie)

Siedziba Komitetu Okrggowego w Krakowie jest Katedra Algorytmiki Uniwersytetu
Jagielloniskiego w Krakowie, ul. Gronostajowa 3.

Komitet Okregowy w Rzeszowie

przewodniczacy:
prof. dr hab. inz. Stanistaw Paszczynski (Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania

w Rzeszowie)
zastgpca przewodniczacego:

dr Marek Jaszuk (Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania w Rzeszowie)
sekretarz:
mgr inz. Grzegorz Owsiany (Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania w Rzeszowie)
czlonkowie:
mgr Czestaw Wal (Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania w Rzeszowie)
mgr inz. Dominik Wojtaszek (Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania w Rzeszowie)
mgr inz. Piotr Btajdo (Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania w Rzeszowie)
Maksymilian Knap (Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania w Rzeszowie)

Siedziba Komitetu Okregowego w Rzeszowie jest Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania
w Rzeszowie, ul. Sucharskiego 2.

Komitet Okregowy w Poznaniu:
przewodniczacy:

dr hab. inz. Matgorzata Sterna (Politechnika Poznariska)
zastgpca przewodniczacego:

dr Jacek Marciniak (Uniwersytet Adama Mickiewicza w Poznaniu)
sekretarz:

mgr inz. Przemystaw Wesotek (Politechnika Poznariska)
cztonkowie:

Hanna Cwiek (Politechnika Poznanska)

mgr inz. Piotr Gawron (Politechnika Poznanska)

dr Maciej Machowiak (Politechnika Poznariska)

dr inz. Maciej Mitostan (Politechnika Poznanska)

Michat Potetek (Politechnika Poznaiiska)

Szymon Wasik (Politechnika Poznaniska)

Siedziba Komitetu Okrggowego w Poznaniu jest Instytut Informatyki Politechniki Poznan-
skiej, ul. Piotrowo 2.
Strona internetowa Komitetu Okrggowego: http://www.cs.put.poznan.pl/oi/.

Jury Olimpiady Informatycznej

W pracach Jury, ktére nadzorowat Krzysztof Diks, a ktérymi kierowal Krzysztof
Stencel, brali udzial pracownicy, doktoranci i studenci Wydziatu Matematyki, Informatyki
i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego:
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mgr Michat Adamaszek Piotr NiedZwiedZ
Kamil Anikiej mgr Anna Niewiarowska
Michat Brzozowski mgr Pawel Parys

mgr Marek Cygan mgr Jakub Pawlewicz
Konrad Gotuchowski Krzysztof Pawtowski

mgr Adam Iwanicki mgr Marcin Pilipczuk
Marian Kedzierski Michat Pilipczuk
Tomasz Kulczyniski Wojciech Smietanka
Karol Kurach Wojciech Tyczynski
Jakub Lacki Filip Wolski
Marek Marczykowski

ZAWODY I STOPNIA

W zawodach I stopnia XV Olimpiady Informatycznej wzigto udziat 1000 zawodnikéw. De-
cyzja Komitetu Gtéwnego zdyskwalifikowano 26 zawodnikéw. Ponadto dwém zawodnikom
nie uznano rozwiazan jednego z zadain. Powodem dyskwalifikacji byta niesamodzielnos¢
rozwigzan zadan konkursowych.

Decyzja Komitetu Gtéwnego do zawodéw zostato dopuszczonych 44 uczniéw gimna-
zjow. Byli to uczniowie z nastgpujacych szkot:

Gimnazjum nr 24 przy III LO
Gimnazjum nr 16

Gimnazjum nr 59

Gimnazjum Dwujezyczne nr 49
Gimnazjum nr 50

Gimnazjum Akademickie
Gimnazjum nr 13

Publiczne Gimnazjum nr 1
Gimnazjum nr 4

Gimnazjum nr 53

Gimnazjum nr 1 im. KEN
Gimnazjum nr 7

Gimnazjum nr 24

VI Publiczne Gimnazjum Akademickie
Gimnazjum nr 18

Gimnazjum nr 33

Gimnazjum nr 1

Gimnazjum Akademickie WSIiZ
Publiczne Gimnazjum nr 4
Publiczne Gimnazjum
Gimnazjum nr 4

Gimnazjum

Gimnazjum nr 14 im. L. Staffa
Gimnazjum nr 5 SKiE
Publiczne Gimnazjum nr 2

Gdynia
Szczecin
Warszawa
Wroctaw
Bydgoszcz
Torun
Warszawa
Biatystok
Bielsko—Biata
Bydgoszcz
Ciechanéw
Gdansk
Katowice
Krakow
Krakéw
Krakéw
Mystowice
Rzeszow
Siedlce
Skorcz
Tomaszow Mazowiecki
Trzebownisko
Warszawa
Warszawa
Zabki

7 ucznidow

uczen

S G VUGG U UG VI VG N N T O T S IO OV IR |
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Kolejnos¢ wojewddztw pod wzgledem liczby uczestnikow byta nastgpujaca:

malopolskie 151 zawodnikéw zachodniopomorskie 53
mazowieckie 133 podlaskie 48
pomorskie 111 16dzkie 31
Slaskie 103 lubelskie 30
dolnoslaskie 86 Swigtokrzyskie 23
podkarpackie 69 warminsko—mazurskie 15
wielkopolskie 65 opolskie 14
kujawsko—pomorskie 55 lubuskie 13

W zawodach I stopnia najliczniej reprezentowane byly szkoty:

V LO im. Augusta Witkowskiego Krakéw 73 uczniéw
IIT LO im. Marynarki Wojennej RP Gdynia 47
XIV LO im. Stanistawa Staszica Warszawa 42
XIV LO im. Polonii Belgijskiej Wroctaw 34
I LO im. Adama Mickiewicza Biatystok 25
XIII Liceum Ogdlnoksztatcace Szczecin 19
VIII LO im. Adama Mickiewicza Poznan 17
VIII LO im. Marii Sktodowskiej—Curie Katowice 14
V Liceum Ogélnoksztalcace Bielsko—Biata 12
VILO im. J. i J. Sniadeckich Bydgoszcz 12
VII LO im. S. Wyspianskiego Krakéw 12
V LO im. S. Zeromskiego Gdarisk 11
IV LO im. Tadeusza KoSciuszki Torun 11
I LO im. Marcina Kromera Gorlice 10
I Liceum Ogdlnoksztatcace Legnica 9
Ogodlnoksztatcace Liceum Jezuitéw Gdynia 8
VI LO im. Jana Kochanowskiego Radom 8
XXVII LO im. T. Czackiego Warszawa 8
I LO im. Mikotaja Kopernika Krosno 7
I LO im. T. KoSciuszki Lomza 7
Gimnazjum nr 16 Szczecin 7
Gimnazjum i Liceum Akademickie Torun 7
Gimnazjum nr 24 przy III LO Gdynia 6
I LO im. B. Nowodworskiego Krakow 6
II LO im. Jana III Sobieskiego Krakéw 6
I LO im. Stanistawa Staszica Lublin 6
I LO im. Mikotaja Kopernika Lo6dz 6
V Liceum Ogd6lnoksztalcace Szczecin 6
LO im. Bogustawa X Biatogard 5
I LO im. Wtadystawa Jagielty Debica 5
I LO im. Stefana Zeromskiego Lebork 5
Zesp6t Szkot Komunikacji Poznan 5
IIT LO im. $w. Jana Kantego Poznan 5
LO WSIiZ Rzeszow 5
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I LO im. B. Krzywoustego

VIII LO im. Wiadystawa IV

VI LO im. Tadeusza Reytana

ILO im. C. K. Norwida

I LO im. Juliusza Stowackiego

IV LO im. H. Sienkiewicza
Gdarnskie Liceum Autonomiczne

I LO im. Mikotaja Kopernika

I LO im. Mikotaja Kopernika
ILO im. K. S. Leszczyniskiego

I LO im. Stefana Zeromskiego

II LO im. K. K. Baczyriskiego

IT LO im. Mikotaja Kopernika
Zesp6t Szkot Elektronicznych

LO im. Komisji Edukacji Narodowe;j
IT LO im. Stanistawa Staszica

IIT LO im. Adama Mickiewicza

II Liceum Og6lnoksztatcace

LO im. M. Wadowity

X Liceum Ogélnoksztalcace

I LO Ogélnoksztatcace

ZSZ nr 1 im. KEN

III LO im. K. K. Baczyrskiego
Zesp6t Szkot Elektryczno—Mechanicznych
Zesp6t Szkot Zawodowych

IIT LO im. Adama Mickiewicza
IILO im. gen. W. Andersa

IX LO im. C. K. Norwida

IT Liceum Og6lnoksztatcace
Zesp6t Szkot Techniczno-Informatycznych
V Liceum Ogé6lnoksztalcace

II LO im. Marii Sktodowskiej—Curie
I LO im. J. Kasprowicza

I LO im. Stanistawa Staszica
Zesp6t Szkot Elektrycznych

IV LO im. Hanki Sawickiej

I LO im. Wiadystawa Orkana

I Liceum Ogdlnoksztalcace

II LO im. Hetmana Zamoyskiego
I LO im. Jana Dlugosza

IT LO im. Marii Konopnickiej

IV Liceum Ogdlnoksztatcace

IIT LO im. M. Dabrowskiej

I LO im. Karola Marcinkowskiego
I LO im. J. Kasprowicza

Zesp6t Szkot Mechanicznych

Stupsk
Warszawa
Warszawa
Bydgoszcz
Chorzéw
Czestochowa
Gdansk
Gdansk
Jarostaw
Jasto

Kielce

Konin

Mielec
Radom
Stalowa Wola
Tarnowskie Goéry
Tarnow
Tarnéw
Wadowice
Wroctaw
Betchatéow
Biata Podlaska
Biatystok
Bielsko—Biata
Brodnica
Bydgoszcz
Chojnice
Czestochowa
Gdansk
Gliwice
Gliwice
Gorzéw Wlkp.
Inowroctaw
Jastrzgbie Zdrdj
Kielce

Kielce
Limanowa
Lubin

Lublin

Nowy Sacz
Nowy Sacz
Olsztyn

Ptock

Poznan
Racibérz
Racibérz

L) LY LY WY Y L L W) LW L) W)W W)W W)W WL WL WWWWWWRArDEMEMAERAMAEAELEDLEDLDEDDRAERAERAERSRSDOVOVEW
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IILO im. A. Frycza—Modrzewskiego Rybnik 3
IV LO Mikotaja Kopernika Rzeszow 3
Zesp6t Szkot Elektronicznych Rzeszow 3
I LO im. Marii Konopnickiej Suwatki 3
I LO im. Jana Kasprowicza Swidnica 3
I LO im. K. Brodzinskiego Tarnéw 3
Zespot Szkot nr 8 Walbrzych 3
I Liceum Ogdlnoksztalcace Watbrzych 3
1 SLO ,,Bednarska” Warszawa 3
Gimnazjum nr 59 Warszawa 3
IX Liceum Ogdlnoksztatcace Wroctaw 3
I Liceum Ogdlnoksztalcace Zielona Goéra 3
Spoteczne LO Zary 3
Zespot Szkét Mechaniczno—Elektrycznych — Zywiec 3
Najliczniej reprezentowane byly miasta:
Krakéw 110 zawodnikow Dg¢bica 5 zawodnikéw
Warszawa 96 Inowroctaw 5
Gdynia 66 Jarostaw 5
Wroctaw 50 Konin 5
Szczecin 40 Mielec 5
Poznan 37 Skierniewice 5
Biatystok 36 Wadowice 5
Gdansk 26 Biata Podlaska 4
Bydgoszcz 23 Gorzéw Wlkp. 4
Torun 21 Jasto 4
Katowice 20 Koszalin 4
Bielsko-Biata 18 Limanowa 4
Lublin 14 Olsztyn 4
Radom 14 Rybnik 4
Rzeszow 14 Stalowa Wola 4
Czgstochowa 13 Swidnica 4
Tarnéw 13 Tarnowskie Géry 4
Gliwice 12 Wodzistaw Slaski 4
Kielce 12 Zabrze 4
Lodz 12 Betchatéow 3
Legnica 11 Brodnica 3
Gorlice 10 Chetm 3
Opole 10 Chojnice 3
Lomza 8 Elblag 3
Nowy Sacz 8 Jastrzgbie Zdrdj 3
Krosno 7 Lubin 3
Stupsk 7 Milan6éwek 3
Zielona Goéra 7 Ostrowiec Sw. 3
Lebork 6 Przemysl 3
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Ptock 6 Sanok 3
Raciborz 6 Suwatki 3
Watbrzych 6 Zary 3
Biatogard 5 Zywiec 3
Chorzéw 5
Zawodnicy uczgszczali do nastgpujacych klas:

do klasy I gimnazjum 1

do klasy II gimnazjum

do klasy III gimnazjum 36

do klasy I szkoty $redniej 210
do klasy II szkoty Sredniej 390
do klasy III szkoty Sredniej 249
do klasy IV szkoty $redniej 7

W zawodach I stopnia zawodnicy mieli do rozwiazania pig¢ zadan: ,,Clo”, ,Klocki”,
,Plakatowanie”, ,,Robinson” i ,,Szklana putapka”.

W wyniku zastosowania procedury sprawdzajacej wykryto niesamodzielne rozwigzania.
Komitet Giéwny, w zaleznoSci od indywidualnej sytuacji, nie brat tych rozwiazan pod uwage
lub dyskwalifikowal zawodnikow, ktérzy je nadestali.

Ponizsze tabele przedstawiaja liczbe zawodnikéw, ktorzy uzyskali okreSlone liczby
punktéw za poszczegdlne zadania, w zestawieniu iloSciowym i procentowym:

¢ CLO —Clo

CLO
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 233 23.3%
7599 pkt. 28 2.8%
50 74 pkt. 12 1,2%
149 pkt. 100 10,0%
0 pkt. 383 38,3%
brak rozwigzania 214 21,4%
o KL.O — Klocki
KLO
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 183 18,3%
75-99 pkt. 55 5,5%
50 74 pkt. 27 2,7%
149 pkt. 106 10,6%
0 pkt. 166 16,6%
brak rozwiazania 163 16,3%
e PLA — Plakatowanie
PLA
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 450 45,0%
75-99 pkt. 10 1,0%
50-74 pkt. 2 0,2%
1-49 pkt. 314 31,4%
0 pkt. 188 18,8%
brak rozwiazania 36 3,6%
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¢ ROB — Robinson

ROB
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 19 1,9%
75-99 pkt. 46 4,6%
50-74 pkt. 65 6,5%
149 pke. 128 12,8%
0 pke. 115 11,5%
brak rozwiagzania 627 62,7%
e SZK — Szklana putapka
SZK
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 129 12,0%
7599 pkt. 8 1,8%
50-74 pkt. 9 0,9%
1-49 pkt. 132 13,2%
0 pkt. 61 6.1%
brak rozwigzania 651 65,1%
W sumie za wszystkie 5 zadan konkursowych:
SUMA liczba zawodnikéw czyli
500 pkt. 13 1,3%
375499 pkt. 101 10,1%
250 374 pkt. 129 12,9%
125-249 pkt. 200 20,0%
1124 pkt. 220 12,0%
0 pkt. 137 13,7%

Wszyscy zawodnicy otrzymali informacje o uzyskanych przez siebie wynikach. Na stronie
internetowej Olimpiady udostgpnione byly testy, na podstawie ktérych oceniano prace.

ZAWODY 1II STOPNIA

Do zawodéw 1II stopnia zakwalifikowano 392 zawodnikéw, ktérzy osiagneli w zawodach
I stopnia wynik nie mniejszy niz 145 pkt.
Czterech zawodnikéw nie stawilo si¢ na zawody. W zawodach II stopnia uczestniczyto

388 zawodnikow.

Zawody II stopnia odbyly si¢ w dniach 6-8 lutego 2008 r. w siedmiu staltych okregach

oraz w Sopocie:

e w Gliwicach — 26 zawodnikéw z nastepujacych wojewddztw:

— Slaskie (26

)

e w Krakowie — 65 zawodnikéw z nastgpujacych wojewodztw:
— malopolskie (65)

e w Poznaniu — 38 zawodnikéw z nastgpujacych wojewddztw:

— lubuskie (2)

— tédzkie (6)

— wielkopolskie (11)

— zachodniopomorskie (19)
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e w Rzeszowie — 45 zawodnikéw z nastepujacych wojewddztw:

— lubelskie (8) ) .
] — Slaskie (2)
— malopolskie (7) o )
. — Swietokrzyskie (7)
— podkarpackie (21)
e w Toruniu — 27 zawodnikéw z nastgpujacych wojewddztw:
— kujawsko—pomorskie (18) — podlaskie (5)
— mazowieckie (2) — warminsko—mazurskie (2)

o w Warszawie — 73 zawodnikéw z nastgpujacych wojewddztw:
— lubelskie (1)

— 16dzkie (1)

— mazowieckie (51)

— podkarpackie (1)
— podlaskie (19)

we Wroctawiu — 60 zawodnikéw z nastgpujacych wojewodztw:
— dolnoslaskie (37)
— lubuskie (2)
— tédzkie (4)
e w Sopocie — 53 zawodnikéw z nastgpujacych wojewddztw:
— pomorskie (52) — warminisko—mazurskie (1)

— opolskie (3)
— Slaskie (14)

W zawodach II stopnia najliczniej reprezentowane byly szkoty:

V LO im. Augusta Witkowskiego Krakéw 52 uczniéw
T LO im. Marynarki Wojennej RP ~ Gdynia 33
XIV LO im. Stanistawa Staszica Warszawa 29
XIV LO im. Polonii Belgijskiej Wroctaw 22
ILO im. A. Mickiewicza Biatystok 18
XIII Liceum Ogdlnoksztaltcace Szczecin 11
VIII Liceum Ogdlnoksztatcace Katowice 8
VILO im. J. i J. Sniadeckich Bydgoszcz 7
V Liceum Ogdlnoksztatcace Bielsko—Biala 6
I Liceum Ogdlnoksztatcace Legnica 5
VI LO im. Jana Kochanowskiego Radom 5
XXVII LO im. T. Czackiego Warszawa 5
ILO im. C. K. Norwida Bydgoszcz 4
Ogolnoksztatcace Liceum Jezuitéw  Gdynia 4
IT LO im. Jana III Sobieskiego Krakéw 4
I LO im. Mikotaja Kopernika Lo6dz 4
I LO im. Adama Mickiewicza Tarnéw 4
I Liceum Ogdlnoksztatcace Betchatow 3
Gimnazjum nr 24 Gdynia 3
V Liceum Ogdlnoksztatcace Gliwice 3
I LO im. Marcina Kromera Gorlice 3
I LO im. Mikotaja Kopernika Jarostaw 3
I LO im. Stefana Zeromskiego Kielce 3
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VIII LO im. S. Wyspianiskiego Krakow 3

I LO im. B. Nowodworskiego Krakéw 3

PLO 2 w Opolu Opole 3

LO WSIiZ Rzeszow 3

VIII LO im. Wtadystawa IV Warszawa 3

Najliczniej reprezentowane byly miasta:

Krakéw 65 zawodnikéw  Tarnéw 6
Warszawa 44 Legnica 5
Gdynia 42 Gdansk 4
Wroclaw 28 Poznan 4
Biatystok 23 Stupsk 4
Szczecin 16 Betchatow 3
Bydgoszcz 12 Czgstochowa 3
Bielsko—Biata 10 Gorlice 3
Katowice 9 Jarostaw 3
Lublin 7 Nowy Sacz 3
Gliwice 6 Opole 3
Kielce 6 Rzeszow 3
Lodz 6 Torufi 3
Radom 6

6 lutego 2008 r. odbyta si¢ sesja probna, na ktérej zawodnicy rozwiazywali
nie liczace si¢ do ogdlnej klasyfikacji zadanie ,Blokada”. W dniach konkursowych
zawodnicy rozwiazywali zadania: ,,BBB”, ,,Pociagi”, ,,Mafia” i ,,Ucieczka”, kazde oceniane
maksymalnie po 100 punktow.

Ponizsze tabele przedstawiaja liczby zawodnikéw II etapu, ktérzy uzyskali podane liczby
punktéw za poszczegdlne zadania, w zestawieniu ilo§ciowym i procentowym:

e BLO — probne — Blokada

BLO — prdébne

liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 38 9,79%
7599 pkt. 2 0,52%
5074 pkt. 130 33,51%
149 pke. o4 24,23%
0 pkt. 53 13,65%
brak rozwiazania 71 18,30%

e BBB — BBB
BBB

liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 39 10,05%
75-99 pkt. 1 0,26%
5074 pkt. 3 0,77%
149 pkt. 87 22,43%
0 pkt. 201 51,80%
brak rozwiazania 57 14,69%
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e POC — Pociagi

POC
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 2 0,52%
75-99 pkt. 16 4,12%
5074 pkt. 62 15,98%
149 pkt. 216 55,67%
0 pkt. 12 10,82%
brak rozwiazania 50 12,89%
o MAF — Mafia
MAF
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 52 13,40%
7599 pkt. 2 0,52%
50-74 pkt. 3 0,77%
1-49 pke. 119 30,67%
0 pkt. 147 37,89%
brak rozwiazania 65 16,75%
e UCI — Ucieczka
UCI
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 0 0%
7599 pkt. 3 0,77%
5074 pkt. 28 7.22%
149 pkt. 124 31,96%
0 pkt. 115 29,64%
brak rozwiazania 118 30,41%

W sumie za wszystkie 4 zadania konkursowe rozktad wynikéw zawodnikéw byl nastepujacy:

SUMA liczba zawodnikéw czyli
400 pkt. 0 0%
300-399 pkt. 5 1,29%
200299 pkt. 26 6,70%
100-199 pkt. 72 18,56%
1-99 pkt. 243 62,63%
0 pkt. 42 10,82%

ZAWODY III STOPNIA

Zawody III stopnia odbyly si¢ w osrodku firmy Combidata Poland S.A. w Sopocie w dniach

od 1 do 5 kwietnia 2008 r.

Do zawodéw III stopnia zakwalifikowano 72 najlepszych uczestnikow zawodéw

IT stopnia, ktérzy uzyskali wynik nie mniejszy niz 130 pkt.

Wszystkim zawodnikom przestano informacje o uzyskanych wynikach, a na stronie
Olimpiady dostgpne byly testy, wedtug ktérych sprawdzano rozwigzania. Poinformowano
tez dyrekcje szkét o kwalifikacji uczniéw do finatéw XV Olimpiady Informatyczne;.

Zawodnicy uczeszczali do szkét w nastgpujacych wojewddztwach:

pomorskie
matopolskie 11

16 zawodnikéw

podlaskie
t6dzkie

19
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Slaskie 9 wielkopolskie 2
mazowieckie 8 Swigtokrzyskie 2
dolnoslaskie 6 lubuskie 2
podkarpackie 6 zachodniopomorskie 2

Nizej wymienione szkoty miaty w finale wigcej niz jednego zawodnika:

IIT LO im. Marynarki Wojennej RP  Gdynia 14 uczniéw

V LO im. Augusta Witkowskiego Krakéw 9
XIV LO im. Stanistawa Staszica Warszawa 6
ILO im. A. Mickiewicza Biatystok 3
VIII Liceum Ogdlnoksztatcace Katowice 3
XIV LO im. Polonii Belgijskiej Wroctaw 3
I1LO im. Stefana Zeromskiego Kielce 2
LO im. KEN Stalowa Wola 2
XIII Liceum Ogolnoksztatcace Szczecin 2

1 kwietnia odbyla si¢ sesja prébna, na ktérej zawodnicy rozwiazywali nie liczace si¢ do
ogolnej klasyfikacji zadanie ,,Lampki”. W dniach konkursowych zawodnicy rozwiazywali
zadania: ,, Tréjkaty”, ,,Kupno gruntu”, ,,Podziat krélestwa”, ,Stacja” i ,,Permutacja”, kazde
oceniane maksymalnie po 100 punktéw.

Ponizsze tabele przedstawiaja liczby zawodnikéw, ktérzy uzyskali podane liczby
punktéw za poszczegdlne zadania konkursowe w zestawieniu ilo§ciowym i procentowym:

e LAM — préobne — Lampki

LAM — prébne

liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 5 6,94%
75-99 pkt. 1 1,39%
50-74 pkt. 6 8,33%
1-49 pkt. 41 56,94%
0 pkt. 9 12,50%
brak rozwiazania 10 13,90%

e TRO — Tréjkaty
TRO

liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 7 9,72%
75-99 pkt. 4 5,56%
5074 pkt. 0 0%
149 pkt. 17 65,28%
0 pkt. 3 11,11%
brak rozwigzania 6 8,33%

e KUP — Kupno gruntu
KUP

liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 3 117%
7599 pkt. 3 1,17%
5074 pkt. 6 8,33%
149 pke. 39 54,17%
0 pkt. 14 19,44%
brak rozwiagzania 7 9,72%




Sprawozdanie z przebiegu XV Olimpiady Informatycznej 21

o POD — Podziat krélestwa

POD
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 13 18,06%
7599 pkt. 3 1,17%
5074 pkt. 6 8,33%
149 pke. 24 33,33%
0 pkt. 17 23,61%
brak rozwiagzania 9 12,50%
e STA — Stacja
STA
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 29 10,28%
7599 pkt. 10 13,30%
5074 pkt. 14 19,44%
1-49 pkt. 9 12,50%
0 pkt. 3 1,17%
brak rozwigzania 7 9,72%
e PER — Permutacja
PER
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 2 2,78%
7599 pkt. 1 5,56%
5074 pkt. 0 0%
149 pkt. 53 73,61%
0 pkt. 10 13,38%
brak rozwiazania 3 4,17%

W sumie za wszystkie 5 zadan konkursowych rozktad wynikéw zawodnikéw byt
nastepujacy:

SUMA liczba zawodnikéw czyli
500 pkt. 0 0%
375-499 pkt. 5 6,94%
250-374 pkt. 15 20,83%
125-249 pkt. 31 43,06%
1-124 pkt. 20 27,78%
0 pkt. 1 1,39%

5 kwietnia 2008 roku w Auli III Liceum Ogo6lnoksztalcacego im. Marynarki Wojennej
RP w Gdyni ogtoszono wyniki finalu XV Olimpiady Informatycznej 2007/2008 i rozdano
nagrody ufundowane przez: Asseco Poland SA, Wydawnictwa Naukowo-Techniczne,
Ogdlnopolska Fundacje Edukacji Komputerowej i Olimpiade Informatyczna.

Ponizej zestawiono listg laureatéw i wyréznionych finalistéw:
(1) Jarostaw Blasiok, 2 klasa, VIII Liceum Ogdlnoksztatcace w Katowicach, 476 pkt.,
laureat I miejsca
(2) Marcin KoScielnicki, 3 klasa, I LO im. Juliusza Stowackiego w Chorzowie, 444 pkt.,
laureat I miejsca
(3) Marcin Andrychowicz, 3 klasa, XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie,
441 pkt., laureat I miejsca



22 Sprawozdanie z przebieqgu XV Olimpiady Informatycznej

(4) Maciej Klimek, 3 klasa, II Liceum Ogdlnoksztatcace w Gorzowie Wlkp., 396 pkt.,
laureat II miejsca

(5) Maciej Andrejczuk, 3 klasa, I LO im. A. Mickiewicza w Biatymstoku, 383 pkt.,
laureat II miejsca

(6) Tomasz Kleczek, 2 klasa, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie, 344 pkt.,
laureat II miejsca

(7) Lukasz Marecik, 3 klasa, III LO im. Adama Mickiewicza w Tarnowie, 328 pkt.,
laureat II miejsca

(8) Marek Rogala, 3 klasa, Ogélnoksztatcace Liceum Jezuitéw w Gdyni, 307 pkt., laureat
II miejsca

(9) Jonasz Pamula, 3 klasa, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie, 299 pkt.,
laureat III miejsca

(10) Anna Piekarska, 1 klasa, XIV LO im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu, 299 pkt.,
laureatka III miejsca

(11) Mateusz Litwin, 2 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni, 299 pkt.,
laureat III miejsca

(12) Adam Polak, 2 klasa, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie, 291 pkt., laureat
IIT miejsca

(13) Przemystaw Mazur, 3 klasa, II Liceum Ogolnoksztalcace w Krakowie, 287 pkt.,
laureat III miejsca

(14) Mirostaw Michalski, 3 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni, 285 pkt.,
laureat III miejsca

(15) Adam Iwaniuk, 2 klasa, VI Liceum Ogdlnoksztatcace w Biatymstoku, 282 pkt.,
laureat III miejsca

(16) Tomasz Kociumaka, 2 klasa, V Liceum Ogdlnoksztatcace w Gliwicach, 268 pkt.,
laureat III miejsca

(17) Bolestaw Kulbabinski, 3 klasa, I LO im. Stefana Zeromskiego w Kielcach, 266 pkt.,
laureat III miejsca

(18) Wiktor Jakubiuk, 2 klasa, Dulwich College w Londynie, 264 pkt., laureat III miejsca

(19) Robert Obryk, 3 klasa, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie, 256 pkt.,
laureat III miejsca

(20) Michat Stachurski, 3 klasa, I LO im. Mikotaja Kopernika w Jarostawiu, 255 pkt.,
laureat IIT miejsca

(21) Jakub Tlalka, 1 klasa, XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie, 247 pkt.,
finalista z wyréznieniem

(22) Wojciech Baranowski, 3 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni, 242 pkt.,
finalista z wyréznieniem

(23) Jakub Pachocki, 1 klasa, IIT LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni, 241 pkt.,
finalista z wyrdéznieniem

(24) Jakub Oc¢wieja, 2 klasa, V Liceum Ogdlnoksztatcace w Bielsku-Biatej, 231 pkt.,
finalista z wyrdéznieniem

(25) Adam Chrabaszcz, 3 klasa, I LO im. B. Nowodworskiego w Krakowie, 227 pkt.,
finalista z wyréznieniem
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(26) Piotr Leszczynski, 3 klasa, I LO im. Marii Konopnickiej w Suwatkach, 222 pkt.,
finalista z wyrdéznieniem

(27) Dominik Dudzik, 3 klasa, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie, 221 pkt.,
finalista z wyrdéznieniem

(28) Radostaw Burny, 3 klasa, LO im. S. Malachowskiego w Plocku, 219 pkt., finalista
z wyrdznieniem

(29) Adam Karczmarz, 2 klasa, LO im. KEN w Stalowej Woli, 210 pkt., finalista
z wyrdznieniem

(30) Michat Iwaniuk, 2 klasa, XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie, 202 pkt.,
finalista z wyréznieniem

(31) Bartlomiej Wisniewski, 1 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni,
201 pkt., finalista z wyréznieniem

(32) Michat Sapalski, 2 klasa, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie, 199 pkt.,
finalista z wyrdéznieniem

(33) Joachim Jelisiejew, 3 klasa, I LO im. A. Mickiewicza w Bialymstoku, 190 pkt.,
finalista z wyréznieniem

(34) Jakub Adamek, 2 klasa, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie, 189 pkt.,
finalista z wyrdznieniem

(35) Lukasz Wolochowski, 3 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni, 189 pkt.,
finalista z wyrdéznieniem

(36) Mateusz Baranowski, 3 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni, 187 pkt.,
finalista z wyréznieniem

(37) Maciej Debski, 3 klasa, Gimnazjum nr 59 w Warszawie, 187 pkt., finalista
z wyrdznieniem
Lista pozostatych finalistéw w kolejnosci alfabetyczne;j:

e Przemystaw Bagard, 3 klasa, Zesp6t Szkoét w Strzyzowie

e Tomasz Boczkowski, 3 klasa, VIII Liceum Ogélnoksztatcace w Poznaniu

e Janek Burka, 3 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

e Szymon Cofalik, 2 klasa, Il LO A. Frycza—Modrzewskiego w Rybniku

e Marcin Fatyga, 2 klasa, I LO im. Stefana Zeromskiego w Kielcach

e Grzegorz Graczyk, 3 klasa, I LO im. Mikotaja Kopernika w Lodzi

e Pawetl Grynienko, 3 klasa, Zesp6t Szkét Ogdlnoksztatcacych w Strzegomiu
e Piotr Karasinski, 2 klasa, I Liceum Ogdlnoksztatcace w Belchatowie

e Karol Konaszynski, 2 klasa, XIV LO im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu
e Alan Kutniewski, 1 klasa, XIII Liceum Og6lnoksztalcace w Szczecinie

e Bartosz Lewinski, 3 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

e Sebastian Lach, 1 klasa, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie

e Daniel Malinowski, 2 klasa, VIII Liceum Ogoélnoksztalcace w Katowicach
e Grzegorz Marcinkowski, 3 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni
e Fukasz Mazurek, 3 klasa, XIV LO im. S. Staszica w Warszawie

e Adam Obuchowicz, 1 klasa, I LO w Zielonej Gérze
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o Krzysztof Pasek, 3 klasa, I LO im. S. Zeromskiego w Zawierciu

e Kirzysztof Pieprzak, 2 klasa, XIV LO im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu
e Pawel Przytuta, 3 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

e Marek Rogalski, 3 klasa, XXXII LO im. H. Po§wiatowskiej w Lodzi

e Damian Rusak, 3 klasa, I LO im. T. KoSciuszki w Legnicy

e Bartlomiej Ryniec, 1 klasa, I Liceum Ogélnoksztalcace w Lancucie

e Arkadiusz Socata, 3 klasa, VIII Liceum Ogdlnoksztatcace w Katowicach

e Filip Stachura, 3 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

e Piotr Suwara, 1 klasa, XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie

e Jacek Tomasiewicz, 3 klasa, I LO im. A. Mickiewicza w Biatymstoku

e Norbert Tusinski, 3 klasa, ZSM-E w Zywcu

e Pawel Walczak, 1 klasa, ITII LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

e Pawel Wanat, 2 klasa, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie

e Eryk Wieliczko, 2 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

e Michat Wiodarczyk, 3 klasa, XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie
e Konrad Zabtocki, 2 klasa, XIII Liceum Ogoélnoksztalcace w Szczecinie

e fukasz Zatorski, 3 klasa, X Liceum Ogdlnoksztatcace we Wroctawiu

e Mateusz Zgierski, 3 klasa, LO im. KEN w Stalowej Woli

e Pawel Zuk, 1 klasa, I Liceum Ogolnoksztatcace w Stupsku

Komitet Gtéwny Olimpiady Informatycznej przyznal nastepujace nagrody rzeczowe:

(1) puchar ufundowany przez Olimpiade¢ Informatyczna przyznano zwycigzcy XV
Olimpiady — Jarostawowi Btasiokowi,

(2) roczny abonament na ksiazki ufundowany przez Wydawnictwa Naukowo—Techniczne
przyznano zwycigzcy XV Olimpiady — Jarostawowi Btasiokowi,

(3) zlote, srebrne i brazowe medale ufundowane przez Olimpiad¢ Informatycznag
przyznano odpowiednio laureatom I, IT i III miejsca,

(4) laptopy (4 szt.) ufundowane przez Asseco Poland SA przyznano laureatom I miejsca
i jednemu laureatowi II miejsca,

(5) komputery (8 szt.) ufundowane przez Asseco Poland SA przyznano laureatom
II miejsca i czterem laureatom III miejsca,

(6) drukarki atramentowe (16 szt.) ufundowane przez Asseco Poland SA i Olimpiadg
Informatyczna przyznano nastgpnym laureatom III miejsca i o§miu wyréznionym
finalistom,

(7) odtwarzacze mp3 (44 szt.) ufundowane przez Ogdlnopolska Fundacje Edukacji
Komputerowej przyznano dziewigciu wyréznionym finalistom i pozostatym finalistom,

(8) ksiazki ufundowane przez Wydawnictwa Naukowo—Techniczne oraz ksiazeczki ,,XIV
Olimpiada Informatyczna” przyznano wszystkim uczestnikom zawodéw finalowych.

Ogloszono komunikat o powotaniu reprezentacji Polski na:

e Miedzynarodowa Olimpiade Informatyczna 101’2008, ktéra odbedzie si¢ w Egip-
cie, w Kairze w terminie 16-23 sierpnia 2008 r.:
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(1) Jarostaw Blasiok

(2) Marcin KoScielnicki

(3) Marcin Andrychowicz

(4) Maciej Klimek
rezZerwowi:

(5) Maciej Andrejczuk
(6) Tomasz Kleczek

Olimpiade Informatyczna Krajéw Europy Srodkowej CEOI’2008, ktéra odbgdzie
si¢ w Niemczech, w Dreznie w terminie 6—12 lipca 2008 r.:

(1) Jarostaw Blasiok

(2) Marcin KoScielnicki

(3) Marcin Andrychowicz

(4) Maciej Klimek
rezZerwowi:

(5) Maciej Andrejczuk
(6) Tomasz Kteczek

Battycka Olimpiade Informatyczna BOI’2008, ktéra w tym roku organizowata
Polska w Gdyni w terminie 17-23 kwietnia 2008 r. W zwiazku z tym, ze Polska byta
organizatorem BOI’2008, do zawodéw mogly przystapi¢ dwie nasze druzyny, z tym,
ze udzial drugiej druzyny miat charakter nieformalny.

I druzyna: II druzyna:
(1) Jarostaw Btasiok (1) Tomasz Kociumaka
(2) Tomasz Kteczek (2) Wiktor Jakubiuk
(3) Mateusz Litwin (3) Jakub Tlalka
(4) Anna Piekarska (4) Jakub Pachocki
(5) Adam Polak (5) Jakub O¢wieja
(6) Adam Iwaniuk (6) Adam Karczmarz
rezerwowi:

(7) Michat Iwaniuk
(8) Bartlomiej Wisniewski
e Oboz czesko—polsko-stowacki, Stowacja — Danisovce, 22-28 czerwca 2008 r.:

— czlonkowie reprezentacji oraz zawodnicy rezerwowi powotani na Migdzynaro-
dowa Olimpiade Informatyczna (IOI’2008) i Olimpiade Informatyczng Krajow
Europy Srodkowej (CEOI’2008).

e Oboz im. A. Kreczmara, Nowy Sacz, 17-29 lipca 2008 r.:

— reprezentanci na migdzynarodowe zawody informatyczne, zawodnicy rezerwowi
oraz wszyscy laureaci i finaliSci, ktérzy uczgszczaja do klas nizszych niz
maturalna.
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Sekretariat wystawil tacznie 20 zaswiadczen o uzyskaniu tytutu laureata, 17 zaswiadczef
o uzyskaniu tytutu wyréznionego finalisty oraz 35 zas§wiadczeni o uzyskaniu tytutu finalisty
XV Olimpiady Informatyczne;j.

Komitet Gtéwny wyr6znit za wkiad pracy w przygotowanie finalistéw Olimpiady
Informatycznej nastgpujacych opiekunéw naukowych:

e Robert Andrychowicz (Warszawa)
— Marcin Andrychowicz — laureat I miejsca
e Ludmita Bataj (X Liceum Ogdlnoksztalcace we Wroctawiu)
— Lukasz Zatorski — finalista
o Krzysztof Btasiok (Katowice)
— Jarostaw Blasiok — laureat I miejsca
e Florian Brom (V Liceum Og6lnoksztatcace w Gliwicach)
— Tomasz Kociumaka — laureat III miejsca
e Przemystaw Broniek (Krakéw)
— Jonasz Pamuta — laureat III miejsca
— Dominik Dudzik — finalista z wyréznieniem
o Ireneusz Bujnowski (I LO im. A. Mickiewicza w Bialymstoku)
— Maciej Andrejczuk — laureat IT miejsca
— Adam Iwaniuk — laureat III miejsca
— Joachim Jelisiejew — finalista z wyréznieniem
— Jacek Tomasiewicz — finalista
e Czestaw Drozdowski (XIII Liceum Ogdélnoksztalcace w Szczecinie)
— Konrad Zablocki — finalista
e Jarostaw Drzezdzon (Ogdlnoksztatcace Liceum Jezuitéw w Gdyni)
— Marek Rogala — laureat II miejsca
e Andrzej Dyrek (V LO im. A. Witkowskiego w Krakowie)
— Tomasz Kleczek — laureat Il miejsca
Jonasz Pamuta — laureat III miejsca
Adam Polak — laureat III miejsca
Robert Obryk — laureat III miejsca
Adam Chrabaszcz — finalista z wyréznieniem
Dominik Dudzik — finalista z wyréznieniem
Michat Sapalski — finalista z wyréznieniem
Pawet Wanat — finalista
e Jacek Fatyga (Kielce)
— Marcin Fatyga (finalista)
e Alina GoSciniak (VIII Liceum Ogdlnoksztatcace w Poznaniu)
— Tomasz Boczkowski — finalista
o Malgorzata Hil (Zespét Szk6t Mechaniczno—Elektrycznych w Zywcu)
— Norbert Tusinski — finalista
e Ryszard Jakubiuk (Zielona Goéra)
— Wiktor Jakubiuk — laureat III miejsca
e Witold Jarnicki (Uniwersytet Jagiellonski w Krakowie)
— Przemystaw Mazur — laureat III miejsca
e Teresa Kaszuba (Liceum Og6lnoksztatcace im. KEN w Stalowej Woli)
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— Mateusz Zgierski — finalista
Grazyna Kedzierska (XXXII LO im. H. Po§wiatowskiej w £.odzi)
— Marek Rogalski — finalista
Marek Klimek (Gorzéw Wielkopolski)
— Maciej Klimek — laureat II miejsca
Rafat Kowalczyk (I Liceum Ogélnoksztatcace im. S. Zeromskiego w Zawierciu)
— Krzysztof Pasek — finalista
Joanna Krok—Rysz (Zespdt Szkét w Strzyzowie)
— Przemystaw Bagard — finalista
Rafat Kulbabinski (Kielce)
— Bolestaw Kulbabiriski — laureat III miejsca
Adam Lasko (III Liceum Ogdlnoksztatcace im. A. Mickiewicza w Tarnowie)
— Lukasz Marecik — laureat II miejsca
Zbigniew Led6chowski (I Liceum Ogoélnoksztatcace w Stupsku)
— Pawetl Zuk — finalista
Mirostaw Malinowski (Mikot6éw)
— Daniel Malinowski — finalista
Piotr Mateja (I Liceum Ogdlnoksztatcace im. M. Kopernika w L.odzi)
— Grzegorz Graczyk — finalista
Dawid Matla (XIV Liceum Ogolnoksztatcace im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu)
— Anna Piekarska — laureatka II miejsca
— Karol Konaszynski — finalista
— Krzysztof Pieprzak — finalista
Lucja Mularska (I Liceum Og6lnoksztalcace im. W. Broniewskiego w Betchatowie)
— Piotr Karasinski — finalista
Sebastian Ostrowski (Liceum Ogolnoksztalcace im. S. Matachowskiego w Ptocku)
— Radostaw Burny — finalista z wyr6znieniem
Wilodzimierz Raczek (V Liceum Ogdlnoksztatcace w Bielsku—Biatej)
— Jakub O¢wieja — finalista z wyréznieniem
Kacper Ryniec (Krakéw)
— Barttomiej Ryniec — finalista
Rafat Sprega (XIII Liceum Ogdlnoksztalcace w Szczecinie)
— Konrad Zabtocki — finalista
Bronistaw Stachurski (Zapatéw)
— Michat Stachurski — laureat III miejsca
Ryszard Szubartowski (III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni)
— Mateusz Litwin — laureat III miejsca
Mirostaw Michalski — laureat III miejsca
Wojciech Baranowski — finalista z wyrdznieniem
Jakub Pachocki — finalista z wyréznieniem
Bartlomiej WisSniewski — finalista z wyréznieniem
Lukasz Wotochowski — finalista z wyréznieniem
Mateusz Baranowski — finalista z wyréznieniem
Janek Burka — finalista
Bartosz Lewifiski — finalista
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— Grzegorz Marcinkowski — finalista
— Pawel Przytuta — finalista
— Eryk Wieliczko — finalista
Joanna Smigielska (XIV Liceum Ogo6lnoksztatcace im. S. Staszica w Warszawie)
— Michat Iwaniuk — finalista z wyr6znieniem
— Jakub Tlatka — finalista z wyrdznieniem
— Piotr Suwara — finalista
Katarzyna Tomczyk—Sulima (Zespot Szkét Ogdlnoksztatcacych w Strzegomiu)
— Pawel Grynienko — finalista
e Pawet Walter (V Liceum Ogoélnoksztatcace im. A. Witkowskiego w Krakowie)
— Tomasz Kleczek — laureat II miejsca
Robert Obryk — laureat III miejsca
Adam Polak — laureat III miejsca
Dominik Dudzik — finalista z wyréznieniem
Michat Sapalski — finalista z wyréznieniem
Jakub Adamek — finalista z wyréznieniem
Pawel Wanat — finalista
Dariusz Wtodarczyk (Warszawa)
— Michat Wtodarczyk — finalista
e Teresa Wojciechowska (XIV Liceum Ogo6lnoksztalcace im. S. Staszica w Warszawie)
— Lukasz Mazurek — finalista

Zgodnie z decyzja Komitetu Gtéwnego z dnia 4 kwietnia 2008 r., opiekunowie naukowi
laureatéw 1 finalistéw, bedacy nauczycielami szk6t ponadgimnazjalnych, otrzymaja nagrody
pienig¢zne.

Komitet postanowit dodatkowo wyrézni¢ nagrodami pienigznymi w wysokosci 4 tysigcy
ztotych czterech nauczycieli, ktérzy wniesli ogromny wktad w przygotowanie laureatéw
i finalistéw do pigciu ostatnich Olimpiad. Sa to nastgpujacy nauczyciele:

Ryszard Szubartowski — nauczyciel III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni,

Andrzej Dyrek — nauczyciel V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie,

Ireneusz Bujnowski — nauczyciel I LO im. Adama Mickiewicza w Biatymstoku,

e Iwona Waszkiewicz — byta dyrektor VI LO im. Jana i Jedrzeja Sniadeckich
w Bydgoszczy, obecnie Kujawsko—Pomorska Kurator O§wiaty.

Podobnie jak w ubieglych latach w przygotowaniu jest publikacja zawierajaca pelna
informacje o XV Olimpiadzie Informatycznej, zadania konkursowe oraz wzorcowe
rozwigzania. W publikacji tej znajda si¢ takze zadania z migdzynarodowych zawodéw
informatycznych. Redaktorami wydawnictwa sa dr Przemystawa Kanarek, Adam Iwanicki
i Jakub Radoszewski.

Programy wzorcowe w postaci elektronicznej i testy uzyte do sprawdzania rozwigzaf
zawodnikéw beda dostgpne na stronie Olimpiady Informatycznej: www.oi.edu.pl.

Warszawa, 20 czerwca 2008 roku



Komitet Gl6wny Olimpiady Informatycznej

Regulamin Olimpiady

Informatycznej

§1 WSTEP

Olimpiada Informatyczna jest olimpiada przedmiotowa powotang przez Instytut Informatyki
Uniwersytetu Wroctawskiego, w dniu 10 grudnia 1993 roku. Olimpiada dziala zgodnie
z Rozporzadzeniem Ministra Edukacji Narodowej i Sportu z dnia 29 stycznia 2002 roku
w sprawie organizacji oraz sposobu przeprowadzenia konkurséw, turniejow i olimpiad
(Dz. U. 02.13.125). Organizatorem Olimpiady Informatycznej jest Uniwersytet Wroctawski.
W organizacji Olimpiady Uniwersytet Wroctawski wspétdziata ze Srodowiskami akademic-
kimi, zawodowymi i o§wiatowymi dziatajacymi w sprawach edukacji informatycznej.

¢2 CELE OLIMPIADY

(1) Stworzenie motywacji dla zainteresowania nauczycieli i uczniéw informatyka.

(2) Rozszerzanie wspétdziatania nauczycieli akademickich z nauczycielami szkét
w ksztatceniu mtodziezy uzdolnione;.

(3) Stymulowanie aktywnoSci poznawczej mlodziezy informatycznie uzdolnione;.

(4) Ksztalttowanie umiejgtnosci samodzielnego zdobywania i rozszerzania wiedzy infor-
matycznej.

(5) Stwarzanie mtodziezy mozliwosci szlachetnego wspéizawodnictwa w rozwijaniu
swoich uzdolnien, a nauczycielom — warunkéw tworczej pracy z mtodzieza.

(6) Wylanianie reprezentacji Rzeczypospolitej Polskiej na Migdzynarodowa Olimpiade
Informatyczng i inne migdzynarodowe zawody informatyczne.

§3 ORGANIZACJA OLIMPIADY

(1) Olimpiadg przeprowadza Komitet Gtéwny Olimpiady Informatycznej, zwany dalej
Komitetem.

(2) Olimpiada jest tréjstopniowa.

(3) W Olimpiadzie moga bra¢ indywidualnie udziat uczniowie wszystkich typéw szkoét
ponadgimnazjalnych i szkét Srednich dla mlodziezy, dajacych mozliwo$¢ uzyskania
matury.

(4) W Olimpiadzie moga réwniez uczestniczyé — za zgoda Komitetu Gtéwnego —
uczniowie szkdt podstawowych, gimnazjow, zasadniczych szk6t zawodowych i szkét
zasadniczych.
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Zawody I stopnia maja charakter otwarty i polegaja na samodzielnym rozwiazywaniu
przez uczestnika zadafi ustalonych dla tych zawodéw oraz przekazaniu rozwigzan
w podanym terminie, w miejsce i w sposéb okreS§lony w ,.Zasadach organizacji
zawodow”, zwanych dalej Zasadami.

Zawody II stopnia sg organizowane przez komitety okregowe Olimpiady lub instytucje
upowaznione przez Komitet Gtdwny.

Zawody II i III stopnia polegaja na samodzielnym rozwiazywaniu zadan. Zawody te
odbywaja si¢ w ciagu dwdch sesji, przeprowadzanych w r6znych dniach, w warunkach
kontrolowanej samodzielno$ci. Zawody poprzedzone sa sesja probna, ktorej rezultaty
nie licza si¢ do wynikéw zawoddow.

Liczbe uczestnikéw kwalifikowanych do zawodéw II i III stopnia ustala Komitet
Gtoéwny i1 podaje ja w Zasadach.

Komitet Gtéwny kwalifikuje do zawodéw II i III stopnia odpowiednia liczbg
uczestnikow, ktérych rozwiazania zadaf stopnia nizszego zostanga ocenione najwyzej.
Zawodnicy zakwalifikowani do zawodéw III stopnia otrzymuja tytul finalisty
Olimpiady Informatyczne;.

Rozwigzaniem zadania zawodéw I, II i III stopnia sa, zgodnie z treScia zadania, dane
lub program. Program powinien by¢ napisany w jezyku programowania i Srodowisku
wybranym z listy jezykow i Srodowisk ustalanej przez Komitet Gtdwny i ogtaszane;j
w Zasadach.

Rozwiazania sa oceniane automatycznie. Jesli rozwigzaniem zadania jest program, to
jest on uruchamiany na testach z przygotowanego zestawu.

Podstawa oceny jest zgodnos$¢ sprawdzanego programu z podana w tresci zadania
specyfikacja, poprawno$¢ wygenerowanego przez program wyniku oraz czas dzialania
tego programu. Jesli rozwigzaniem zadania jest plik z danymi, wéwczas ocenia sig¢
poprawno$¢ danych i na tej podstawie przyznaje punkty.

Komitet Gléwny zastrzega sobie prawo do opublikowania rozwiazan zawodnikéw,
ktérzy zostali zakwalifikowani do nastgpnego etapu, zostali wyrdznieni lub otrzymali
tytut laureata.

Rozwiazania zespotowe, niesamodzielne, niezgodne z ,,Zasadami organizacji zawo-
déw” lub takie, co do ktérych nie mozna ustali¢ autorstwa, nie bgda oceniane.

Kazdy zawodnik jest zobowiazany do zachowania w tajemnicy swoich rozwiagzan
w czasie trwania zawodow.

W szczegdlnie razacych wypadkach tamania Regulaminu i Zasad Komitet Gliéwny
moze zdyskwalifikowaé zawodnika.

Komitet Gléwny przyjal nastepujacy tryb opracowywania zadan olimpijskich:

(a) Autor zgtasza propozycje zadania, ktére powinno by¢ oryginalne i nieznane, do
sekretarza naukowego Olimpiady.

(b) Zgtoszona propozycja zadania jest opiniowana, redagowana, opracowywana
wraz z zestawem testéw, a opracowania podlegaja niezaleznej weryfikacji.
Zadanie, ktére uzyska negatywna opini¢ moze zosta¢ odrzucone lub skierowane
do ponownego opracowania.
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(c) Wyboru zestawu zadafi na zawody dokonuje Komitet Gléwny, sposréd zadari,
ktére zostaly opracowane i uzyskaty pozytywna opinig.
(d) Wszyscy uczestniczacy w procesie przygotowania zadania sa zobowiazani do

zachowania tajemnicy do czasu jego wykorzystania w zawodach lub ostatecznego
odrzucenia.

§4 KOMITET GEOWNY OLIMPIADY
INFORMATYCZNEJ

(1) Komitet GIéwny jest odpowiedzialny za poziom merytoryczny i organizacje zawodow.
Komitet sktada corocznie organizatorowi sprawozdanie z przeprowadzonych zawodow.

(2) W sktad Komitetu wchodza nauczyciele akademiccy, nauczyciele szk6t ponadgimna-
zjalnych i ponadpodstawowych oraz pracownicy o§wiaty zwiazani z ksztatceniem in-
formatycznym.

(3) Komitet wybiera ze swego grona Prezydium na kadencje trzyletnia. Prezydium podej-
muje decyzje w naglych sprawach pomigdzy posiedzeniami Komitetu. W sktad Pre-
zydium wchodza w szczegélnosci: przewodniczacy, dwoch wiceprzewodniczacych,
sekretarz naukowy, kierownik Jury i kierownik organizacyjny.

(4) Komitet dokonuje zmian w swoim sktadzie za zgoda Organizatora.

(5) Komitet powotuje i rozwigzuje komitety okregowe Olimpiady.

(6) Komitet:

2. 9%

(a) opracowuje szczegblowe ,.Zasady organizacji zawodow”,
razem z tredcig zadaf zawodoéw I stopnia Olimpiady,

ktére sa oglaszane

(b) powoluje i odwotuje cztonkéw Jury Olimpiady, ktére jest odpowiedzialne za
sprawdzenie zadan,

(c) udziela wyjasniefi w sprawach dotyczacych Olimpiady,

(d) ustala listy laureatéw i wyréznionych uczestnikéw oraz kolejnos¢ lokat,

(e) przyznaje uprawnienia i nagrody rzeczowe wyrdzniajacym si¢ uczestnikom
Olimpiady,

(f) ustala sktad reprezentacji na Migdzynarodowa Olimpiadg Informatyczng i inne
migdzynarodowe zawody informatyczne.

(7) Decyzje Komitetu zapadaja zwykla wigkszoScia gloséw uprawnionych przy udziale
przynajmniej polowy cztonkéw Komitetu. W przypadku réwnej liczby gloséw
decyduje glos przewodniczacego obrad.

(8) Posiedzenia Komitetu, na ktérych ustala si¢ treSci zadan Olimpiady, sa tajne.
Przewodniczacy obrad moze zarzadzi¢ tajno$¢ obrad takze w innych uzasadnionych
przypadkach.

(9) Do organizacji zawodéw II stopnia w miejscowosciach, ktérych nie obejmuje zaden
komitet okregowy, Komitet powoluje komisj¢ zawodéw co najmniej trzy miesiace
przed terminem rozpoczecia zawodow.
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(10) Decyzje Komitetu we wszystkich sprawach dotyczacych przebiegu i wynikéw
zawodOw sa ostateczne.

(11) Komitet dysponuje funduszem Olimpiady za posrednictwem kierownika organizacyj-
nego Olimpiady.

(12) Komitet zatwierdza plan finansowy dla kazdej edycji Olimpiady na pierwszym
posiedzeniu Komitetu w nowym roku szkolnym.

(13) Komitet przyjmuje sprawozdanie finansowe z kazdej edycji Olimpiady w ciagu
czterech miesigcy od zakornczenia danej edycji.

(14) Komitet ma siedzibe w OSrodku Edukacji Informatycznej i Zastosowan Komputeréw
w Warszawie. Osrodek wspiera Komitet we wszystkich dziataniach organizacyjnych
zgodnie z Deklaracja z dnia 8 grudnia 1993 roku przekazana Organizatorowi.

(15) Pracami Komitetu kieruje przewodniczacy, a w jego zastgpstwie lub z jego
upowaznienia jeden z wiceprzewodniczacych.

(16) Przewodniczacy:

(a) czuwa nad caloksztattem prac Komitetu,

(b) zwotuje posiedzenia Komitetu,

(c) przewodniczy tym posiedzeniom,

(d) reprezentuje Komitet na zewnatrz,

(e) czuwa nad prawidlowoscia wydatkéw zwiazanych z organizacja i przeprowadze-
niem Olimpiady oraz zgodnoScia dziatalnoSci Komitetu z przepisami.

(17) Komitet prowadzi archiwum akt Olimpiady przechowujac w nim migdzy innymi:

(a) zadania Olimpiady,

(b) rozwigzania zadan Olimpiady przez okres 2 lat,

(c) rejestr wydanych zaswiadczen i dyploméw laureatéw,
(d) listy laureatéw i ich nauczycieli,

(e) dokumentacje statystyczng i finansowa.

(18) W jawnych posiedzeniach Komitetu moga bra¢ udziat przedstawiciele organizacji
wspierajacych, jako obserwatorzy z glosem doradczym.

§5 KOMITETY OKREGOWE

(1) Komitet okregowy sktada si¢ z przewodniczacego, jego zastgpcy, sekretarza i co
najmniej dwoch cztonkow.

(2) Zmiany w sktadzie komitetu okreggowego sa dokonywane przez Komitet.

(3) Zadaniem komitetéw okregowych jest organizacja zawodéw II stopnia oraz populary-
zacja Olimpiady.
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66 PRZEBIEG OLIMPIADY

(1) Komitet rozsyta do szk6t wymienionych w § 3.3 oraz kuratoriéw o$wiaty i koordyna-
toréw edukacji informatycznej tresci zadar I stopnia wraz z Zasadami.

(2) W czasie rozwigzywania zadan w zawodach II i III stopnia kazdy uczestnik ma do
swojej dyspozycji komputer.

(3) Rozwiazywanie zadafi Olimpiady w zawodach II i III stopnia jest poprzedzone
jednodniowymi sesjami probnymi umozliwiajacymi zapoznanie si¢ uczestnikéw
z warunkami organizacyjnymi i technicznymi Olimpiady.

(4) Komitet zawiadamia uczestnika oraz dyrektora jego szkoty o zakwalifikowaniu do
zawodow stopnia I1 i ITI, podajac jednocze$nie miejsce i termin zawodow.

(5) Uczniowie powotani do udzialu w zawodach II i III stopnia sa zwolnieni z zajgé
szkolnych na czas niezbgdny do udziatu w zawodach, a takze otrzymuja bezptatne
zakwaterowanie i wyzywienie oraz zwrot kosztéw przejazdu.

§7 UPRAWNIENIA I NAGRODY

(1) Laureaci i finalisci Olimpiady otrzymuja z informatyki lub technologii informacyjnej
celujaca roczng (semestralng) oceng klasyfikacyjna.

(2) Laureaci i finaliSci Olimpiady sa zwolnieni z egzaminu maturalnego z informatyki.
Uprawnienie to przystuguje takze wtedy, gdy przedmiot nie byl objety szkolnym
planem nauczania danej szkoty.

(3) Uprawnienia okreslone w p. 1. i 2. przystuguja na zasadach okre§lonych w rozporza-
dzeniu MENiS z dnia 7 wrze$nia 2004 r. w sprawie warunkéw i sposobu
oceniania, klasyfikowania i promowania uczniéw i stuchaczy oraz przeprowadzania
sprawdzianéw i egzaminéw w szkotach publicznych. (Dz. U. z 2004 r. Nr 199,
poz. 2046, § 181 § 56).

(4) Laureaci i finaliSci Olimpiady maja utatwiony lub wolny wstgp do tych szkot
wyzszych, ktérych senaty podjety uchwaty w tej sprawie, zgodnie z przepisami ustawy
z dnia 12 wrzesnia 1990 r. o szkolnictwie wyzszym, na zasadach zawartych w tych
uchwatach (Dz. U. z 1990 r. Nr 65 poz. 385, Art. 141).

(5) Zaswiadczenia o uzyskanych uprawnieniach wydaje uczestnikom Komitet. Zaswiad-
czenia podpisuje przewodniczacy Komitetu. Komitet prowadzi rejestr wydanych za-
Swiadczen.

(6) Nauczyciel, ktérego praca przy przygotowaniu uczestnika Olimpiady zostanie
oceniona przez Komitet jako wyrézniajaca, otrzymuje nagrod¢ wyptacana z budzetu
Olimpiady.

(7) Komitet przyznaje wyr6zniajacym si¢ aktywnoscia cztonkom Komitetu i komitetéw
okregowych nagrody pieni¢zne z funduszu Olimpiady.

(8) Osobom, ktére wniosty szczegdlnie duzy wktad w rozwéj Olimpiady Informatycznej
Komitet moze przyznaé honorowy tytut: ,,Zastuzony dla Olimpiady Informatyczne;j”.
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68 FINANSOWANIE OLIMPIADY

Komitet bedzie si¢ ubiegal o pozyskanie Srodkéw finansowych z budzetu paristwa,
sktadajac wniosek w tej sprawie do Ministra Edukacji Narodowej i Sportu i przedstawiajac
przewidywany plan finansowy organizacji Olimpiady na dany rok. Komitet bedzie takze
zabiegal o pozyskanie dotacji z innych organizacji wspierajacych.

§9 PRZEPISY KONCOWE

(1) Koordynatorzy edukacji informatycznej i dyrektorzy szk6t maja obowiazek dopilno-
wania, aby wszystkie wytyczne oraz informacje dotyczace Olimpiady zostaty podane
do wiadomosci uczniéw.

(2) Komitet zatwierdza sprawozdanie merytoryczne z przeprowadzonej edycji Olimpiady
w ciagu 3 miesigcy po zakonczeniu zawodéw III stopnia i przedstawia je Organizato-
rowi i Ministerstwu Edukacji Narodowej i Sportu.

(3) Niniejszy regulamin moze by¢ zmieniony przez Komitet tylko przed rozpoczeciem
kolejnej edycji zawodéw Olimpiady po zatwierdzeniu zmian przez Organizatora.

Warszawa, 8 wrzesnia 2007 r.



Komitet Gl6wny Olimpiady Informatycznej

Zasady organizacji zawodow
w roku szkolnym 2007/2008

Podstawowym aktem prawnym dotyczacym Olimpiady jest Regulamin Olimpiady Informa-
tycznej, ktérego pelny tekst znajduje si¢ w kuratoriach. Ponizsze zasady sa uzupetnieniem
tego Regulaminu, zawierajacym szczegétowe postanowienia Komitetu Gtéwnego Olimpiady
Informatycznej o jej organizacji w roku szkolnym 2007/2008.

§1 WSTEP

Olimpiada Informatyczna jest olimpiada przedmiotowa powotana przez Instytut Informa-
tyki Uniwersytetu Wroctawskiego, w dniu 10 grudnia 1993 roku. Olimpiada dziata zgodnie
z Rozporzadzeniem Ministra Edukacji Narodowej z dnia 29 stycznia 2002 roku w sprawie or-
ganizacji oraz sposobu przeprowadzenia konkurséw, turniejéw i olimpiad (Dz. U. 02.13.125).
Organizatorem Olimpiady Informatycznej jest Uniwersytet Wroctawski. W organizacji
Olimpiady Uniwersytet Wroctawski wspétdziata ze srodowiskami akademickimi, zawodo-
wymi i o§wiatowymi dziatajacymi w sprawach edukacji informatyczne;j.

§2 ORGANIZACJA OLIMPIADY

(1) Olimpiade przeprowadza Komitet Gtéwny Olimpiady Informatycznej, zwany dalej
Komitetem Gtéwnym.

(2) Olimpiada Informatyczna jest tréjstopniowa.

(3) W Olimpiadzie Informatycznej moga bra¢ indywidualnie udziat uczniowie wszystkich
typéw szkot ponadgimnazjalnych i szkét Srednich dla miodziezy dajacych mozliwosé
uzyskania matury. W Olimpiadzie moga réwniez uczestniczyé — za zgoda
Komitetu Giéwnego — uczniowie szkét podstawowych, gimnazjéw, zasadniczych
szk6t zawodowych 1 szkét zasadniczych.

(4) Rozwiazaniem kazdego z zadan zawodéw I, I i III stopnia jest program (napisany
w jednym z nastepujacych jezykéw programowania: Pascal, C, C + + lub Java) lub
plik z danymi.

(5) Zawody I stopnia maja charakter otwarty i polegaja na samodzielnym rozwiazywaniu
zadar i nadestaniu rozwigza w podanym terminie.

(6) Zawody II i III stopnia polegaja na rozwigzywaniu zadan w warunkach kontrolowanej
samodzielnos$ci. Zawody te odbywaja si¢ w ciagu dwdch sesji, przeprowadzanych
w réznych dniach.

(7) Do zawodéw II stopnia zostanie zakwalifikowanych 350 uczestnikéw, ktorych
rozwigzania zadan I stopnia zostang ocenione najwyzej; do zawodéw III stopnia —
60 uczestnikéw, ktérych rozwiazania zadan II stopnia zostana ocenione najwyzej.
Komitet Gtéwny moze zmieni¢ podane liczby zakwalifikowanych uczestnikow co
najwyzej o 20%.
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(8) Podjete przez Komitet Gtéwny decyzje o zakwalifikowaniu uczestnikéw do zawodéw
kolejnego stopnia, zajetych miejscach i przyznanych nagrodach oraz sktadzie polskie;j
reprezentacji na Miedzynarodowa Olimpiade Informatyczng i inne migdzynarodowe
zawody informatyczne sa ostateczne.

(9) Komitet Giéwny zastrzega sobie prawo do opublikowania rozwigzan zawodnikéw,
ktérzy zostali zakwalifikowani do nastgpnego etapu, zostali wyrdznieni lub otrzymali
tytut laureata.

(10) Terminarz zawodow:

e zawody I stopnia — 22.10-19.11.2007 r.
ogltoszenie wynikow:
—  w witrynie Olimpiady — 14.12.2007 r.,
—  pocztg — 28.12.2007 r.

e zawody II stopnia — 06-08.02.2008 r.
ogloszenie wynikéw:
—  w witrynie Olimpiady — 15.02.2008 r.
—  poczta — 29.02.2008 .

e zawody III stopnia — 01-05.04.2008 r.

§3 ROZWIAZANIA ZADAN

(1) Ocenarozwiazania zadania jest okres§lana na podstawie wynikéw testowania programu
i uwzglednia poprawnos¢ oraz efektywno$¢ metody rozwiazania uzytej w programie.

(2) Rozwiazania zespotowe, niesamodzielne, niezgodne z ,,Zasadami organizacji zawo-
déw” lub takie, co do ktérych nie mozna ustali¢ autorstwa, nie bgda oceniane.

(3) Kazdy zawodnik jest zobowigzany do zachowania w tajemnicy swoich rozwigzan
w czasie trwania zawodow.

(4) Rozwiazanie kazdego zadania, ktére polega na napisaniu programu, sktada sig¢
z (tylko jednego) pliku Zrédlowego; imig¢ i nazwisko uczestnika musza byé podane
w komentarzu na poczatku kazdego programu.

(5) Nazwy plikéw z programami w postaci Zrédlowej musza by¢ takie jak podano w tresci
zadania. Nazwy tych plikéw musza mie¢ nastgpujace rozszerzenia zalezne od uzytego
jezyka programowania:

Pascal pas
C c
CH++ cpp
Java java

(6) Programy w C/C + + bgda kompilowane w systemie Linux za pomoca kompilatora
GCC/G++ v. 4.1.1. Programy w Pascalu begda kompilowane w systemie Linux
za pomoca kompilatora FreePascal v. 2.0.4. Programy w Javie beda kompilowane
w systemie Linux za pomoca kompilatora z Sun JDK 6 Update 2. Wybdr polecenia
kompilacji zalezy od podanego rozszerzenia pliku w nastgpujacy sposéb (np. dla
zadania abc):
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Dla c gcc -02 -static abc.c -1m
Dla cpp g++ -02 -static abc.cpp -1m
Dla pas ppc386 -02 -XS -Xt abc.pas
Dla java javac abc.java

Programy w Javie bgda uruchamiane w systemie Linux za pomoca maszyny wirtualne;j
z Sun JDK 6 Update 2. Dla zadania abc klasa publiczna pliku Zrédlowego w Javie
musi nosi¢ nazwe abc. Uruchomieniu podlega treS¢ publicznej funkcji statycznej
main(String[] args) tej klasy.

Limity czasowe i pamigciowe beda ustalane oddzielnie dla C/C + +, Pascala i Javy
z uwzglednieniem specyfiki kompilatoréw uzywanych do oceny rozwigzan zadan
napisanych w tych jezykach.

Program powinien odczytywa¢ dane wejsciowe ze standardowego wejscia i zapisywac
dane wyjsciowe na standardowe wyjscie, chyba ze dla danego zadania wyraZnie
napisano inaczej.

Nalezy przyjaé, ze dane testowe sa bezbtedne, zgodne z warunkami zadania i podana
specyfikacja wejscia.

ZAWODY I STOPNIA

Zawody 1 stopnia polegaja na samodzielnym rozwiazywaniu zadan eliminacyjnych
(niekoniecznie wszystkich) i przestaniu rozwiazan do Komitetu Gtéwnego Olimpiady
Informatycznej. Mozliwe sa tylko dwa sposoby przesytania:

e Poprzez witryne Olimpiady o adresie: www.oi.edu.pl do godziny 12:00 (w po-
tudnie) dnia 19 listopada 2007 r. Komitet Giéwny nie ponosi odpowiedzialno$ci
za brak mozliwos$ci przekazania rozwigzan przez witryng w sytuacji nadmiernego
obciazenia lub awarii serwisu. Odbidr przesylki zostanie potwierdzony przez
Komitet Gléwny zwrotnym listem elektronicznym (prosimy o zachowanie tego
listu). Brak potwierdzenia moze oznaczaé, ze rozwiazanie nie zostato poprawnie
zarejestrowane. W tym przypadku zawodnik powinien przestaé swoje rozwigza-
nie przesytka polecona za posrednictwem zwyklej poczty. Szczegéty dotyczace
sposobu postgpowania przy przekazywaniu zadan i zwiazanej z tym rejestracji
beda podane w witrynie.

e Poczta, przesytka polecona, na adres:

Olimpiada Informatyczna
Osrodek Edukacji Informatycznej i Zastosowan Komputerow
ul. Nowogrodzka 73
02-006 Warszawa
tel. (0-22) 626-83-90

w nieprzekraczalnym terminie nadania do 19 listopada 2007 r. (decyduje data
stempla pocztowego). Prosimy o zachowanie dowodu nadania przesyiki.

Rozwiazania dostarczane w inny sposoéb nie beda przyjmowane.
W przypadku jednoczesnego zgloszenia rozwiazania przez Internet i listem
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poleconym, ocenie podlega jedynie rozwiazanie wyslane listem poleconym.
W takim przypadku jest konieczne podanie w dokumencie zgloszeniowym
réwniez identyfikatora uzytkownika uzytego do zgloszenia rozwiazan przez
Internet.

(2) Uczestnik korzystajacy z poczty zwyktej przysyta:

e Nosnik (dyskietkg lub CD-ROM) w standardzie dla komputeréw PC, zawiera-
Jacy:
— spis zawarto$ci nos$nika oraz dane osobowe zawodnika w pliku nazwanym
SPIS.TXT,
— do kazdego rozwiazanego zadania — program Zrédtowy lub plik z danymi.

Na no$niku nie powinno by¢ zadnych podkatalogéw.

e Wypetniony dokument zgtoszeniowy (dostgpny w witrynie internetowej Olim-
piady). Nalezy poda¢ adres elektroniczny. Podanie adresu jest niezbedne do
wzigcia udziatu w procedurze reklamacyjnej opisanej w punktach 6, 71 8.

(3) Uczestnik korzystajacy z witryny Olimpiady postepuje zgodnie z instrukcjami
umieszczonymi w witrynie.

(4) W witrynie Olimpiady wsréd Informacji dla zawodnikow znajduja si¢ Odpowiedzi
na pytania zawodnikéw dotyczace Olimpiady. Poniewaz Odpowiedzi moga zawieraé
wazne informacje dotyczace toczacych si¢ zawoddw wszyscy uczestnicy Olimpiady
proszeni sa o regularne zapoznawanie si¢ z ukazujacymi si¢ odpowiedziami. Dalsze
pytania nalezy przysytaé poprzez witryng Olimpiady. Komitet Gléwny moze
nie udzieli¢ odpowiedzi na pytanie z waznych przyczyn, m.in. gdy jest ono
niejednoznaczne lub dotyczy sposobu rozwiazania zadania.

(5) Poprzez witryng dostepne sa narzedzia do sprawdzania rozwiazan pod wzgledem
formalnym.  Szczegdty dotyczace sposobu postgpowania sa doktadnie podane
w witrynie.

(6) Od dnia 3 grudnia 2007 r. poprzez witryng Olimpiady kazdy zawodnik bgdzie mégt
zapoznaé si¢ ze wstgpng oceng swojej pracy. Wstepne oceny beda dostgpne jedynie
w witrynie Olimpiady i tylko dla oséb, ktére podaty adres elektroniczny.

(7) Do dnia 7 grudnia 2006 r. (wlacznie) poprzez witryng Olimpiady kazdy zawodnik
bedzie moégt zgtasza¢ uwagi do wstegpnej oceny swoich rozwigzan. Reklamacji nie
podlega jednak dobér testéw, limitéw czasowych, kompilatoréw i sposobu oceny.

(8) Reklamacje ztozone po 7 grudnia 2006 r. nie beda rozpatrywane.

86 ZAWODY II T IIT STOPNIA

(1) Zawody II i III stopnia Olimpiady Informatycznej polegaja na samodzielnym
rozwigzywaniu zadan w ciagu dwoéch pigciogodzinnych sesji odbywajacych sig
w réznych dniach.

(2) Rozwiazywanie zadan konkursowych poprzedzone jest trzygodzinna sesja probna
umozliwiajaca uczestnikom zapoznanie si¢ z warunkami organizacyjnymi i technicz-
nymi Olimpiady. Wyniki sesji probnej nie sa liczone do klasyfikacji.
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(3) W czasie rozwigzywania zadain konkursowych kazdy uczestnik ma do swojej
dyspozycji komputer z systemem Linux. Zawodnikom wolno korzysta¢ wylacznie
ze sprzetu i oprogramowania dostarczonego przez organizatora. Stanowiska sa
przydzielane losowo.

(4) Komisja Regulaminowa powotana przez Komitet Gléwny czuwa nad prawidtowoscia
przebiegu zawoddw 1 pilnuje przestrzegania Regulaminu Olimpiady i Zasad Organiza-
cji Zawodow.

(5) Zawody II i III stopnia sa przeprowadzane za pomoca Serwisu Internetowego
Olimpiady zwanego dalej SIO.

(6) Na sprawdzenie kompletnoSci oprogramowania i poprawnosci konfiguracji sprzgtu jest
przeznaczone 45 minut przed rozpoczeciem sesji probnej. W tym czasie wszystkie
zauwazone braki powinny zostac usunigte. Jezeli nie wszystko uda si¢ poprawi¢ w tym
czasie, rozpoczecie sesji probnej w tej sali moze sig opdZnié.

(7) W przypadku stwierdzenia awarii sprzgtu w czasie zawodow, termin zakonczenia pracy
przez uczestnika zostaje odpowiednio przedtuzony.

(8) W czasie trwania zawodéw nie mozna korzystac z zadnych ksiazek ani innych pomocy
takich jak: dyski, kalkulatory, notatki itp. Nie wolno mie¢ na stanowisku komputero-
wym telefonu komérkowego ani innych wtasnych urzadzen elektronicznych.

(9) W ciagu pierwszej godziny kazdej sesji nie wolno opuszczaé przydzielonej sali
zawod6w. Zawodnicy spdéZnieni wigcej niz godzing nie beda w tym dniu dopuszczeni
do zawodow.

(10) W ciagu pierwszej godziny kazdej sesji uczestnik moze poprzez SIO zadawac pytania,
na ktére otrzymuje jedna z odpowiedzi: tak, nie, niepoprawne pytanie, odpowied?
wynika z treSci zadania lub bez odpowiedzi. Pytania moga dotyczy¢ jedynie treSci
zadan.

(11) W czasie przeznaczonym na rozwigzywanie zadaf jakikolwiek inny sposéb komuni-
kowania si¢ z cztonkami Jury co do tresci i sposobow rozwigzywania zadaf jest niedo-
puszczalny.

(12) Komunikowanie si¢ z innymi uczestnikami Olimpiady (np. ustnie, telefonicznie lub
poprzez sie¢) w czasie przeznaczonym na rozwigzywanie zadan jest zabronione pod
rygorem dyskwalifikacji.

(13) Kazdy zawodnik ma prawo wydrukowaé wyniki swojej pracy w sposéb podany przez
organizatorow.

(14) Kazdy zawodnik powinien umiesci¢ ostateczne rozwiagzania zadan w SIO. Po
zgloszeniu rozwiazania kazdego z zadan SIO dokona wstgpnego sprawdzenia
i udostepni jego wyniki zawodnikowi. Wstepne sprawdzenie polega na uruchomieniu
programu zawodnika na testach przyktadowych (wyniki sprawdzenia tych testéw nie
sa liczone do koricowej klasyfikacji). Te same testy przyktadowe sa uzywane do
wstepnego sprawdzenia w trybie weryfikacji rozwiazan na komputerze zawodnika.

(15) Kazde zadanie mozna zgtosi¢ w SIO co najwyzej 10 razy. Sposrdd tych zgloszen
ocenianie jest jedynie najpdZniejsze.

(16) Jezeli zawodnik nie zgtosit swoich rozwiazan w SIO, powinien je pozostawié
w katalogu wskazanym przez organizatoréw i niezwlocznie po zakoniczeniu sesji
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a przed opuszczeniem sali zawodéw wreczyC pisemne o$wiadczenie dyzurujacemu
w tej sali cztonkowi Komisji Regulaminowej. O$Swiadczenie to musi zawieraé
imi¢ i nazwisko zawodnika oraz numer stanowiska. Zlozenie takiego oSwiadczenia
powoduje, ze rozwiazanie ztozone wczesniej w SIO nie bgdzie rozpatrywane.

(17) W sprawach spornych decyzje podejmuje Jury Odwotawcze, ztozone z jurora nie
zaangazowanego w rozwazana kwesti¢ i wyznaczonego cztonka Komitetu Gléwnego.
Decyzje w sprawach o wielkiej wadze (np. dyskwalifikacji) Jury Odwotawcze
podejmuje w porozumieniu z przewodniczacym Komitetu Gléwnego.

(18) Kazdego dnia zawodéw okoto 2 godziny po zakoriczeniu sesji zawodnicy otrzymaja
raporty oceny swoich prac na niepelnym zestawie testéw. Od tego momentu przez
godzing bedzie czas na reklamacje tej oceny, a w szczegdlnosci na reklamacje wyboru
rozwiazania, ktére ma podlegac ocenie.

§6 UPRAWNIENIA I NAGRODY

(1) Laureaci i finalisci Olimpiady otrzymuja z informatyki lub technologii informacyjnej
celujaca roczng (semestralna) oceng klasyfikacyjna.

(2) Laureaci i finaliSci Olimpiady sa zwolnieni z egzaminu maturalnego z informatyki.
Uprawnienie to przystuguje takze wtedy, gdy przedmiot nie byt objety szkolnym
planem nauczania danej szkoty.

(3) Uprawnienia okreslone w p. 1. i 2. przystuguja na zasadach okre§lonych w rozporza-
dzeniu MENiS z dnia 7 wrze$nia 2004 r. w sprawie warunkéw i sposobu
oceniania, klasyfikowania i promowania uczniéw i stuchaczy oraz przeprowadzania
sprawdzianéw i egzaminéw w szkotach publicznych. (Dz. U. z 2004 r. Nr 199,
poz. 2046, § 18 i § 56) wraz z péZniejszymi zmianami zawartymi w Rozporzadzeniu
MEN:iS z dnia 14 czerwca 2005 r. (Dz. U. z 2005 r. Nr 108, poz. 905).

(4) Laureaci i finaliSci Olimpiady maja ulatwiony lub wolny wstgp do tych szkét
wyzszych, ktérych senaty podjety uchwaty w tej sprawie, zgodnie z przepisami ustawy
z dnia 27 lipca 2005 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym, na zasadach zawartych w tych
uchwatach (Dz.U. z 2005 r. Nr 164 poz. 1365).

(5) Zaswiadczenia o uzyskanych uprawnieniach wydaje uczestnikom Komitet Gtéwny.

(6) Komitet GiIéwny ustala sktad reprezentacji Polski na XX Migdzynarodowa Olimpiade
Informatyczna w 2008 roku na podstawie wynikéw zawodéw III stopnia i regulaminu
tej Olimpiady Migdzynarodowe;.

(7) Komitet Gléwny moze przyznaé¢ nagrode nauczycielom lub opiekunom naukowym,
ktérzy przygotowywali laureatéw lub finalistéw Olimpiady.

(8) Wyznaczeni przez Komitet Gléwny reprezentanci Polski na olimpiady migdzynaro-
dowe oraz finalisci, ktérzy nie sa w ostatniej programowo klasie swojej szkoly, zostana
zaproszeni do nieodplatnego udzialu w IX Obozie Naukowo-Treningowym im. Anto-
niego Kreczmara, ktéry odbedzie si¢ w czasie wakacji 2008 r.

(9) Komitet Gtéwny moze przyznawac finalistom i laureatom nagrody, a takze stypendia
ufundowane przez osoby prawne lub fizyczne.
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§7 PRZEPISY KONCOWE

(1) Dyrektorzy szkét maja obowiazek dopilnowania, aby wszystkie informacje dotyczace
Olimpiady zostaly podane do wiadomosci uczniéw.

(2) Komitet Gtéwny zawiadamia wszystkich uczestnikéw zawodéw I i II stopnia o ich
wynikach. Uczestnicy zawodéw 1 stopnia, ktérzy przesla rozwiazania jedynie przez
Internet zostang zawiadomieni poczta elektroniczna, a poprzez witryng Olimpiady
beda mogli zapoznaé si¢ ze szczegdtowym raportem ze sprawdzania ich rozwigzan.
Pozostali zawodnicy otrzymajgq informacj¢ o swoich wynikach w terminie pdZniejszym
zwykla poczta.

(3) Kazdy uczestnik, ktéry zakwalifikowat sie do zawodéw wyzszego stopnia oraz
dyrektor jego szkoly otrzymuja informacje o miejscu i terminie nastgpnych zawodow.

(4) Uczniowie zakwalifikowani do udziatu w zawodach I i III stopnia sa zwolnieni z zajeé
szkolnych na czas niezbedny do udziatu w zawodach; maja takze zagwarantowane na
czas tych zawoddéw bezplatne zakwaterowanie, wyzywienie i zwrot kosztéw przejazdu.

Witryna Olimpiady: www.oi.edu.pl
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Michat Pilipczuk Adam Iwanicki

Tre$¢ zadania, Opracowanie Program

OI, Etap I, 22.10-19.11.2007

Clo

Krél Bajtazar postanowit uporzqdkowaé kwestie zwigzane z oplacaniem cla przez kupcow
Bagjtocji. Bajtocja sklada sie z n miast polgczonych m dwukierunkowymi drogami. KaZda
droga w Bagjtocji lgczy dwa rézne miasta. Zadne dwa miasta nie sq polgczone wiecej niz jedng
drogq. Drogi mogq prowadzi¢ przez tunele i estakady.

Dotychczas kazde miasto w Bagtocji pobierato clo od kazdego, kto do niego przyjeidial,
1 od kaZdego, kto z miego wyjezdial. Niezadowoleni z tej sytuacji kupcy wniesli oficjalny
protest, w ktorym sprzeciwili sie wielokrotnemu pobieraniu cta. Krol Bajtazar postanowil
ograniczyé przywileje miast. Wedle nowego krélewskiego edyktu, kaide miasto moze pobierac
clo od kupcéw podrézujgcych dokladnie jedng z drdg prowadzgcych do niego (bez wzgledu
na kierunek ich podrdzy). Ponadto, dla kazdej z drdg, podrdzini podrézujgcy tg drogq nie mogq
byé zmuszeni do placenia cta obu miastom, ktore ta droga tgczy. Nalezy jeszcze podjqé decyzje,
ktore miasto ma pobierac clo z ktorej drogi. Rozwigzanie tego problemu krol zlecit Tobie.

Zadanie
Napisz program, ktory:
o wczyta ze standardowego wejscia opis uktadu drog w Bagtocyi,

o dla kazdego miasta wyznaczy, na ktorej drodze dane miasto bedzie pobierac od kupcow
cto, lub stwierdzi, ze wprowadzenie w Zycie edyktu nie jest mozliwe,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

W pierwszym wierszu wejscia znajduje sie dwie liczby calkowite n i m (1 < n < 100000,
1 <m < 200000), oznaczajace odpowiednio liczbe miast oraz drég w Bajtocji. Miasta sq
ponumerowane od 1 do mn. W kolejnych m wierszach znajdujq sie opisy kolejnych drdg.
W wierszu i znajdujq sie dwie liczby calkowite a; i b; (1 < a; <b; <n) oznaczajgce, ze miasta
a; 1 bj sq polgczone bezposredniq drogg.

Wyjscie

Jesli pobieranie cla zgodnie z wymaganiami krolewskiego edyktu nie jest mozliwe, to
w pierwszym 1 jedynym wierszu wyjscia Twdj program powinien wypisaé stowo NIE.
W przeciwnym przypadku, w pierwszym wierszu Twdj program powinien wypisaé stowo TAK,
a w kolejnych n wierszach powinny sie znalezé informacje, ktére miasto, z jakiej drogi pobiera
clo. W wierszu i + 1 powinien znaleZ¢ sie numer miasta, do ktorego prowadzi droga, na ktorej
miasto numer i pobiera od kupcow cto. W przypadku, gdy istnieje wiele rozwigzan, nalezy
podac dowolne z nich.



46

Clo
Przyktad

Dla danych wejsciowych: 1 )
5

B WL, N R D
W w N

4 3 4
poprawnym wynikiem jest:
TAK

= W W

Strzatki na rysunku wskazujq miasta pobierajgce clto od kupcéw podrozujgcych dang drogq.
Zwrdé uwage, ze kupcy podrézujgcy drogq tgczqeq miasta 1 i 2 nie placg w ogdle cla.

Dla danych wejsciowych: 1 2
4 3
13
34
23
poprawnym wynikiem jest:
NIE

Rozwigzanie

Wprowadzenie

Opiszmy problem z zadania w jezyku teorii graféw. Dany jest graf nieskierowany
G = (V,E), w ktérym wierzcholkami sa miasta znajdujace si¢ w Bajtocji, a krawedziami
— drogi pomigdzy nimi. Kazdemu wierzchotkowi nalezy przyporzadkowac jedna sposrod
incydentnych! z nim krawedzi, co odpowiada nadaniu miastu prawa do pobierania cta
z drogi. Kazda krawedz moze by¢ przyporzadkowana co najwyzej jednemu wierzchotkowi
— tak, aby podatek nie byl pobierany na zadnej drodze dwukrotnie. Jesli opisane
przyporzadkowanie nie istnieje, to réwniez powinniSmy umiec to stwierdzié.

Poszukiwane rozwiazanie jest funkcjq roznowartosciowq f : V — E taka, ze dla kazdego
wierzchotka v € V warto$é f(v) jest krawedzia incydentna z v.

'Méwimy, ze krawedz jest incydentna z wierzchotkiem, jesli ten wierzchotek jest jednym z jej koc6w.
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Rozwigzanie wzorcowe — proste przeszukiwanie

Zauwazmy, ze mozemy zajaé si¢ poszukiwaniem funkcji przyporzadkowujacej krawedzie
wierzchotkom oddzielnie dla kazdej spdjnej sktadowej grafu. Niech G = Hi UH, U...UH,
gdzie H; to spéjne sktadowe G. Wtedy znajdujac poszukiwane w zadaniu przyporzadkowanie
fi dla kazdej sktadowej H;, mozemy zdefiniowaé przyporzadkowanie f dla calego grafu G
jako f; na kazdym H;. Oczywiscie, jesli dla pewnej sktadowej nie istnieje przyporzadkowanie
spetniajace warunki zadania, to nie istnieje takze przyporzadkowanie dla catego grafu.

Przypadki bez rozwigzania

Zastanéwmy si¢ wpierw, dla jakich graféw odpowiedZ na pytanie postawione w zadaniu jest
negatywna. Pomocne bedzie nastgpujace proste spostrzezenie.

Fakt 1. Jesli spojna sktadowa H grafu G jest drzewem, to nie istnieje dla niej poszukiwane
przyporzadkowanie.

Dowéd: Niech H = (W,F) bedzie drzewem. Oznaczmy przez |W| i |F| odpowiednio moc
zbioru wierzchotkéw i krawedzi. Wiemy, ze w kazdym drzewie liczba krawedzi jest o jeden
mniejsza niz liczba wierzchotkéw, wige |F| = |W| — 1. Zauwazmy takze, ze jesli funkcja
J ma by¢ réznowartosciowa, to musi |W| wierzchotkom przypisa¢ doktadnie |W| r6znych
krawedzi. Poniewaz w sktadowej H nie ma tylu krawedzi, wigc jest to niemozliwe — stad f
nie istnieje.

|

Okazuje sig, ze fakt 1 zawiera w sobie juz wszystkie przypadki, dla ktérych odpowiedz
jest negatywna. Dla graféw, w ktérych zadna spdjna sktadowa nie jest drzewem, pokazemy
algorytm konstrukcji przyporzadkowania krawedzi wierzchotkom dla poszczegdlnych
sktadowych, a tym samym — przyporzadkowania dla calego grafu.

Konstrukcja

Rozwazmy spéjna sktadowa H = (W,F). Dla sktadowej tej istnieje drzewo rozpinajqce,
ktére mozemy wukorzeni¢c w dowolnym wierzchotku. Wybdr korzenia okresla orientacje
w sktadowej — korzen jest na samej gorze, jego dzieci ponizej, ich dzieci jeszcze nizej
itd. Kazdemu z wierzchotkéw, oprécz korzenia, mozemy przypisaé krawedZ laczaca go
z jego ojcem w drzewie. W ten sposéb dostajemy prawie dobre rozwiazanie — kazdemu
wierzchotkowi, oprécz korzenia, przypisaliSmy inna krawedz.

Aby uzyskaé petne rozwiazanie, musimy jeszcze znalez¢ krawedz dla korzenia. Mozemy
w tym celu przed konstrukcja drzewa wybraé krawedz e = (u,v) € F, ktdrej usunigcie nie
rozspdjni rozwazanej sktadowej, a nastgpnie:

e skonstruowaé drzewo rozpinajace dla H' = (W, F \ {e});

e za korzen skonstruowanego drzewa wybra¢ jeden z wierzchotkéw koncowych
krawedzi e, na przyklad u;

o przypisaé f(u) = e, a dla pozostatych wierzchotkéw w € W\ {u} za f(w) przyjaé
krawedz7 taczaca w z jego ojcem w drzewie.
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Wszystkie powyzsze operacje mozemy wykonaé, postugujac si¢ jednym z algorytmow
przeszukiwania grafu: w gtab (DFS) lub wszerz (BFS), ktére sa opisane w [20]. Najpierw
musimy wybraé krawedZ e, czyli dowolna krawedZ nalezaca do jakiegokolwiek cyklu
(co gwarantuje, Ze jej usunigcie nie spowoduje rozspdjnienia sktadowej). Takie krawedzie
fatwo rozpoznaé w trakcie algorytmu przeszukiwania grafu — préba przejscia takg krawedzia
prowadzi do wierzchotka juz wcze$niej odwiedzonego i zamyka cykl zlozony z krawedzi
drzewa. Poszukiwana krawgdZ nie istnieje zatem wtedy i tylko wtedy, gdy cata spdjna
sktadowa jest drzewem — jednak wéwczas mamy do czynienia z przypadkiem negatywnym
na mocy faktu 1. W przeciwnym razie znajdujemy odpowiednia krawedz e = (u,v)
i za korzen drzewa rozpinajacego wybieramy jeden z jej koficéw, na przykiad u.

Teraz mozemy usunaé krawedz e z grafu i ponownie uruchomié algorytm DFS lub BES,
startujac z wierzchotka u — w ten spos6b skonstruujemy drzewo rozpinajace. Kazdemu
wierzchotkowi w mozemy przypisa¢ krawedz f(w) — tg, ktéra weszliSmy do tego
wierzchotka w trakcie przechodzenia grafu. Jest to krawedZ taczaca wierzchotek w z jego
ojcem w skonstruowanym drzewie rozpinajacym.

korzen

u — korzen

(a) (®)

Rys. 1:  Przyktad dziatania opisanej procedury dla spdjnej sktadowej. W pierwszej iteracji
(a) za pomoca przeszukiwania DFS znajdowane jest drzewo rozpinajace (grubsze
linie), a takze wybierana jest pewna krawedZ powrotna e = (u,v), ktéra staje si¢
f(u). W drugiej iteracji (b), w wyniku przeszukiwania rozpoczgtego w u, kazdemu
wierzchotkowi poza u zostaje przypisana krawedZ, ktéra do niego wchodzimy
(przypisanie krawedzi oznaczono na rysunku strzatkami).

Algorytm wzorcowy

Opisany wyzej pomyst to nasz algorytm wzorcowy:

1: for sV

2. if s nie przypisano jeszcze krawegdzi then
3 begin

4 wykonaj przeszukiwanie z wierzchotka s:
5: wyznacz krawedZ e nalezaca do cyklu;
6 if krawgdZ e nie istnicje then

7 begin

8 wypisz NIE;
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9: zakoncz dziatanie programu;

10: end else

11: begin

12: niech u bedzie jednym z koncéw e;
13 przypisz f(u) =e;

14: usuil krawedz e z grafu;

15: wykonaj przeszukanie z wierzchotka u:
16: przypisz kazdemu wierzchotkowi krawedz,
17: ktéra do niego wchodzimy;

18: end;

19: end;

20: end;

21: wypisz TAK oraz zapamigtane przyporzadkowanie f.

Algorytm automatycznie rozpoznaje spdjne sktadowe grafu — przetwarzajac wierzcho-
fek s, odwiedzamy i przetwarzamy wszystkie wierzchotki nalezace do tej samej sktadowej,
co on. Potem wracamy do gtéwne;j petli algorytmu i poszukujemy nieprzetworzonego wierz-
chotka grafu, ktéry wyznacza jeszcze nierozpatrzona spdjna sktadowa.

Zauwazmy, ze w kazdej spdjnej skladowej wykonujemy dwa przeszukiwania —
kazde o ztozonoSci czasowej liniowej wzgledem jej rozmiaru. Caty algorytm ma zatem
ztozonos¢ liniowa wzglgdem rozmiaru grafu, czyli O(n+ m). Zlozono$¢ pamigciowa jest
taka sama, gdyz musimy pamigtaé jedynie reprezentacj¢ grafu, zaznaczal odwiedzane
wierzchotki i zapisywac konstruowane przyporzadkowanie f. Wszystkie te dane mieszcza si¢
w strukturach o rozmiarze O(n+m).

Rozwigzania bazujace na powyzszym schemacie moga rézni¢ si¢ zastosowanym
algorytmem przeszukiwania. Implementacje z przeszukiwaniem w glab znajduja si¢
w plikach: clo6.c, clo7.cpp, clo8.pas oraz cloll. java, natomiast z przeszukiwaniem
wszerz — w plikach clo.c, clol.cpp, clo2.pas oraz c1o9. java.

Rozwigzanie alternatywne — zastosowanie skojarzen

Problem postawiony w zadaniu mozemy rozwiazaé takze inna metoda — stosujac bardziej
skomplikowane pojecia i otrzymujac w wyniku algorytm nie lepszy niz wzorcowy. Uwazamy
jednak, ze warto przedstawié takze ten pomyst, gdyz pozwala on poznaé kolejne wazne
pojecia i ciekawe algorytmy z teorii graféw.

Sprowadzimy zadanie do problemu znajdowania maksymalnego skojarzenia w grafie
dwudzielnym. Oznaczmy oryginalny graf przez G = (V,E). Zbudujmy dla niego graf
dwudzielny H = (VUE, F), gdzie (v,e) € F dlav €V oraz e € E wtedy i tylko wtedy, gdy v
jest incydentne z e. Méwiac prosciej, graf H ma dwa zbiory wierzchotkéw: w jednym z nich
sa wierzchotki grafu G, a w drugim — krawedzie G. Wierzchotek v i krawedzZ e sa polaczone
w grafie H krawedzia, jesli v jest jednym z koiicéw e w grafie G. A zatem H zawiera tacznie
n+ m wierzchotkéw oraz 2m krawedzi.

Skojarzenie w grafie H to podzbiér krawedzi tego grafu, ktére nie maja wspdSlnych
wierzchotkéw. Wierzchotki incydentne z krawgdziami wybranymi do skojarzenia nazywamy
skojarzonymi lub pokrytymi przez skojarzenie. Kazde skojarzenie w grafie H mozemy
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zinterpretowaé jako réznowartoSciowe przyporzadkowanie krawedzi wierzchotkom grafu
G. Oczywiscie zalezy nam na znalezieniu jak najwigkszego skojarzenia — w koricu
chcemy przypisa¢ krawedZ kazdemu wierzchotkowi. Bedziemy wiec szukaé skojarzenia
maksymalnego pod wzgledem licznosci. Jesli okaze sig, ze zawiera ono |V| krawedzi, to
bedziemy mieli poszukiwane przyporzadkowanie. W przeciwnym razie bedziemy wiedzieli,
ze takie przyporzadkowanie nie istnieje.

£ 1/2 1/3 1/4 2/3 3/4

V: 1 2 3 4

Rys. 2:  Graf dwudzielny H skonstruowany dla grafu G z pierwszego przyktadu z tresci
zadania. Dolne cztery wierzchotki H odpowiadaja wierzchotkom G, natomiast
goérne pig¢ odpowiada krawedziom G.  Pogrubione krawedzie reprezentuja
najliczniejsze skojarzenie w H, odpowiadajace przyporzadkowaniu wierzchotkom
G takich samych krawedzi, jak w pierwszym przyktadowym wyjsciu.

Wigcej o skojarzeniach i zwigzanych z nimi algorytmach mozna przeczytaé¢ w [23].

Troche kombinatoryki

Warunek okreslajacy istnienie skojarzenia w grafie H pokrywajacego caly zbiér V jest
oczywisScie analogiczny do przedstawionego przy okazji algorytmu wzorcowego. Wystarczy,
by zadna spdjna skladowa grafu G nie byla drzewem — wtedy istnieje poszukiwane
przyporzadkowanie krawedzi wierzchotkom w grafie G, ktére z kolei odpowiada skojarzeniu
w grafie H o mocy |V|. Warto jednak, korzystajac z okazji, przytoczy¢ takze inny warunek,
oparty na twierdzeniu Halla, o ktérym mozna przeczytaé np. w [31]. Pozwala on rozstrzygnac
o istnieniu skojarzenia pokrywajacego jeden ze zbioréw wierzchotkéw takze w szerszej
klasie graféw, niz tutaj rozwazane.

Twierdzenie 1 (Hall). Niech H = (AUB,E), gdzie E C A x B, bedzie grafem dwudzielnym.
W H istnieje skojarzenie, w ktorym kazdy wierzchotek ze zbioru A jest pokryty, wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodzi nastepujgcy warunek:

dla kazdego podzbioru X C A, zbior tych wierzchotkow y € B, dla ktérych istnieje x € X, takie
Ze (x,y) € E, ma moc réwnq co najmniej |X|.

Korzystajac z twierdzenia Halla, mozna napisa¢ algorytm konstrukcji skojarzenia —
niestety, jest on daleki od optymalnego. Wynaleziono jednak sporo innych, znacznie
efektywniejszych rozwiazan tego problemu.
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Algorytm Hopcrofta-Karpa

Najszybsza i nietrudng w implementacji metoda znajdowania maksymalnego skojarzenia
w grafie dwudzielnym w ogélnym przypadku jest algorytm Hopcrofta-Karpa, opisany w [23].
Dziata on w czasie O(|E|+/]V]), gdzie V i E to odpowiednio zbiory wierzchotkéw i krawedzi.
Przypomnijmy, ze graf dwudzielny H zbudowany na podstawie grafu danego w zadaniu ma
n+ m wierzchotkéw oraz 2m krawedzi. Zastosowanie do niego metody Hopcrofta-Karpa
pozwala wigc wyznaczy¢ rozwigzanie w czasie O(m%), czyli istotnie gorszym od czasu
dziatania algorytmu wzorcowego. Takie rozwiazanie jest zaimplementowane w pliku
closl.cpp — ze wzgledu na kiepska ztozono$¢ nie uzyskuje ono kompletu punktow.

Turbo-matching

Turbo-matching to nieoficjalna nazwa nadana algorytmowi otrzymanemu przez drobna, acz
brzemienna w skutki modyfikacje podstawowego algorytmu znajdowania maksymalnego
skojarzenia. Algorytm podstawowy jest doktadnie opisany w [20], wigc tutaj tylko krétko
omowimy schemat jego dzialania. Startujemy w nim od skojarzenia pustego, ktére stopniowo
zwigkszamy, wykorzystujac tak zwane Sciezki powigkszajqce (inaczej nazywane takze
naprzemiennymi). Sciezke w grafie nazwiemy powigkszajaca, jesli:

e rozpoczyna si¢ ona od wierzchotka nieskojarzonego jeszcze z zadnym innym;
e zawiera na przemian krawedzie nienalezace do skojarzenia i nalezace do skojarzenia;
e konczy si¢ takze na wierzchotku nieskojarzonym.

Jesli przez E| oznaczymy zbidr krawedzi $ciezki nalezacych do skojarzenia, a przez Ej
— zbidr jej pozostatych krawedzi, to tatwo zauwazyé, ze |Ej| = |E2| — 1. Ponadto, jesli
ze skojarzenia wyrzucimy krawedzie ze zbioru E;, a dodamy krawedzie ze zbioru E,, to
dostaniemy nowe, wigksze skojarzenie! (patrz rys. 3) Mozna udowodnié, ze dla dowolnego
nie najliczniejszego skojarzenia istnieje Sciezka powigkszajaca, czyli ze powigkszajac
skojarzenie za pomoca Sciezek naprzemiennych, w koncu uzyskuje si¢ najliczniejsze
skojarzenie.

/ / / g v
’ ’ ’ ’ s | | | |
’ ’ ’ s ’
, , , , , _— I I I I
, , , ’ , | | | |
"/)/ , , , , | | | |

(a) b)
Rys. 3:  Przyktad Sciezki naprzemiennej (a) dla |E;| =41 |E»| = 5 (krawedzie ze skojarzenia
oznaczone sa liniami ciaglymi, a pozostale — przerywanymi) oraz wyniku

dotaczenia krawedzi z E> do skojarzenia oraz ,,odkojarzenia” krawedzi z E; (b).
Wierzchotki nieskojarzone zaznaczone sg kétkami.
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Niech G = (V; UV;, E) bedzie danym grafem dwudzielnym. Schemat samego algorytmu
wykorzystujacego Sciezki powigkszajace jest nastgpujacy:

1: podstaw za skojarzenie zbidr pusty;

2: repeat

3 znalezione := false;

4 for veV; do

5: if v jest nieskojarzony then

6 begin

7 poszukaj Sciezki powigkszajacej z wierzchotka v;

8 {w tym celu stosujemy przeszukiwanie w gtab (DFS) z wierzchotka v }
9 if znaleziono Sciezke then

10: begin

11: popraw skojarzenie, wykorzystujac Sciezke;

12: znalezione := true;

13: end;

14: zaznacz odwiedzone wierzchotki jako nieodwiedzone;
15: end;

16:  if not znalezione then przerwij;

17: end;

Powyzszy algorytm dziata w czasie O(|V|- |E|).
Algorytm turbo-matching niewiele rézni si¢ od poprzedniego:

1. podstaw za skojarzenie zbidr pusty;

2: repeat

3 znalezione := false;

4 for veV, do

5: if v jest nieskojarzony i nieodwiedzony then

6 begin

7 poszukaj Sciezki powigkszajacej z wierzchotka v procedura DFS;
8 if znaleziono Sciezke then

9 begin

10: popraw skojarzenie, wykorzystujac Sciezke;
11: znalezione := true;

12: end;

13: end;

14:  if not znalezione then przerwij;
15:  zaznacz odwiedzone wierzcholki jako nieodwiedzone;
16: end;

Istotna modyfikacja dokonana w algorytmie podstawowym jest zmiana momentu
,zerowania tablicy odwiedzin”. W algorytmie turbo-matching zostalo to przeniesione
na zewnatrz petli for (wiersz 15). To oznacza, ze w jednej iteracji tej petli w kolejnych
wywolaniach przeszukiwania w glab (wiersz 7) nie wchodzimy wielokrotnie do tych samych
wierzchotkow. Ta zmiana nie psuje poprawno$ci algorytmu — jesli istnieje Sciezka
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powigkszajaca, to ja znajdziemy. Istotnie, jeSli w jednej iteracji petli for, przechodzac
przez jaki§ wierzchotek, nie znalezliSmy Sciezki powigkszajacej, to ponowne wchodzenie
do niego w tej samej iteracji petli nie ma sensu. Jesli zatem istnieja Sciezki powigkszajace,
to pierwsza z nich zostanie wyszukana bez potrzeby wchodzenia do odwiedzonych wczesniej
wierzchotkéw.

Teoretycznie ztozonos¢ turbo-matchingu jest taka sama jak algorytmu podstawowego —
w kazdej iteracji petli for przetwarzamy kazda krawedz i kazdy wierzchotek co najwyzej raz,
na co potrzebujemy czasu O(|V|+ |E|). Jednoczesnie kazde wykonanie tej petli generuje
nowg $ciezke powigkszajaca, zatem obrotéw bedzie co najwyzej |V| — tyle, ile maksymalnie
krawedzi ma skojarzenie. Caty algorytm ma ztozono$¢ O(|V|]- (|V| + |E|)), a poniewaz
w sensownych grafach mamy |V| = O(|E|), to daje ostatecznie ztozono$¢ turbo-matchingu
réwng O(|V|- |E|).

W praktyce turbo-matching okazuje si¢ jednak duzo szybszy. Wprowadzona modyfikacja
sprawia, ze poszukujac Sciezek powigkszajacych, czesto pomijamy wierzchotki, o ktérych
wiadomo, ze i tak nie ma sensu do nich wchodzié. Ze wzgledu na malg stala, algorytm
ten dla rozsadnych danych zachowuje si¢ nie gorzej niz algorytm Hopcrofta-Karpa. Jest
za to prostszy i tatwiejszy do zaprogramowania.

Grafy dwudzielne, ktére wystgpuja w naszym zadaniu, sg doS¢ proste — wszystkie
wierzchotki z jednej czesSci (odpowiadajace krawedziom z oryginalnego grafu) maja
stopieni rtéwny 2. W takim przypadku turbo-matching dziata duzo szybciej od algorytmu
Hopcrofta-Karpa i nie udato si¢ znaleZé przyktadéw, w ktérych bylby istotnie wolniejszy
od rozwiazan wzorcowych, liniowych. Dlatego jego poprawna implementacja, zawarta
w pliku clos3. cpp, otrzymuje maksymalng liczbg punktéw.

Testy

W powyzszym opracowaniu zauwazyliSmy, ze rozwigzania szukamy praktycznie oddzielnie
w kazdej spdjnej sktadowej. Dlatego grafy wystepujace w testach zostaty skonstruowane
7 réznego rodzaju sktadowych:

e graféw losowych o zadanej gestosci;

e duzych cykli;

e drzew — uzywanych do testéw z odpowiedzia negatywna;
o klik, czyli graféw pelnych;

o . drzew z cyklem” — w tej kategorii znalazty si¢ dwa rodzaje graféw: drzewa z cyklem
losowej dtugosci i drzewa z cyklem dlugosci 3.

Rozwiazania zawodnikOw byly sprawdzane na 10 grupach testow.
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Nazwa n m Opis

clola.in 40 60 | maly test poprawnoSciowy z odpowiedzig pozytywna

clolb.in 10 9 | male drzewo

clo2a.in 175 175 | wigkszy test poprawnosciowy ztozony z dwoéch
»drzew z cyklem”

clo2b.in 175 11199 | klika i drzewo

clo3.in 600 600 | wigkszy test poprawnosciowy: cykl i dwa ,,drzewa
z cyklami”

clo4.in 1000 1000 | ,,drzewo z cyklem”

clo5.in 5000 9850 | dwa ,,drzewa z cyklami”, cykl i klika

clob6.in 15000 15000 | ,.drzewo z cyklem” i cykl

clo7.in 35000 | 35000 | dwa ,drzewa z cyklami” i cykl

clo8.in 50000 50000 | dwa wigksze ,,drzewa z cyklami” i cykl

clo9.in 80000 | 158800 | cykl, cztery mate kliki oraz dwa ,,drzewa z cyklami”

clol0a.in | 100000 | 180000 | ,,drzewo z cyklem” oraz losowy graf o duzej gestosci

clol0b.in | 100000 | 199233 | klika i duze drzewo
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Klocki

Bajtazar jako male dziecko uwielbial bawié¢ sie klockami. Jego zabawa polegala na ukladaniu
z klockow n kolumn o losowo wybranych wysokoSciach, a mnastepnie ich porzgdkowaniu.
Bajtazar wybieral liczbe k, a nastepnie staral sie w minimalnej liczbie ruchéow tak
uporzgdkowac klocki, by pewne k kolejnych kolumn klockéw mialo te samg wysokosé.
Pojedynczy ruch polega na:

e polozeniu jednego klocka na szczycie wybranej kolumny klockéw (Bajtazar posiadal
ogromne pudlo z zapasowymi klockami, wiec ten ruch jest zawsze mozliwy), lub

e zdjeciu jednego klocka ze szczytu wybranej kolumny.

Bajtazar nigdy nie byl pewien, czy wybrane przez niego rozwigzanie bylo optymalne, i poprosit
Cie o napisanie programu, ktory pomoze mu rozwigzywac ten problem.

Zadanie

Napisz program, ktory:
® wczyta ze standardowego wejscia liczbe k i opis poczgtkowego ukladu klockow,
® wyznaczy rozwigzanie wymagajgce minimalnej liczby ruchow,

® wypisze otrzymane rozwigzanie na standardowe wyjscie.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia zapisane sq¢ dwie liczby catkowite n oraz k
(1 <k<n<100000), oddzielone pojedynczym odstepem. W kolejnych n wierszach zapisane
sa poczatkowe wysokoSci kolumn klockéw; wiersz (i + 1)-szy zawiera jedng liczbe calkowitq
0 < h; < 1000000 — wysoko$é i-tej kolumny klockow, czyli liczbe klockow, z ktorych sie ona
sklada.

Wyjscie
Na standardowe wyjscie nalezy wypisaé optymalne rozwigzanie, to jest uklad klockow, ktory:
o zawiera k kolejnych kolumn o tej samej wysokosci,

® mozna otrzymad z poczgtkowego uktadu w minimalnej liczbie ruchdw.

Wyjscie powinno skladaé sie z n + 1 wierszy, a kazdy z nich powinien zawierac jedngq liczbe
catkowitq. W pierwszym wierszu nalezy wypisaé¢ minimalng liczbe ruchow, potrzebnych do
uzyskania Zgdanego ukladu. W (i + 1)-szym wierszu (dla 1 < i < n) nalezy wypisaé liczbe
/ , Lo . 4 . . . . ,
h; — koricowg wysokosé i-tej kolumny klockéw. W przypadku, gdy istnieje wiele rozwigzan,
nalezy podaé dowolne z nich.
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Przyktad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
53
3
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Rozwigzanie

Problem mozemy podzieli¢ na dwie czgsci:

e uporzqdkowanie — dla wybranych, dowolnych k kolejnych kolumn mozemy obliczy¢
minimalny koszt wyréwnania ich wysokosci,

e wybdr — znajac powyzsze, mozemy sposréd wszystkich kolumn wybrac te, ktérych
uporzadkowanie bedzie miato najnizszy koszt.

Dalsza czg$¢ rozwiazania bedzie przebiegaé zgodnie z nakre§lonym powyzej planem.

Uporzadkowanie kolumn

Zajmijmy si¢ ustalonymi k kolumnami klockéw o wysokosciach réwnych: xp,...,x.
Zamierzamy je uporzadkowaé, dodajac i/lub zdejmujac po jednym klocku tak, by ostatecznie
byty tej samej wysokosci.

Niech ¢y(h) dla x = (x,...,x;) oznacza koszt wyréwnania rozwazanych kolumn do
wysokosci h. Funkcje tg mozemy wyrazié nastgpujacym wzorem:

k
cx(h) = Z |l — x;].
i=1
Przyklad 1. Rozwazmy konfiguracj¢ klockéw podana w przyktadowych danych do zadania,
czyli ciag x = (3,9,2,3,1). Narys. 1 przedstawiony jest wykres funkcji ¢ () dla tego ciagu.

calh)
25

20

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Rys. 1:  Wykres wartoci funkcji ¢y (h) dla ciagu x = (3,9,2,3,1).
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Na podstawie wykresu mozemy zaobserwowaé, ze funkcja cy(h) najpierw maleje,
osiagajac w pewnym punkcie minimum, a nastgpnie ro$nie. To, co nas interesuje, to
wysoko$¢ A, dla ktdrej to minimum jest osiagane.

Poszukujac ,,optymalnego” h, przyjrzyjmy si¢ blizej naszej funkcji. Najpierw zauwazmy,
ze dla h = 0 wartoscia c¢x(0) jest:

k
e (0) = Z{xi.

Nastepnie zobaczmy, jak zmienia si¢ funkcja po zwigkszeniu wysokosci o 1. Otéz majac
warto$¢ ¢x(h — 1) i cheac obliczyé warto$é ¢, (h):

e musimy dotozy¢ po jednym klocku do kazdej kolumny, ktérej wysoko$¢ jest mniejsza
lubréwna h—1,

e dla kazdej kolumny, ktéra poczatkowo miata wysoko$¢ wigksza lub réwna h,
oszczgdzamy jeden ruch w poréwnaniu z uporzadkowaniem jej na wysokosci h — 1
(musimy zdjaé jeden klocek mniej).

Bardziej formalnie:

cx(h) = cx(h—1D)+{xitx <h—1} —|{x;i:x; > h}|
ex(h=1)+{xi i <h—1}—(k—|{xi:x; <h—1}|)
cx(h=1)+2{x;:x; <h—1} —k.

Niech p,(h) oznacza liczbe elementéw ciagu x o wartosci mniejszej lub réwnej A, czyli
px(h) = |{xi : x; < h}|. Teraz wartosci funkcji ¢,(h) mozemy zapisaé jako:

cx(h) ex(h—1)+2pe(h—1)—k

h-1
cx(0) + ;)(pr(i) —k).

Poniewaz funkcja py(h) jest niemalejaca, to przy poszukiwaniu minimalnej wartosci
cx(h) optaca sie nam zwiekszaé h tak dtugo, jak dtugo sktadniki sumy w powyzszym wzorze
sa ujemne. To oznacza, Ze c,(h) osiaga minimalng warto$¢ dla wysokosci h = H, takiej ze

2py(H—1)—k<0 oraz 2py(H)—k=0. (1

Warto$¢ H spelniajaca nieréwnosci (1) zawsze istnieje, poniewaz funkcja p,(i) zmienia
warto$ci od 0 do kdlai=—1,...,max{x;: 1 < j <k}, cooznacza, ze funkcja 2p.(i) — k dla
tych samych argumentéw przyjmuje wartosci od —k do k.

Spéjrzmy raz jeszcze na nieréwnosci (1). Dla poszukiwanej wysokosci H chcemy miec
w ciagu x:

e mniej niz [k/2] kolumn o wysokosciach mniejszych badZ réwnych H — 1 oraz
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e co najmniej [k/2] kolumn o wysokosciach mniejszych badz réwnych H.

Podstawiajac za H wysokos$é [k/2]-tej co do wysokosci kolumny ciagu x, spetniamy oba
powyzsze warunki (a wyznaczony w ten sposéb element nazywamy mediang ciagu x).

Whiosek 1. Funkcja c,(k) osiaga minimum dla H réwnego wartosci [k/2]-tego co do
wielkos$ci elementu ciagu x, gdzie & jest dtugoScia ciagu x.

Wybér kolumn

Korzystajac z wniosku 1, mozemy zapisa¢ wstepny szkic algorytmu znajdowania najtatwiej-
szych do uporzadkowania kolumn w calym ciagu ay, ..., a,:

wynik = 4oo;

for i :=1,...,n+1—k do begin
wyznacz mediang H ciagu x = (a;,...,di1k—1);
oblicz optymalny koszt c.(H) dla tego ciagu;
wynik = min(wynik, c¢;(H));

end

AR A 2

Mediane ciagu k—elementowego potrafimy wyznaczyé w oczekiwanym czasie O(k),
korzystajac z algorytmu Hoare’a (niestety pesymistyczny koszt tego algorytmu to O(k?)).
Mozemy réwniez zastosowac algorytm Magicznych Piatek, ktérego pesymistyczny koszt
wynosi O(k) (niestety jest on trudniejszy w implementacji, a jego zlozonos$é, choé
teoretycznie dobra, jest opatrzona duzg stala; przez to algorytm jest raczej malo praktyczny).
Opisy obu algorytméw mozna odnalezé w ksiazkach [17, 20]. Wartosci ¢ (H) mozna tatwo
obliczy¢ (wprost z definicji) w czasie O(k). To oznacza, ze na razie mamy rozwiazanie
zadania, ktérego zlozono$¢ czasowa wynosi O(nk). Jesli k jest malq stata, to zlozonosé
O(nk) w zupetno$ci nam wystarczy. Jednak wedtug warunkéw zadania parametr k moze
osiagac wartosci rzgdu ®(n), czyli ztozonos§¢ czasows calego algorytmu musimy oszacowaé
jako O(nz). W takim razie nasz algorytm wymaga jeszcze usprawnien.

Zauwazmy, ze kolejne ciagi x, dla ktérych wyznaczamy mediang w kroku 3. algorytmu, sa
do siebie bardzo podobne. W i-tej iteracji analizujemy ciag (a;,@i+1, .. .,ai+k—1), @ w kolejnej
— ciag (@it+1,-.-,ditk—1,ai+k). Clagi te r6znig sig tylko dwoma elementami. Korzystajac
7z tej obserwacji, mozemy stworzy¢ wydajniejszy algorytm, jesli tylko znajdziemy strukture
danych S, dla ktérej bedziemy potrafili efektywnie wykonaé operacje:

e przygotuj(xi,xy,...,x;) — umieszczenie w strukturze ciagu x o dtugosci k,
e dodaj(y) — dodanie do struktury elementu o wartosci y,
e usun(y) — usunigcie ze struktury elementu o wartosci y,
e mediana() — wyznaczenie mediany ciagu przechowywanego w strukturze,

e minKoszt() — wyznaczenie wartosci funkcji c,(mediana()) dla ciagu przechowywa-
nego w strukturze.
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Uzywajac struktury S, mozemy zapisaé nastgpujacy algorytm:

1 S.przygotuj(ay,. .., ay);

2 wynik = S.minKoszt();

3 for i :=1,...,n—k do begin

4: S.usun(a;);

5 S.dodaj(a;i1);

6 wynik = min(wynik, S.minKoszt());
7 end

Pierwsza implementacja struktury — ulepszamy drzewa czerwono-czarne. Poszu-
kajmy efektywnej implementacji struktury S. Jednym z mozliwych rozwiazan jest zasto-
sowanie struktury stownikowej (np. drzew czerwono-czarnych) wzbogaconej o dodatkowe
mozliwosci. Sama struktura stownikowa pozwala nam efektywnie wyszukiwaé, dodawaé
i usuwac elementy. W razie potrzeby mozemy jednak do kazdego wezta v dodaé informacje
typu: liczba czy suma elementéw w poddrzewie ukorzenionym w v, minimalny lub maksy-
malny element w poddrzewie v. Informacje te stosunkowo tatwo mozna uaktualnia¢ w czasie
modyfikacji wykonywanych na strukturze (na przyktad dodawania czy usuwania weziéw,
rotacji itp.) bez zwigkszania ztozonosci tych operacji. Dla naszych celéw przydatne bedzie
zapisanie w kazdym weZle v drzewa czerwono-czarnego:

e liczby elementéw w poddrzewie ukorzenionym w v,
e sumy elementéw w poddrzewie ukorzenionym w v.

Operacje dodawania i usuwania elementéw wymagaja oczywiscie czasu O(logk). Korzysta-
jac z atrybutu liczba elementow w poddrzewie, mozemy w czasie O(logk) odnalezé mediane
ciagu. Funkcje minKoszt() mozemy réwniez obliczyé w czasie O(logk). Wymaga to jedynie:

e odnalezienia wezla zawierajacego mediang,

e wyznaczenia sumy oraz liczby kluczy lezacych w drzewie na lewo od mediany (bgda
to elementy ciagu o wartosci nie wigkszej od mediany) — nazwijmy ten multizbi6r!
kluczy M,

e wyznaczenia sumy oraz liczby kluczy lezacych w drzewie na prawo od mediany (beda
to elementy ciagu o warto$ci nie mniejszej od mediany) — nazwijmy ten multizbidr
kluczy W,

e obliczenia funkcji ¢, (mediana) za pomoca wzoru:

cx(mediana) = (|M| - mediana — Z x)+( Z x—|W|-mediana).
xeM xew

Opisana implementacja struktury S pozwala zatem rozwiazaé nasze zadanie w ztozonosci
czasowej O(nlogk). Niestety ma ona pewna dos¢ istotng wade — wymaga samodzielnej
implementacji drzew czerwono-czarnych. Co prawda biblioteka STL (dla jezyka C++)

"Multizbiér to zbiér, w ktérym elementy o takiej samej wartosci moga wystepowaé wielokrotnie.
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oferuje struktury stownikowe, jednak w chwili obecnej nie umozliwia wzbogacenia ich
o wybrane atrybuty.

W przypadku naszego zadania mozna jednakze zaimplementowaé opisang strukture S
znacznie prosciej i w nieznacznie gorszej ztozono$ci czasowej — O(nlogn). W tym
celu wystarczy na samym poczatku algorytmu posortowaé wszystkie wysokosci kolumn
klockéw i zbudowaé statyczna, zréwnowazona strukture drzewa — w postaci drzewa BST lub
w postaci drzewa przedziatowego?. Wéwcezas wszystkie opisane operacje mozna zrealizowaé
za pomocg analogicznego jak w powyzszym opisie wzbogacenia tego drzewa. Struktura
statyczna jest duzo przyjemniejsza w implementacji — mozna ja utrzymywac bezposrednio
w tablicy, a ponadto przy wstawianiu i usuwaniu elementéw nie trzeba si¢ martwic o operacje
réwnowazace — 1 jedynie nieznacznie wolniejsza — wzrost kosztu czasowego wynika
z koniecznoS$ci wstgpnego posortowania danych oraz stad, ze wysoko$¢ drzewa jest w tym
przypadku rzgdu ®(logn), a nie ®(logk) jak poprzednio. Implementacje rozwiazania
wykorzystujacego statyczne drzewo zréwnowazone mozna znalez¢ w plikach klo.cpp oraz
klol.pas.

Druga implementacja struktury — po rozbiciu na czesci jest latwiej. Strukturg S
mozemy takze zaimplementowa¢ mniej pracochtonnie. Dla zbioru (xj,...,x;) stworzymy
nastepujace ,,sktadowe” struktury:

e mediana — element stanowiacy mediang ciagu,
o mnie jsze — multizbiér elementéw mniejszych badz réwnych medianie,
o wieksze — multizbiér elementéw wigkszych badZ réwnych medianie,

o sumaMnie jsze, sumaWieksze — odpowiednio suma elementéw w multizbiorze
mnie jszelwieksze.

Bedziemy przy tym dbaé, by w zbiorach mnie jsze i wieksze byto po tyle samo (z doktadno$cia
do 1) elementéw, czyli aby spetniony byt niezmiennik:

|mnie jsze| + |wieksze| + 1—‘ 1
5 :

|mniejsze| = [

Multizbiory mniejsze/wieksze mozemy zaimplementowaé za pomoca struktury multiset
z biblioteki STL.

Powracajac do zadania, ktére musimy rozwiaza¢, pokazmy, jak za pomoca struktury §
wykonaé wszystkie potrzebne w algorytmie operacje:

e przygotuj(x) — mozemy posortowaé zbidr x, wybraé jego mediang, a elementy od niej
mniejsze (odpowiednio, wigksze) umiesci¢ w multizbiorze mniejsze (odpowiednio,
w multizbiorze wieksze), przy okazji zliczajac sumy elementéw;

e mediana() — na to pytanie odpowiadamy w czasie statym, podajac wartos¢ pola
mediana;

20 statycznych drzewach przedziatowych mozna poczytaé np. w opisie rozwiazania zadania Tetris 3D w [13].
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o minKoszt() — wyznaczamy w czasie statym warto$é funkcji ¢y (mediana()), korzysta-
jac z warto$ci mediana, sumaMnie jsze, sumaWieksze oraz z liczby elementow w mul-
tizbiorach mnie jsze/wieksze;

e dodaj(y) — najpierw dodajemy element do jednego z multizbioréw: jeSli
y < mediana, to dodajemy element y do mnie jsze, w przeciwnym przypadku dodajemy
ten element do wieksze. Niestety, w ten sposéb mozemy zaburzy¢ niezmiennik:

. |mnie jsze| 4 |wieksze| + 1
|mniejsze| = 3 —1.

Aby go przywrdécié, poréwnujemy moce zbioréw mniejsze i wieksze:

— jesli w zbiorze mniejsze brakuje jednego elementu, to dodajemy warto$¢
mediana do zbioru mniejsze, ze zbioru wieksze usuwamy najmniejsza wartos$¢
i zapisujemy ja w polu mediana;

— analogicznie, jesli zbior mnie jsze zawiera o jeden element za duzo, to dodajemy
warto$¢ mediana do zbioru wieksze, ze zbioru mniejsze usuwamy najwieksza
warto$C i zapisujemy ja w polu mediana.

Struktura multiset z biblioteki STL pozwala wykonywaé operacje dodawania,
usuwania oraz znajdowania najwigkszego i najmniejszego elementu w czasie O(logk).
Samodzielnie mozemy ja takze zaimplementowa¢ za pomoca drzew zrownowazonych
lub odpowiednio wzbogaconych (np. podobnie jak w algorytmie Dijkstry) kopcow?.

o usun(y) — jesli y < mediana, to usuwamy element y z mniejsze, jesli y > mediana, to
usuwamy element y z wieksze; w ostatnim mozliwym przypadku mamy y = mediana
— usuwamy wigc element y z pola mediana, a za nowa warto$¢ mediany przyjmujemy
np. najmniejszy element ze zbioru wieksze. Na koniec réwnowazymy zbiory
mnie jszelwieksze, podobnie jak to robiliSmy przy operacji dodaj.

W rozwiazaniu wzorcowym zastosowaliSmy wspomniang strukturg multiset — jest ono
zaimplementowane w pliku k102 . cpp. Poniewaz pesymistyczny koszt operacji dodaj/usun
wynosi O(logk), to ztozonos§¢ czasowa catego algorytmu to O(nlogk).

Testy

Rozwiazania zawodnikéw byly sprawdzane na 28 testach, zgrupowanych w 11 zestaw6w.

Nazwa n k Opis

klola.in 10 5 | test poprawnoSciowy malego rozmiaru
klolb.in 10 5 | test poprawnosciowy matego rozmiaru
klolc.in 1 1 | test poprawnos$ciowy matego rozmiaru

30 wielu rodzajach drzew zréwnowazonych i o kopcach mozna poczytaé w podstawowych podrgcznikach
z algorytmiki: [15, 20].
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Nazwa n k Opis

klold.in 100 10 | test poprawnos$ciowy matego rozmiaru
klo2a.in 100 20 | test poprawno$ciowy malego rozmiaru
klo2b.in 100 50 | test poprawnosciowy matego rozmiaru
klo2c.in 100 100 | test poprawnos$ciowy matego rozmiaru
klo3a.in 99 15 | test poprawnosciowy matego rozmiaru
klo3b.in 100 50 | test poprawnosciowy malego rozmiaru
klo4a.in 10000 101 | test poprawnosciowy Sredniego rozmiaru
klo4b.in 10000 5000 | test poprawno$ciowy Sredniego rozmiaru
klo5a.in 100000 1 | test poprawno$ciowy Sredniego rozmiaru
klo5b.in 100000 1000 | test poprawno$ciowy Sredniego rozmiaru
klo5c.in 100000 1003 | test poprawnosciowy Sredniego rozmiaru
klo6a.in 100000 2 | test wydajnoSciowy

klo6b.in 100000 | 10001 | test wydajnoSciowy

klo6c¢.in 99889 1000 | test wydajnoSciowy

klo7a.in 100000 | 10000 | test wydajnosciowy

klo7b.in 100000 | 10000 | test wydajnoSciowy

klo8a.in 100000 | 10000 | test wydajnosciowy

klo8b.in 100000 | 10000 | test wydajnoSciowy

klo9a.in 90000 | 90000 | test wydajnosciowy

klo9b.in 100000 | 10000 | test wydajnoSciowy

klo10a.in | 99999 101 | test wydajnoSciowy

klo10b.in | 100000 | 10000 | test wydajnosciowy

klolla.in | 95000 1001 | test wydajnosciowy

klol1b.in | 100000 | 10000 | test wydajnoSciowy

klol1c.in | 100000 | 10000 | test wydajnoSciowy
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Plakatowanie

Wszystkie budynki we wschodniej czesci Bajtogrodu zostaly zbudowane zgodnie z zasadami
starego bajtobudownictwa: stojg one jeden przy drugim (nie ma miedzy nimi przerw). Razem
tworzg bardzo dlugq Sciane budynkow o zréznicowanej wysokosci, ciggngcg sie ze wschodu na
zachad.

Burmistrz Bajtogrodu, Bajtazar, postanowil, ze $ciane budynkéw naleZy od pdtnocnej
strony pokryc¢ plakatami. Bajtazar zastanawia sie, jakg minimalng liczbg plakatow mozna
pokryé calg polnocnag Sciane budynkéw. Plakaty powinny mieé ksztalt prostokgtéw o bokach
pionowych i poziomych. Plakaty nie mogq zachodzi¢ na siebie, matomiast mogq stykaé
sie brzegami. Kazdy plakat musi w calosci przylegaé do $cian pewnych budynkow i cala
powierzchnia péinocnych scian budynkéw musi bycé pokryta plakatams.

Zadanie
Napisz program, ktory:
e wczyta ze standardowego wejscia opisy budynkow,

o wyznaczy minimalng liczbe plakatow potrzebnych do catkowitego pokrycia ich pétnocnych
$cian,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera jedng liczbe calkowitq n (1 < n < 250000), oznaczajgcq
liczbe budynkow stojgcych w rzedzie. Kolejne n wierszy zawiera po dwie liczby catkowite d;
i w; (1 <djyw; < 1000000000), oddzielone pojedynczym odstepem i oznaczajgce dlugosé
1 wysokosé i-tego budynku w rzedzie.

Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawierac jedng liczbe catkowitq — minimalng liczbe
prostokgtnych plakatow, ktorymi mozna calkowicie pokrycé polnocne Sciany budynkow.
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Przyktad
Dla danych wejsciowych:
5
2
13
22
25 5 4
14
2 3 2
_— == _
1 1 2 2 1
poprawnym wynikiem jest:

4

Na rysunkach zostala przedstawiona sama péinocna Sciana rzedu budynkéw. Drugi z rysunkow
przedstawia przykiadowe pokrycie Sciany czterema plakatami.

Rozwigzanie

Dolne ograniczenie i uproszczenia

Na poczatek sprébujmy okresli¢, ile co najmniej plakatéw jest potrzebnych do pokrycia
calej poétnocnej Sciany budynkéw, czyli jakie jest dolne ograniczenie na ich liczbe. Potem
pokazemy algorytm, ktéry wyznacza plakatowanie wykorzystujace doktadnie tyle plakatow.

Zauwazmy, ze potnocna $ciana kazdego budynku musi zostaé w catosci pokryta, wigc
kazdemu budynkowi mozemy jednoznacznie przyporzadkowaé plakat, ktéry pokrywa jego
lewy gorny rég. W takim przyporzadkowaniu jeden plakat moze odpowiada¢ dwém réznym
budynkom tylko wtedy, gdy sa one tej samej wysokos$ci i migdzy nimi nie stoi zaden budynek
nizszy od nich. Wsréd budynkow, ktérym jest przyporzadkowany ten sam plakat, mozemy
wyrézni¢ jeden — stojacy najbardziej na lewo, czyli na zachdéd. Doktadniej okresla to
nastepujaca definicja.

Definicja 1. Budynek nazywamy redundantnym, jesli istnieje budynek potozony na lewo
od niego i takiej samej wysokosci jak on, taki ze pomigdzy tymi budynkami nie ma
zadnego nizszego od nich budynku. Jezeli ten warunek dla danego budynku nie zachodzi,
to nazywamy go nieredundantnym.
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Przyklad 1. W tescie przykladowym =z tresci zadania trzeci budynek od lewej jest
redundantny, a pozostate s3 nieredundantne.

Latwo zauwazy¢, ze kazdym dwém budynkom nieredundantnym musza by¢ przyporzad-
kowane rézne plakaty, co pozwala nam sformutowac nastgpujacy wniosek.

Obserwacja 1. Liczba budynkow nieredundantnych jest dolnym ograniczeniem na liczbe
plakatéw uzytych w dowolnym plakatowaniu.

Warto takze poczyni¢ kolejne obserwacje, ktore pozwalaja lepiej okresli¢, na czym polega
trudno$¢ problemu.

Obserwacja 2. Jesli wszystkie budynki w Bajtogrodzie sa réznej wysokosci, to wszystkie
one sa nieredundantne i do ich pokrycia potrzeba n plakatéw! Takie pokrycie mozna tatwo
skonstruowaé, naklejajac na kazdy budynek osobny plakat. Widaé wigc, ze problem stanowig
jedynie budynki tej samej wysokoSci.

Obserwacja 3. Szerokosci budynkéw nie maja znaczenia dla rozwigzania, wigc mozemy
zatozy¢, ze szerokos$¢ kazdego budynku wynosi 1.

Algorytm

W rozwigzaniu wzorcowym bedziemy przeglada¢ budynki od lewej do prawej. Za kazdym
razem, gdy napotkamy budynek nieredundantny, dodamy do rozwiazania nowy plakat
rozpoczynajacy si¢ w jego gérnym, lewym narozniku. Rozmiar plakatu ustalimy tak, by
stworzy¢ plakatowanie pokrywajace wszystkie budynki. W szczegdlnosci, gérny fragment
kazdego redundantnego budynku zostanie pokryty za pomoca plakatu, rozpoczynajacego si¢
na ostatnim budynku nieredundantnym o tej samej wysokosci, potozonym na lewo od niego.
Zatozony cel osiagniemy, jesli bedziemy przestrzegac nastgpujacych kryteriéw. Dla budynku
nieredundantnego b i przyporzadkowanego mu plakatu pp:

(1) lewy, gorny rég plakatu p, bedzie przyklejony doktadnie w lewym, gérnym rogu
budynku b;

(i1) dolny brzeg plakatu p, bedzie umieszczony najnizej, jak tylko si¢ da — tak aby plakat
nie nachodzit na zaden z wcze$niej umieszczonych plakatéw (a zatem dolna krawedz
Swiezo przyklejonego plakatu bedzie od dotu dotykaé gérnej krawedzi pewnego innego
plakatu py, dla budynku &’ stojacego na lewo od b, albo ziemi);

(iii) prawy brzeg plakatu p, bedzie umieszczony najdalej, jak tylko si¢ da — tak, aby plakat
nie wystawatl poza $cian¢ zadnego budynku; to oznacza, ze p;, zostanie zakoriczony tuz
przed rozpoczeciem pierwszego budynku b” nizszego od b i potozonego na prawo od b.

Skonstruujemy teraz algorytm wyznaczajacy plakatowanie zgodne z kryteriami (i) — (iii).
Plakaty, ktére bedziemy przyklejaé, beda ,,prawostronnie otwarte”, czyli w momencie
dodawania ich do rozwiazania nie bgdziemy zastanawia¢ si¢ nad tym, gdzie dany plakat
powinien mie¢ swéj prawy brzeg. Okreslimy to w jednym z dalszych krokéw algorytmu,
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gdy napotkamy budynek, na ktérym plakat ten powinien zakoriczy¢ si¢ zgodnie z kryterium
(iii). W kazdym momencie, wszystkie rozpoczete i jeszcze nie zakoriczone plakaty bedziemy
trzymac na stosie S, uporzadkowane od najwyzej do najnizej potozonych. Zadbamy przy
tym, by kazdy plakat znajdujqcy sie na stosie stykat si¢ dolnym brzegiem z gornym brzegiem
pewnego innego plakatu ze stosu albo z ziemiq. Warunek ten bedzie niezmiennikiem naszej
procedury. Jego przestrzeganie zagwarantuje, ze plakaty znajdujace si¢ na stosie beda
catkowicie pokrywaty aktualnie rozwazang pozycj¢ w rzgdzie budynkéw, a na zakoficzenie
algorytmu na $cianie nie pozostang zadne nieoplakatowane ,,dziury”.

Oznaczmy kolejne budynki opisane w danych zadania by,bs,...,b,. Rozwazmy teraz
krok algorytmu, w ktérym przeanalizowaliSmy juz i — 1 budynkéw i aktualnie rozwazamy
budynek b; o wysokosci w;. Zgodnie z niezmiennikiem algorytmu, stos S zawiera w tym
momencie ciag plakatéw py,...,p; takich, ze p; styka si¢ z ziemia, p; styka si¢ dolnym
brzegiem z gérnym brzegiem py, itd. az do p;, ktéry od dotu styka si¢ z p;_;. Aby zachowac
kryterium (iii), musimy w tym momencie zakonczy¢ wszystkie otwarte plakaty siggajace
wysokosci wigkszej niz w; — usuwamy je wigc ze stosu. Po tej operacji na stosie pozostaja
plakaty p1,..., px, dla pewnego k < j (jesli usuniemy ze stosu wszystkie plakaty, czyli S = 0,
to dla uproszczenia mozemy przyjaé, ze px oznacza poziom zerowy, czyli ziemig). Spetniaja
one oczywiscie niezmiennik algorytmu, skoro spetnialy go plakaty py,...,p;.

Niech w < w; oznacza wysoko$¢, do jakiej sigga najwyzszy pozostaly na stosie plakat
Pk Zauwazmy, ze jezeli budynek b; jest redundantny, to musi zachodzi¢ w = w;. Faktycznie,
niech b; bedzie najblizszym na lewo od b; budynkiem nieredundantnym o wysokosci w; = w;.
Wéwczas migdzy b; a b; z definicji nie ma zadnego budynku o wysoko$ci mniejszej niz
wi, czyli plakat rozpoczgty w lewym gérnym rogu b; nie zostal jeszcze prawostronnie
zakoficzony. Poniewaz gbérny brzeg tego plakatu jest potozony na wysokosci w;, to musi to
by¢ plakat p; o wysokosci w = w;. To oznacza, ze budynek b; mozemy pokry¢, przedtuzajac
w prawo o d; wszystkie plakaty z S i nie dodajac do rozwiazania zadnego nowego plakatu.

W przypadku, gdy budynek b; jest nieredundantny, zachodzi natomiast nieréwnos$¢
w < w;. Latwo to wykazaé, przeprowadzajac rozumowanie analogiczne jak poprzednio.
Z budynkiem b; zwiazemy wiec plakat p, rozpoczynajacy si¢ w jego lewym gérnym rogu
(zgodnie z kryterium (i)) i stykajacy si¢ dolnym brzegiem z plakatem py (zgodnie z kryterium
(i1)). Plakat p pozostawimy w tym momencie prawostronnie otwarty, tzn. na razie nie bedzie
nas interesowacd, kiedy i gdzie on si¢ zakoriczy. Umiescimy go natomiast na szczycie stosu S,
ktéry od tej chwili zawiera kolejno plakaty: py,..., px, P, a zatem wciaz spetnia niezmiennik
algorytmu. Co wigcej, przedtuzenie wszystkich plakatéw z S w prawo o szerokos$¢ budynku
b; spowoduje catkowite pokrycie §ciany tego budynku.

W ten sposéb opisaliSmy i-ty krok algorytmu, w ktérym uzupelniamy plakatowanie
zgodnie z kryteriami (i) — (iii), a po jego wykonaniu budynek b; jest calkowicie oplakatowany
i ponadto zachowany jest niezmiennik algorytmu. Prosty dowdd indukcyjny pozwala
wykazaé, ze wykonanie kolejnych krokéw algorytmu dla i = 1,2,...,n doprowadza
do konstrukcji poprawnego plakatowania o liczno$ci rownej liczbie nieredundantnych
budynkéw w ciagu.

Ponizej przedstawiamy pseudokod opisanego algorytmu. Zmienna S oznacza w nim
stos plakatéw, ktére reprezentujemy za pomoca wysokosci ich gérnego brzegu. Na stosie
mozemy wykonywaé podstawowe operacje: wstawienie elementu na szczyt (operacja push),
odczytanie elementu ze szczytu (operacja top), usunigcie elementu ze szczytu (operacja pop)
oraz sprawdzenie, czy stos jest pusty.
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. §:=0;
: p:=0; {liczba uzytych plakatéw }
: for i:=1 to n do
: begin
while S0 and S.top() > w; do
S.pop();
if S=0 or S.itop() <w; then
begin
{ analizowany budynek jest nieredundantny }
S.push(w;);
p=p+1L
end;
end;
return p;

© ® 3P B W
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Przyklad 2. Narys. 1 przedstawione jest znalezione przez opisany algorytm pokrycie rzgdu
budynkéw o wysokoS$ciach: 2, 4, 3, 4, 2, 3, 3, 2 za pomoca pigciu plakatéw.

1 2 3 4 5 6 7 8

Rys. 1:  Budynki nieredundantne na rysunku to budynki o numerach: 1, 2, 3,41 6. W ich
lewych gérnych rogach przyklejone sa lewe gérne rogi pieciu plakatéw. Pozostate
budynki (o numerach: 5, 7 i 8) sa redundantne, a ich gérne fragmenty sa pokryte
plakatami przyporzadkowanymi budynkom nieredundantnym, odpowiednio 1, 6, 1.

Ztozonos¢ czasowa algorytmu

W jednym kroku petli for (wiersze 3—13) taczna liczba wykonanych operacji moze by¢ nawet
rzgdu O(n), ze wzgledu na liczbe iteracji petli while z wierszy 5-6. Daje to oszacowanie
ztozonosci czasowej algorytmu réwne O(n?). Przekonamy si¢ jednak, ze jest to szacowanie
bardzo zawyzone, zliczajac nieco doktadniej liczbe operacji wykonywanych w algorytmie
(metoda zwana analizq kosztu zamortyzowanegol).

Otéz okazuje si¢, ze sumaryczna liczba obrotow petli while, we wszystkich iteracjach
petli for, jest nie wigksza niz n. Faktycznie, w instrukcji while wykonujemy operacje
usunigcia plakatu ze stosu S. Operacje t¢ mozemy wykonac tylko n razy w catym algorytmie,

! Wigcej informacji na temat analizy kosztu zamortyzowanego mozna znalezé w [20]
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bo najwyzej tyle plakatéw zuzyjemy, a kazdy z nich tylko raz trafi na stos (operacja w wierszu
10) i tylko raz moze zostaé z niego zdjety.

Wszystkie wymagane operacje na stosie potrafimy wykonywaé w czasie stalym.
Dodatkowo laczny koszt czasowy wszystkich operacji algorytmu wykonywanych poza petla
while jest nie wigkszy niz O(n). Wynika stad, ze zlozonos$¢ czasowa catego algorytmu
wynosi O(n). Opisane rozwigzanie zostato zaimplementowane w plikach pla.c, plal.pas
oraz pla6. java.

Inne rozwigzania

Metoda pokazana w algorytmie wzorcowym nie jest jedyna — istnieje wiele innych
sposob6éw plakatowania, pozwalajacych uzyskaé maksymalng liczbg punktéw za zadanie.
Naszkicujemy je ponizej, pomijajac szczegdtowe dowody poprawnosci. We wspomnianych
rozwiazaniach kolejno$¢ przegladania budynkéw jest inna niz w rozwiazaniu wzorcowym,
a mianowicie: od najwyzszych badZ od najnizszych.

Plakatowanie ,,0d gory”. Na poczatku zajmujemy si¢ budynkami najwyzszymi
zat6ézmy, ze kazdy z nich ma wysokosc A. Jesli takie budynki stoja obok siebie, to ,,sklejamy”
je w jeden. Na gérng cze$¢ kazdego z najwyzszych budynkéw nalepiamy nowy plakat.
Plakat koriczy si¢ od dotu na wysokos$ci wyzszego z dwdch sasiadow rozwazanego budynku.
Nastepnie ,,obcinamy” zalepione plakatami fragmenty najwyzszych budynkéw i pozostaje
nam do oplakatowania ciag nizszych budynkéw, z ktérym postgpujemy analogicznie.

Przyklad 3. Rozwazmy kolejne kroki plakatowania ,,od géry” dla ciagu budynkéw
o wysokoSciach 2, 4, 3, 4, 2, 3, 3, 2 (takiego samego jak w przyktadzie 2).

777
/77

/77
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Rys. 2:  Najwyzsze budynki maja wysoko$¢ & =4 i nie sasiaduja ze soba, wigc nie trzeba ich
sklejaé. Na ich gorne czgsci naklejamy dwa plakaty, a nastgpnie obnizamy kazdy
z budynkéw do wysokosci wyzszego sasiada, czyli max(2,3) = 3.
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Rys. 3:  Po redukcji mamy rzad budynkéw, w ktérym najwyzsze maja wysokos¢ h' = 3.
Tworza one dwie grupy sasiadujacych budynkow jednakowej wysokosci — kazda
z nich traktujemy jak jeden budynek. Na gérna czg$¢ kazdej grupy naklejamy jeden
plakat, redukujac tym samym problem do wysokosci 2.
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Rys. 4:  Na koniec pozostaje nam rzad budynkéw o wysokosci A/ = 2. Pokrywamy go
jednym plakatem, co koriczy dziatanie algorytmu.
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Rys. 5:  Ostateczna posta¢ rozwigzania skonstruowanego przez opisany algorytm, czyli
plakatowania o licznosci 5. Zauwazmy, ze uzyskane plakatowanie jest inne niz
znalezione przez rozwigzanie wzorcowe, ale wykorzystuje tyle samo plakatéw.
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Plakatowanie ,,od ziemi”’. Optymalne rozwiazanie mozna takze uzyskac, przegladajac bu-
dynki od najnizszych do najwyzszych. Rozpoczynamy od naklejenia tuz nad ziemia plakatu
0 wysokosci réwnej wysoko$ci najnizszego budynku i szerokos$ci réwnej sumarycznej szero-
kosci wszystkich budynkéw. Nastgpnie ,,ucinamy” oplakatowane czes$ci wszystkich budyn-
kéw. W ten sposéb dostajemy jedng badZ klika grup budynkéw o mniejszej wysokosci niz
wyjsciowa. Kazdy z uzyskanych podprobleméw rozwiazujemy w analogiczny sposéb, po-
nownie zaklejajac jednym plakatem o szerokosci réwnej szerokos$ci catej grupy dolne czgsci
budynkéw.

Przyklad 4. Rozwazmy kolejne kroki plakatowania ,,od ziemi” dla ciagu budynkow
o wysokosciach 2, 4, 3, 4, 2, 3, 3, 2 (takiego samego jak w obydwu dotychczasowych
przyktadach).
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Rys. 6:  Najnizszy budynek ma wysoko$¢ 2. Przyklejamy zatem na dole na catej szerokosci
Sciany plakat o wysokosci 2. Potem usuwamy cata pokryta powierzchnig, co
powoduje powstanie dwoéch grup budynkéw, ktére odtad bedziemy rozwazaé
osobno.

Rys. 7: W kazdej z grup najnizszy budynek ma wysoko$¢ 1. Naklejamy zatem na catej
szeroko$ci kazdej z grup plakat o tej wysokosci. W ten sposéb druga grupa jest
catkowicie pokryta, natomiast z pierwszej powstaja dwa samotnie stojace budynki
o wysokoSci 1.
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Rys. 8:  Pokrycie dwéch samotnie stojacych budynkéw wymaga oczywiscie zuzycia dwéch
plakatow. Koriczy to dziatanie algorytmu.
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Rys. 9:  Ostateczna posta¢ rozwiazania skonstruowanego przez opisany algorytm to
plakatowanie o licznosci 5. Zauwazmy, ze jest ono takie samo, jak w przypadku
poprzedniej metody.
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W kazdej z przedstawionych metod potrzebna jest odpowiednia struktura danych
pozwalajaca fatwo wyznacza¢ kolejne plakaty (czyli najwyzsze badZ najwyzsze budynki)
w kolejnych podproblemach:
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w plakatowaniu ,,0d ziemi” mozemy wykorzysta statyczne drzewo przedziatowe;
otrzymujemy w ten sposéb algorytm o ztozonosci czasowej O(nlogn), zastosowany
w programach pla2.cppipla7.java;

w plakatowaniu ,,0d ziemi” mozemy takze wykorzystaé statyczne drzewo licznikowe;
otrzymujemy w ten sposéb algorytm o zltozonosci czasowej O(nlogn), zastosowany
w programach pla3.cppipla8. java;

w plakatowaniu ,,0od géry” mozemy wykorzysta¢ listy wskaznikowe; pozwala to
znaleZ¢ rozwiazanie w czasie O(n) plus czas sortowania n budynkéw; algorytm jest
zaimplementowany w plikach pla4.cppipla9.java;

w plakatowaniu ,,od gory” mozemy wykorzystaé takze struktur¢ danych Find-
Union (patrz na przyklad [15] Iub [20]); pozwala to osiagnaé ztozono$¢ czasowa
O(nlog* n) plus czas sortowania budynkéw wzglgdem wysokosci; implementacja tego
rozwigzania znajduje si¢ w plikach pla5.cppiplal0. java.

Obie opisane metody moga by¢ takze zaimplementowane prosciej, bez odpowiednich

struktur danych, co daje rozwiazania o ztozonosci czasowej O(n?). Ich implementacje
mozna znaleZ¢ w plikach plasl.cpp-plas4.cpp. Pozwalaly one uzyskaé na zawodach 40%
punktéw.

Testy
Zadanie bylo sprawdzane na dziesigciu grupach testéw. Testy wydajnoSciowe byly

generowane tak, zeby sprawialy jak najwigcej probleméw nawet najbardziej pomystowym
rozwiazaniom o ztozonosci O(n?).

Nazwa n Opis

plala.in 60 | maly test poprawnosciowy

plalb.in 126 | maty test wydajnoSciowy

plalc.in 1 | przypadek brzegowy — jeden budynek

pla2a.in 1180 | maty test poprawnos$ciowy

pla2b.in 1152 | maty test wydajnoSciowy

pla2c.in 804 | przypadek brzegowy — prawie wszystkie budynki réwnej
wysokosci

pla3a.in 1990 | maty test poprawnosciowy

pla3b.in 2445 | maly test wydajnosciowy

pla3c.in 1708 | przypadek brzegowy — prawie wszystkie budynki réznej
wysokosci

plada.in 3941 | Sredni test poprawnosciowy

pla4b.in 3951 | Sredni test wydajnosciowy
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Nazwa n Opis
plasa.in 145941 | Sredni test poprawnosciowy
pla5b.in 163330 | Sredni test wydajnosciowy
plaba.in | 236836 | duzy test poprawnosciowy
plabb.in 201424 | duzy test wydajnoSciowy
pla7a.in | 246755 | duzy test poprawnosciowy
pla7b.in | 224023 | duzy test wydajnosciowy
pla8a.in | 240497 | duzy test poprawnosciowy
pla8b.in 250000 | duzy test wydajnoSciowy
pla9a.in | 243763 | duzy test poprawnosciowy
pla9b.in | 230031 | duzy test wydajnosciowy
plalOa.in | 247951 | duzy test poprawnosciowy
plalOb.in | 249089 | duzy test wydajnoSciowy
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Robinson

Rzucony przez sztorm na bezludng wyspe Robinson zbudowal lédke, ma ktorej postanowit
wyplyngé w morze i szukaé ludzkich siedzib. Jest on doswiadczonym Zeglarzem, wiec jego
todz jest zbudowana zgodnie z zasadami sztuki: ma wzdluing os symetrii oraz odpowiedni
ksztalt. Na dziobie jest waska, stopniowo rozszerza sie w strone srodka, by z kolei zaczqé sie
2wezad w kierunku rufy. W szczegdlnodci oznacza to, ze w pewnym miejscu w Srodku 16dZ jest
szersza iz na dziobie i na rufie.

Pech chcial, ze w miejscu, w ktérym Robinson spuscil swojg 16dZ na wode, rosng bardzo
geste trzciny. Co gorsza, sq one tak szltywne, ze {6dZ nie jest w stanie ich zlamac i przeplyngé
przez zajmowane przez trzciny miejsca. Bycé moze, odpowiednio manewrujgc todzig, Robinson
jest w stanie wyplyngcé na otwarte morze.

Ze wzgledu na stabg manewrowosé, todzZ moze sie poruszaé do przodu, do tytu, w prawo
oraz w lewo, ale nie moze skrecaé. Oznacza to, zZe moze sie zdarzyé sytuacja, gdy t6dz porusza
sie rufq lub ktorgs burtqg do przodu.

Twoim zadaniem jest ocenié, czy Robinson moze wydostac sie na pelne morze.

Dla uproszczenia, wyspa wraz z otoczeniem jest w zadaniu reprezentowana przez
kwadratowg mape podzielong na kwadratowe pola jednostkowe, z ktorych kazde moze byc
zajete przez wode, kawalek lodzi Robinsona bgdZ przez przeszkode (np. lad lub trzcine). Lédz
jest ustawiona réwnolegle do jednego z czterech kierunkow Swiata i wilasnie w tym kierunku
przebiega przez $rodek lodzi pas pdl jednostkowych, idealnie przepolowionych wzdluing osig
symetrii todzi.

Przyjmujemy, zZe poza mapg znajduje sie otwarte morze. Robinson moze na nie wyplynagd,
jezeli todZ jest w stanie w calosci opusci¢ teren pokazany na mapie. Pojedynczy ruch to
przesuniecie sie todzi o jedno pole w wybranym kierunku (pdlnoc, poludnie, wschod lub zachdd).
Aby ruch byl dozwolony, przed jego wykonaniem i po nim {6dZ musi w calosci znajdowaé sie¢
na wodzie.

Zadanie
Napisz programu, ktory:
® wczyta ze standardowego wejscia opis mapy,

e obliczy minimalng liczbe ruchow lodzi potrzebnych do wyplyniecia poza obszar pokazany
na mapie,

o wypisze obliczong liczbe na standardowe wyjscie.

Wejscie

Pierwszy wiersz zawiera jedng liczbe catkowitqg 3 <n < 2000, oznaczajgcg diugosé boku mapy.
W kazdym z nastepnych n wierszy znajduje sie po n znakow opisujgcych kolejne pola mapy:
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i-ty znak w wierszu numer j + 1 okresla zawarto$é pola o wspdlrzednych (i,5). W wierszu
mogq sie pojawié nastepujgce znaki:

o . (kropka) — oznacza pole zajete przez wode,
® X — oznacza przeszkode (trzcine lub kawalek lgdu),

o v — oznacza fragment todzi Robinsona.

Wyjscie

Twdj program powinien wypisaé (w pierwszym i jedynym wierszu wyjécia) jedng dodatnig
liczbe calkowitq, rowng najmniejszej liczbie ruchow lodzi niezbednych do opuszczenia przez
nig w catoéci terenu przedstawionego na mapie. Jesli wyplyniecie na otwarte morze nie jest
moZliwe, nalezy wypisac¢ stowo NIE”.

Przyklad

Dla danych wejsciowych:
10

<

poprawnym wynikiem jest:
10

Rozwigzanie

Zacznijmy od wybrania najistotniejszych informacji z tresci zadania. Otoz:
e 16dZ moze poruszaé si¢ w czterech gtéwnych kierunkach, przy czym nie kazdy ruch
jest dozwolony;
e szukamy najkrétszej Sciezki, ktéra doprowadzi do celu.
Cho¢ bardzo uproszczony, opis ten jednoznacznie wskazuje, ze mamy do czynienia

z zagadnieniem znajdowania drogi w grafie. To bardzo naturalne dla do§wiadczonych
zawodnikéw spostrzezenie i jednocze$nie bardzo dobra wiadomos$¢: jako jeden z klasycznych
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probleméw informatyki, zagadnienie to juz dawno doczekato si¢ wielu efektywnych
algorytméw, na przyktad BFS-a, czyli przeszukiwania wszerz!.

Zanim przystapimy do pracy nad rozwiazaniem zadania, zauwazmy, ze mozliwe sa dwa
podstawowe przypadki — o§ symetrii todzi moze miec kierunek poziomy lub pionowy.
W dalszej czgsci opracowania zatozymy, ze t6dZ ma pozioma oS symetrii. Przypadki todzi
0 pionowej osi symetrii tatwo rozwiaza¢ analogicznie lub przeksztalci¢ do przypadku o osi
poziome;.

Dodatkowo, warto wyrézni¢ pewien punkt todzi i utozsamiac jej polozenie z potozeniem
tego punktu. Wyrézniony punkt mozemy nazwac punktem zakotwiczenia, a o todzi potozone;j
na mapie w ten sposéb, ze jej punkt zakotwiczenia znajduje si¢ na polu P mapy, powiemy,
ze jest zakotwiczona w polu P lub ze zajmuje pozycje P. Woéwczas wystarczy, bySmy
potrafili okresli¢ dla kazdego punktu na mapie, czy zakotwiczona w nim t6dzZ nie koliduje
z zadnymi przeszkodami — taki punkt nazwiemy dozwolonym — oraz rozpoznaé, kiedy
16dZ wyplyneta poza mape. Poniewaz graf nieskierowany, ktérego wierzchotki odpowiadaja
interesujacym nas pozycjom todzi, a krawgdzie — mozliwym ruchom todzi, ma oczywiscie
rozmiar O(n?), to bedziemy mogli go przeszukaé w zlozonosci czasowej i pamigciowej
0(n?), czyli najlepszej z mozliwych.

W ten sposob sprowadziliSmy zadanie ,,zaledwie” do wyznaczenia podziatu p6l mapy
na dozwolone i zabronione oraz... odszukania lodzi na mapie. W pierwszej kolejnosci
skupimy si¢ na wykrywaniu, czy pozycja na mapie jest dozwolona. Odnalezienie todzi
i odpowiednie jej przedstawienie w algorytmie zostawiamy na p6zZniej.

Wyznaczenie pozycji zabronionych — wprawki

Zamiast zastanawiac sig, czy okre§lone polozenie todzi jest dozwolone, odwrécimy problem.
Dla kazdej przeszkody — pola zajetego przez lad lub szuwary — wyznaczymy takie pola
na mapie, ze zakotwiczona w nich 16dz koliduje z dang przeszkoda.

Rozwazmy jedno pole z przeszkoda. Okazuje si¢, ze pozycje todzi wykluczone przez
te przeszkode tworza taki sam ksztalt jak t6dz, tyle ze odbity Srodkowosymetrycznie.
Przekonaja nas o tym przedstawione nizej obliczenia. Jes§li dla kogo§ nie sa one
wystarczajaco czytelne, to warto takze przeanalizowad rys. 1 (uwaga: przedstawia on t6dz,
ktora jest ogélniejszym przyktadem, przez co nie spetnia warunkéw zadania).

WprowadZzmy na mapie naturalny uktad wspétrzednych, gdzie o§ OX jest skierowana
na wschéd, a o§ OY — na péinoc (czasem bedziemy tez uzywali okre§len poziomo i w prawo
lub pionowo i do gory). Za punkt zakotwiczenia todzi przyjmijmy jej skrajnie lewy punkt —
bedziemy go nazywac takze dziobem. Niech

L={(x;,y) : i=1,2,...}

bedzie zbiorem par liczb okreslajacych potozenie punktéw todzi wzgledem jej punktu
zakotwiczenia. Wéwczas, jesli 16dz jest na pozycji o wspétrzednych (x,y), to zajmuje pola:

{r+xiy+y) 1 i=1,2,...},

IBFS i podobne zagadnienia sa opisane w licznych podrecznikach algorytmiki, w tym w [20] i [17]. Wystepuja
takze w wielu zadaniach z poprzednich edycji Olimpiady.
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co zapiszemy krdcej jako (x,y) + L. Jesli (xg,ys) jest polem, na ktérym znajduje si¢
przeszkoda, to koliduje ona z takimi pozycjami todzi (x,y), ze

(Ell) (xay) + (xi»Yi) = (x37yS) <~ (Ell) ()C7y) = (xS7yS) - (xiayl')7
co jest rOwnowazne temu, ze
(xvy) € (xsvyS) + (_L)

Widzimy wigc, ze pozycje todzi wykluczone przez jedna przeszkode ,,maja ksztalt” okreslony
przez zbiér —L, czyli Srodkowosymetryczne odbicie ksztattu tédki.

@
@
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®
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Rys. 1:  Na rysunku (a) jest przedstawiona 16dZ (zbiér L) z wyrdéznionym punktem
zakotwiczenia — dziobem. Na rysunku (b) pokazano wszystkie pozycje todzi, ktére
koliduja z przeszkoda znajdujaca si¢ w punkcie zaznaczonym krzyzykiem. Widaé,
ze pozycje te tworzg Srodkowosymetryczne odbicie ksztattu todzi. (Pokazana tu
16dZ nie jest osiowosymetryczna i przez to nie spelnia warunkéw zadania, ale
pozwala za to lepiej zilustrowa¢ zalezno$¢ pomiedzy zbiorem L a zabronionymi
pozycjami).

Przy okazji warto zauwazy¢, ze niektére pozycje zabronione moga znalez¢ si¢ poza mapa
Robinsona. Nie stanowi to zadnego utrudnienia, lecz implementujac rozwiazanie, trzeba
bedzie pamigta¢ o odpowiednim powigkszeniu mapy.

Wyznaczenie pozycji zabronionych — zamiatamy

Wyznaczenie wszystkich pozycji zabronionych sprowadza si¢ zatem do ,,naniesienia”
na mape pewnej liczby obrazéw odbitych S§rodkowosymetrycznie tédek.  Prostym
i narzucajacym si¢ rozwigzaniem jest bezposrednie zaznaczenie na mapie kazdego odbicia
zwiazanego z okreSlona przeszkoda, czyli zbioru (xg,ys) — L dla kazdego pola (xs,ys)
zajetego przez przeszkode. Poniewaz zaréwno wielko$¢ todki, jak i liczba pdl zajetych
przez przeszkody, moga byé rzedu O(n?), to otrzymany w ten sposéb algorytm ma ztozonosé
O(n*). Test wigc zbyt wolny, choé oczywiscie dla niewielkich testéw poprawnosciowych
moze by¢ wystarczajacy.

Poszukujac innej metody, rozwazmy prostszy przypadek, gdy wszystkie pola z przeszko-
dami znajduja si¢ na tej samej szerokosci geograficznej, tzn. na tej samej prostej poziome;.
Woéwczas ksztalty obejmujace pozycje zabronione mozemy przedstawié w uproszczeniu jak
narys. 2.
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Rys. 2:  Schematyczne przedstawienie zabronionych pozycji 1todzi, generowanych
przez przeszkody potozone na jednej prostej poziome;j.

Aby zaznaczy¢ wszystkie pola kolidujace z utozonymi we wspomniany spos6b
przeszkodami, bedziemy rozwazac kolejne proste pionowe mapy i wykrywaé pola zabronione
polozone na tych prostych. Tradycyjnie taki sposéb przegladania ptaszczyzny nazywamy
zamiataniem, a prosta (w tym przypadku pionowa), ktéra zamiatamy cata plaszczyzne,
przyjeto si¢ okreslaé mianem miotty.

Mape bedziemy zamiataé od lewej do prawej. W rozwazanym przypadku, gdy wszystkie
przeszkody i osie symetrii wszystkich odbi¢ leza na jednej prostej, w danym potozeniu miotly
jest tylko jedno odbicie, ktérego przekrdj z miotta trzeba rozwazy¢é — to, dla ktérego ten
przekréj jest najwigckszy. Takie odbicie nazwiemy dominujqcym. Zauwazmy, ze dla danego
potozenia miotty wszystkie odbicia todzi mozemy podzieli€ na trzy grupy:

1. odbicia, ktére bgda mogty sta¢ si¢ dominujacymi dopiero, gdy miotta przesunie si¢
na prawo;

2. odbicie aktualnie dominujace;

3. odbicia, ktére na pewno nie beda juz dominowaty.

Poczatkowo, gdy miotta znajduje si¢ w skrajnie lewym potozeniu, wszystkie odbicia
naleza do pierwszej grupy. W trakcie zamiatania kazde odbicie przechodzi kolejno do drugie;j
i, dalej, do trzeciej grupy. Odbiciem, ktore jako kolejne opuszcza pierwsza grupe, jest zawsze
to z tej grupy, ktore lezy najbardziej na lewo. Przyktady sytuacji napotykanych w trakcie
zamiatania sg przedstawione na rys. 3.

Mozna juz dostrzec, jak rozwigza¢ problem w rozwazanym przypadku. Trzeba
dysponowac lista wszystkich pdl z przeszkodami uporzadkowana rosnaco wedtug pierwszej
wspotrzednej — poczatkowo wszystkie one (a wlasciwie zwigzane z nimi odbicia lodzi)
naleza do pierwszej grupy. Nastgpnie mozna zaczaé¢ rozwazaé kolejne pozycje miotty —
poczawszy od skrajnie lewej. Przy przejsSciu do kolejnej pozycji miotly nalezy sprawdzié,
czy nie trzeba uaktualni¢ odbicia dominujacego. Jest to jednak proste i przy odpowiedniej
reprezentacji todzi moze by¢ wykonane w czasie statym — trzeba poréwnaé aktualnie
dominujace odbicie z pierwszym na liScie w grupie pierwszej. Potem pozostaje tylko
policzy¢ przekrdj odbicia dominujacego z miotla.

Powr6éémy do ogdélnego przypadku, gdy przeszkody moga zajmowaé rézne szerokosci
geograficzne. Woéwczas postgpujemy bardzo podobnie, powtarzajac to samo postgpowanie
niezaleznie dla kazdej prostej poziomej, na ktorej leza przeszkody. Trzeba jeszcze tylko
zastanowi¢ sig, jak dla danej pozycji miotlty szybko wyznaczy¢ wszystkie lezace na niej
pozycje zabronione, tzn. jak potaczy¢ wyniki otrzymane dla réznych prostych poziomych.

Gdyby$my zaznaczali pola zabronione wynikajace z przeszkdd lezacych na kazdej prostej
oddzielnie, to zaznaczenie wszystkich pdl w jednym potozeniu miotty mogitoby nam zajac
czas O(n?) (moze byé bowiem okoto n przeszkdd, kazda wyznaczajaca odbicie szerokosci
okoto n). Sumarycznie potrzebowaliby§my wéwczas czasu O(n) — jest to na pewno wolniej
niz bySmy sobie zyczyli.
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Rys. 3:  Kolejne potozenia miotly i wyréznione na szaro odbicia dominujace w tych
potozeniach. Dla kazdego odbicia dominujacego, za pomoca czarnego prostokata
zaznaczone s3 pozycje zabronione, lezace na przecigciu tego odbicia z miotla.

Czy zatem mozna lepiej? Na szczeScie tak! W ustalonym potozeniu miotly, zamiast
nanosi¢ na nia cate przekroje odbi¢ dominujacych, dla kazdego odbicia zaznaczymy tylko
jego skrajne punkty: gérny i dolny. Mozemy to oczywiScie zrobi¢ w czasie liniowym.
Potem wystarczy raz przejrze¢ wszystkie punkty miotly od dotu do géry, zliczajac napotkane
poczatki i korice odbi¢ dominujacych — jesli poczatkéw jest wigcej, to jesteSmy akurat
w punkcie zabronionym. W przeciwnym przypadku, czyli gdy poczatkéw i koiicéw jest
tyle samo, jesteSmy w punkcie dozwolonym.

Postepujac w opisany wyzej sposéb, w kazdym z O(n) potozeii miotlty musimy:

1. dla kazdej prostej poziomej uaktualni¢ odbicie dominujace — odbywa si¢ to w czasie
statym;

2. dla kazdego z tych odbi¢ znaleZ¢ poczatek i koniec jego przekroju z miotta i oznaczyé
je wszystkie na miotle; potrzebny na to czas zalezy od przyjetej reprezentacji fodzi —
musimy postaraé si¢, by dato si¢ to zrobi¢ réwniez w czasie statym dla pojedynczego
odbicia;

3. wyznaczy¢ wszystkie pozycje zabronione lezace na miotle — potrafimy to wykonaé
w czasie liniowym.

Tym samym wszystkie pola zabronione potrafimy odnalezé w czasie rzedu O(n?). Potrzebna
pamigC jest tej samej wielkosci.
Reprezentacja todzi

Ta czes$¢ zadania wyglada na prosta, ale warto si¢ nad nig zastanowié. Wiemy juz, czego
oczekujemy od naszej reprezentacji.
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L6d7 to dla nas osiowosymetryczny ksztaltt z wyréznionym punktem zakotwiczenia.
Utozsamiamy go ze zbiorem par liczb L, ktéry w razie potrzeby odbijamy Srodkowosyme-
trycznie, otrzymujac zbiér —L. Umieszczajac punkt zakotwiczenia odbicia we wszystkich
punktach mapy, w ktérych znajduja si¢ przeszkody, bedziemy chcieli oznaczyé wszystkie
punkty zabronione na mapie. W tym celu musimy umie¢ wyznaczy¢ dowolny pionowy prze-
krdj odbicia todzi. Reprezentacja musi tez pozwolié na szybkie rozpoznanie, czy w danym
potozeniu 16dZ wciaz znajduje si¢ na mapie, czy juz poza niag wyplyneta.

Jak wida¢ nie mamy nadzwyczaj wygérowanych wymagan. Po wczytaniu mapy
wystarczy jednokrotnie jg przejrzeé, by odnalez¢ najmniejszy prostokat zawierajacy t6dz
i stwierdzi¢, ktéra z dwoch jego osi jest osia symetrii todzi. Jesli okaze sig, ze jest to o$
pionowa, to odbijamy mape, by t6dZ miala pozioma o$ symetrii. Teraz pozostaje tylko
zapamigtaé ciag liczb bedacych szerokosciami kolejnych przekrojéw poprzecznych todzi.
Przy takiej reprezentacji wyznaczanie przekroju todzi z miotla jest bardzo proste.

Rys. 4:  Roézne mozliwe potozenia poprzeczki todzi wzglgdem obszaru objetego mapa:
na lewo od pionowych granic mapy, pomiedzy nimi i na prawo od nich.

Rozstrzygnigcie, czy 16dz wyplyneta poza planszg, wymaga rozwazenia kilku przypad-
kéw. Dla utatwienia, pionowy odcinek, prostopadty do osi wzdluznej todzi i taczacy jej
burty w najszerszym miejscu nazwijmy poprzeczkq. Na rys. 4 widzimy kilka mozliwosci:
poprzeczka todzi moze znajdowaé si¢ na zachdd od mapy, moze by¢ na dtugosci geogra-
ficznej objetej przez mape lub znajdowaé si¢ na wschdd od niej. Kazda z tych mozliwosci
wymaga nieco innego potraktowania, ale poza uwazna implementacja nie jest przy tym po-
trzebna zadna szczegdlna pomystowos¢:

1. gdy poprzeczka jest potozona na zachdéd od mapy, to wystarczy sprawdzié, czy
zachodni brzeg mapy jest roztaczny z todzia, czyli czy nie przecina si¢ z jej
odpowiednim przekrojem;

2. gdy poprzeczka jest na dlugosci geograficznej obejmowanej przez mapeg, to 16dZ
opuszcza mapg wtedy i tylko wtedy, gdy poprzeczka znajdzie si¢ poza mapa;

3. gdy poprzeczka jest potozona na wschéd od mapy, to zachodzi przypadek analogiczny,
jak pierwszy, tylko trzeba rozwazyé wschodni brzeg mapy.
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Opisane powyzej rozwigzanie zostalo zaimplementowane w plikach rob.cpp, robl.c,
rob2.pas oraz rob6. java.
Jak juz wspominali§my, przedstawione rozwiazanie to prosty przyktad zastosowania

techniki zamiataniaZ.

Przeglad innych rozwigzan

Rozwiazanie O(nz)

Okazuje si¢, ze rozwiazanie o takiej samej ztozonosci jak wzorcowe mozna uzyskac, stosujac
inng metod¢ — programowanie dynamiczne. Pozwoli nam ona wyznaczy¢ bezposSrednio
wszystkie dozwolone pozycje todzi. Jak poprzednio, zalézmy, ze o§ symetrii todzi jest
potozona poziomo, z dziobem skierowanym na zachdd. Jak poprzednio, poprzeczka
nazwijmy odcinek prostopadly do osi todzi poprowadzony w jej najszerszym miejscu.
Na potrzeby tego rozdziatu czgs$¢ todzi na lewo od poprzeczki (wraz poprzeczka) nazwijmy
w cato$ci dziobem, a czg$¢ na prawo od poprzeczki (bez poprzeczki) — rufg. Dla wygody
przyjmiemy takze, ze tym razem punktem zakotwiczenia lodzi bedzie Srodkowy punkt
poprzeczki (patrz rys. 5).

Rys. 5:  Schemat todzi z zaznaczonymi: poprzeczka (grubsza kreska), dziobem (zakresko-
wany poziomo, wraz z poprzeczka), rufa (zakreskowana ukosnie) i punktem zako-
twiczenia (mate czarne kétko).

Istota programowania dynamicznego jest wykorzystywanie wczesniejszych wynikow
do obliczenia kolejnych. W naszym przypadku chcielibySmy co$ powiedzie¢ o rozwazanej
pozycji todzi w oparciu o wiedz¢ zgromadzona w trakcie analizy poprzednich pozycji.
Przypusémy, ze bedziemy rozwazal pozycje na mapie kolejno wierszami, a w jednym
wierszu od lewej do prawej. Gdy analizujemy okre§lona pozycje, znamy wynik dla pozycji
lezacej w poprzedniej kolumnie i tym samym wierszu, co badana. Zalézmy, ze byla ona
dozwolona. Woéweczas jedyne pola, jakie trzeba sprawdzié w poszukiwaniu przeszkéd dla
nowej pozycji, to pola lezace bezposrednio przy rufie todzi. Ksztalt brzegu rufy moze by¢
jednak dos¢ nieregularny.

Aby obejsc¢ te trudnosé, rozwazymy odrgbnie dziéb i rufe todzi, wyznaczajac wszystkie
pozycje dozwolone dla kazdej z tych czgéci osobno. Zauwazmy, zZe przesuwajac w prawo
sam dziéb, mamy bardzo regularny ksztalt z prawej strony — odpowiada on przesunigtej

2Wigcej na jej temat, wraz z przyktadami, mozna znalezé w [20] i [17]. Na Olimpiadzie réwniez pojawiaty sie
juz zadania, w ktdrych znalazto si¢ miejsce dla zamiatania: przede wszystkim zadanie Lodowisko na VI Olimpiadzie
Informatycznej, ale takze Kopalnia ztota, Wyspy i Gazociqgi podczas finaléw VIII, XI i XIV Olimpiady.
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o jedna kolumng¢ poprzeczce. Z kolei wyznaczajac pozycje dozwolone dla rufy, mozemy
pola w kazdym wierszu rozwaza¢ od prawej do lewej. Wtedy przesuwajac rufe w lewo, takze
mamy regularny ksztalt — tym razem z lewej strony. Pozycjami dozwolonymi dla catej todzi
beda pozycje dozwolone i dla dziobu, i dla rufy.

W dalszej czesci skupimy si¢ tylko na analizowaniu dziobu todzi. Trzeba zastanowic
si¢, jak efektywnie sprawdzi¢, czy dzidb, ktéry miescil si¢ bez przeszkdéd na okreslonej
pozycji, da si¢ bezkolizyjnie umiesci¢ w nowej kolumnie. Niestety, przejscie do nowe;j
pozycji w sytuacji, gdy aktualna pozycja jest zabroniona, wydaje si¢ by¢ trudniejsze.

Aby poradzié sobie z problemem. . .uogélnimy go! Zamiast pytac, czy caty dziéb todzi
miesci si¢ bez przeszkéd na mapie, zapytajmy, jaka jego czgS¢ si¢ miesci. Prefiksem dziobu
dhugosci ¢ nazwijmy fragment dziobu o dtugosci ¢ (liczonej poziomo) poczawszy od jego
lewego, najwezszego krafica. Powiemy, ze taki prefiks miesci si¢ na pozycji (x,y) na mapie,
jesli mozna go umiesci¢ bez przeszkdd tak, ze Srodek jego prawego boku wypada na pozycji
(x,y). Dla pozycji (x,y), przez pref,, oznaczmy dtugos¢ najdtuzszego prefiksu dziobu, ktéry
miedci si¢ bez przeszkdd na tej pozycji. Obliczajac te wartosci, dla kazdej pozycji na mapie
okreslimy, jak duzy kawatek dziobu miesci si¢ na niej. Dopiero na koricu wybierzemy jako
dozwolone te pozycje, na ktérych miesci si¢ caty dziéb.

Jak obliczy¢ warto$§¢ prefiy, na podstawie prefy,? GdybySmy wiedzieli, jaki jest
najdalszy poprzeczny przekrdj dziobu (liczac od lewej), ktéry miesci si¢ na pozycji (x,y)
(oznaczmy te liczbe jako maxpy1,y), to mielibySmy gotowy wzér:

prefir1,y = min(maxpyiiy, prefry +1),

wskazujacy na klasyczne zastosowanie techniki programowania dynamicznego!

Na szczeScie obliczenie wartoSci maxpy, réwniez jest zagadnieniem, do ktérego
mozna zastosowaé programowanie dynamiczne. Dla kazdego pola (x,y) mapy mozemy
znalez¢ najpierw maksymalny promiei — maksymalng warto$¢ r, taka ze na polach
{(x,y+1i) : —r < i < r} nie ma zadnych przeszkéd. Potem wystarczy znaleZ¢ najdalszy
wsrdd najszerszych przekrdj poprzeczny dziobu, ktéry nie przekracza rozmiaréw tego paska,
czyli warto$¢ maxpy . Latwo to wykona¢ w czasie statym, jesli wczesniej, w czasie O(n),
przygotujemy tablice z odpowiednia informacja o todzi.

Jak zatem znaleZ¢ maksymalny promieni dla pola mapy? Najpierw poszukajmy przeszkod
ograniczajacych tg wartos$¢, potozonych nad danym polem. W tym celu przejrzyjmy kolumng
od géry w dol, caty czas pamigtajac, gdzie po raz ostatni napotkaliSmy pole z przeszkoda
— odleglos¢ do tego pola bedzie ograniczeniem wartosci promienia. Podobnie postgpujac,
wyznaczymy odlegto$¢ od najblizszej przeszkody na dole, ograniczajaca warto$¢ promienia.
Za szukang warto$¢ promienia weZmiemy minimum z dwéch wyznaczonych liczb. Powyzsze
obliczenia dla jednej kolumny wykonujemy w czasie O(n).

Pozostata czg$¢ algorytmu, czyli odszukanie todzi na mapie oraz przeszukiwanie wszerz
w poszukiwaniu najkrétszej drogi, sa takie same jak w opisanym wcze$niej rozwigzaniu
wzorcowym. Tak jak w tamtym rozwiazaniu, trzeba pamigtac, ze nalezy rozwazaé polozenia
todzi takze poza obszarem objetym mapa.

Opisane tu rozwigzanie zostalo zaimplementowane w plikach rob3.cpp, rob4.pas
oraz rob7.java. Testy pokazuja, Ze jest ono nieco wolniejsze (o ok. 50%) niz wzorcowe.
Réwniez jego wymagania pamigciowe sa wigksze. Oczywiscie, uwaznie zaimplementowane,
przechodzi pomyslnie wszystkie testy.
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Rozwigzania zbyt wolne

Zadanie bez problemu mozna rozwiazaé w czasie O(n*) — na przyklad sprawdzajac kazde
potencjalne potozenie todzi w czasie O(n?) lub implementujac przeszukiwanie wszerz,
w ktérym mozliwosé¢ wykonania kazdego kroku jest sprawdzana w czasie O(n?). Ze wzgledu
na dopuszczalna wielko$¢ danych, sa to rozwigzania zdecydowanie za wolne. Warto jednak
wspomnieé o pewnej heurystyce, ktéra, wykorzystana w takich prostych rozwigzaniach,
moze je istotnie usprawni¢ (nie zmieniajac jednakze ich ztozonosci czasowej).

Dla todzi Robinsona mozemy zakresli¢ najmniejszy prostokat, w ktérym si¢ ona miesci.
Gdyby dato si¢ tatwo stwierdzié, ze w tym prostokacie nie ma zadnych przeszkéd, to
moglibySmy unikna¢ pracochtonnego, ,recznego” przeszukiwania tego fragmentu mapy.
Badanie prostokatéw okazuje si¢ catkiem proste. Wystarczy dla kazdego pola mapy (x,y)
wyznaczy¢ wartoS¢ ileszu, y oznaczajaca liczbe pdl z przeszkodami o obu wspéirzednych nie
wigkszych niz, odpowiednio, x i y. WartoSci ileszuy,, sa powiazane zaleznoScia

ileszuyy = ileszuy 1y +ileszuyy | —ileszuy_1y—1 + SX’y,

gdzie 8., to 1 lub O w zaleznosci od tego, czy na polu (x,y) jest przeszkoda, czy jej nie
ma. Wszystkie wartoSci ileszuy, mozna zatem wyznaczyé w czasie O(n*). Wéwczas,
dla okreSlonej pozycji todzi, liczbg przeszkéd w ograniczajacym ja prostokacie mozemy
wyrazi¢ jako liniowa kombinacj¢ czterech wartosci typu ileszux,)}. Jesli warto$¢ ta jest
niezerowa, to musimy sprawdzié poprawnos$¢ pozycji recznie. JeSli jednak wynosi zero, to
jesteSmy pewni, ze pozycja nie koliduje z zadnymi przeszkodami.

Rozwiazanie o ztozonosci O(n*), wykorzystujace opisana heurystyke, zostato zaimple-
mentowane w plikach robs3. cpp, robs6.pas oraz robs8§.c.

Istnieje takze nietrywialne rozwiazanie dziatajace w czasie O(n®), ktérego pomyst
warto przedstawié. CzeScia decydujaca o zlozonosci wszystkich opisanych rozwigzan
jest okrelenie, ktére pozycje sa dozwolone dla todzi Robinsona. @ W dotychczas
zaprezentowanych algorytmach bylo to wykonywane przed samym przeszukiwaniem wszerz.
Tym razem bedziemy t¢ informacje¢ wylicza¢ na biezaco, w momencie przesuwania todzi.
Wykorzystamy przy tym wtasnosé, o ktérej juz pisaliSmy — aby przekona¢ sig, czy mozna
przesuna¢ 16dz w okreslonym kierunku, sprawdzimy tylko, czy nie ma przeszkéd wzdtuz
odpowiedniego brzegu todzi.

Niestety, poniewaz badany brzeg lodzi moze mie¢ nieregularny ksztalt, sprawdzenie
mozliwosci wykonania ruchu zajmuje czas O(n). Caly algorytm, w ktérym analizujemy
0(n?) pél, ma wigc ztozonosé O(n?).

Powyzsze rozwigzanie zostalo zaimplementowane w pliku robs5.cpp, a polaczone
jeszcze z heurystyka ,,pustego prostokata” — w plikach robs4.cpp, robs7.pas i robs9.c.
Algorytm ten, dobrze zaimplementowany, otrzymywat 60 — 70% punktéw.

Rozwigzania niepoprawne

Przykrym bigdem, jaki mozna popetnié, jest badanie brzegu todzi (w rozwiazaniu O(n?))
W niepoprawny sposéb — poprzez sprawdzanie jedynie skrajnych punktéw kolejnych

3Podobny przyktad zastosowania metody programowania dynamicznego do wyznaczania pewnych sum
dla prostokatéw mozna znalezé w opisie rozwigzania zadania Mapa gestosci z VIII Olimpiady Informatyczne;j.
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przekrojéw poprzecznych. Rozwiazanie to znajduje si¢ w pliku robb2.cpp, bedacym
wariantem programu robs4 . cpp.

Innym wartym wspomnienia btgdem jest potraktowanie heurystyki ,,pustego prostokata”
jako jedynego kryterium tego, czy pozycja jest dozwolona. To oczywiScie powoduje
pominigcie niektérych dozwolonych pozycji. Podobny btad mozna popehnié, rozstrzygajac,
czy t6dZ wyplyneta juz na pelne morze, za pomoca przecigcia minimalnego prostokata
otaczajacego t6dZ z mapa. Programy z opisanymi blgdami zapisane sa w plikach robbl.cpp
i robb3.cpp.

Oprécz réznego rodzaju pomytek implementacyjnych oraz opisanych wyzej przypadkéw,
w rozwiazaniach zawodnikéw nie wystapily zadne inne typowe biedy.

Testy

Przygotowane zostalo 10 zestawéw testowych, z ktérych wigkszos$¢ stanowia grupy kilku
testow.

Testy od drugiego wlacznie zostaly wygenerowane automatycznie. Kilka z nich bylo
generowanych za pomoca mechanizmu przekazywania procedurze pomocniczej potozei
todzi, ktére maja by¢ na planszy dozwolone i nakazania jej wypelnienia prawie wszystkich
(poza pewnymi losowymi) pozostatych pdl przeszkodami. W procedurze tej do konstrukcji
mapy zastosowano algorytm podobny do rozwigzania wzorcowego. Testy tego typu sa
nazwane zadanymi polami. W wigkszoS$ci takich testow t6dka ma ksztatt losowy, ale w miarg
rOwnomiernie rozszerzajacy si¢ i zwezajacy.

W testach z odpowiedzia NIE wyjscie poza mapg uniemozliwia zazwyczaj jedno lub kilka
pol z sitowiem, tak aby trudno bylo t¢ sytuacje wykryc.

Opis kazdego testu zawiera kolejno: warto$¢ n, wysokos¢ i szeroko$¢ todzi (w orientacji,
w ktorej o§ symetrii przebiega poziomo), orientacj¢ osi symetrii todzi (pozioma, pionowa
lub symetryczna, czyli posiadajaca i pionowa, i pozioma o§ symetrii), warto§¢ wyniku
oraz krétki opis testu.

Nazwa n w s | o$ wyn Opis

robla.in 25 9 9| — 42 | recznie generowany test popraw-
nosciowy

roblb.in 3 3 3| + 3 | skrajnie maly test bez pdl z sito-
wiem

rob2.in 100 5 5| — 135 | recznie generowany test popraw-

nosciowy zadany polami

rob3a.in 1000 3 3 | + | 248755 | najmniejsza mozliwa 16dZ, ktéra
musi przeptynac przez cala po-
wierzchni¢ mapy, aby si¢ z niej
wydostaé

rob3b.in 1000 3 3| + NIE | taki jak poprzedni, ale z zabloko-
wanym wyjsciem
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Nazwa n w s | o§ wyn Opis

rob4.in 1500 99 98 | | 3949 | bardzo zagmatwany test zadany
polami z niewielka 16dka

rob5.in 2000 793 601 | | 2882 | zadany polami test z duza 16dka,
majaca duzo dluzszy dziéb niz
rufe

robb6a.in 999 273 300 | — 1192 | zadany polami test zawierajacy
basen w ksztalcie przekrzywio-
nego prostokata

rob6b.in 999 305 300 | | NIE | jak poprzedni, ale bez mozliwoSci
wyptynigcia

rob7a.in 1000 401 401 | — 1595 | zadany polami test z 16dka
w ksztalcie strzatki

rob7b.in 1000 401 401 | + 1599 | zadany polami podobny test, ale
7 t6dka w ksztatcie krzyza

rob7c.in 1000 | 401 401 | + NIE | jak 7b, ale bez mozliwosci wypty-
nigcia

rob8a.in | 2000 | 1401 | 1472 | | 2627 | test z duza todzia, zadany polami

rob8b.in | 2000 | 1503 | 1500 | — NIE | jak poprzedni, ale bez mozliwosci
wyptynigcia

rob9a.in 1495 759 743 | — 2100 | duza t6dz w prostokatnym base-
nie otoczonym murkiem z jedna
dziurg

rob9b.in 1495 759 743 | | NIE | jak poprzedni, ale bez mozliwosci
wyptynigcia

roblOa.in | 2000 | 1981 | 1979 | — 3001 | ogromna t6dZ, zajmujaca wigksza
czesC planszy

rob10b.in | 2000 | 1981 | 1979 | | NIE | jak poprzedni, ale bez mozliwosci
wyptynigcia
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Szklana putapka

W patacu kréla Bajtazara straszy duch. Ztosliwi twierdzq, ze jest to duch niedawno zmartej
(w podejrzanych okolicznosciach) malzonki Bajtazara, gdyz tak jak ona, bardzo lubi przeglgdaé
si¢ w lustrach. Nie dziwi wiec, zZe Bajtazar chetnie pozbylby sie ducha.

Bagtazar postanowil w jednej z komnat palacu przygotowaé specjalng szklang pulapke.
Jest to zamknieta, dobrze oSwietlona sala, ktorej wszystkie Sciany wewnetrzne pokryte sg
lustrami. Ponadto w kaZdym rogu sali moze byé umieszczony laser albo czujnik promiens
laserowych.  Gdy tylko duch przetnie wigzke jednego z laseréw, podniesie sie alarm,
a sprowadzeni przez Bajtazara pogromcy duchow rozprawiq sie z nim.

Sala, w ktorej powstaje szklana pulapka, ma ksztalt wielokgta o sgsiednich bokach
prostopadlych do siebie. Ponadto dlugo$é kazdej Sciany (wyrazona w metrach) jest calkowita.
Jezeli w danym rogu sali ma byé umieszczony laser, to jego promien musi byé skierowany
wzdluz dwusiecznej kqta, jaki tworzq stykajace sie w tym rogu Sciany (i zarazem réwnolegle do
podlogi). Oczywiscie, jezeli promieri lasera napotka na swojej drodze lustro, to odbija sie od
niego pod takim samym kqtem, pod jakim pada, czyli 45 stopni. Promien wpadajgcy wzdluz
dwusiecznej kqgta w r6g sali z czujnikiem zostaje calkowicie pochloniety przez czujnik. Promien
wpadajgcy wzdluz dwusiecznej kgta w rdg sali bez czujnika (za to byé moze z innym laserem,)
jest odbijany o 180 stopni. W innych przypadkach promien kontynuuje wedrowke po sali, nie
zmieniajgc kierunku.

W sali nalezy rozmiesci¢ maksymalnie duzo laserow i odpowiadajgcych im czujnikow,
w taki sposcb, zeby promien kazdego lasera wpadal do jakiego$ czujnika, promienie rézinych
laseréw wpadaty do réznych czujnikow oraz Zeby do kazdego czujnika wpadal promien pewnego
lasera. Przy tym w kazdym rogu mozna zainstalowac tylko albo laser, albo czujnik, ale nie

jedno i drugie.
1 2

10 9

Przyktad szklanej putapki z promieniem lasera biegnacym z rogu 1 do rogu 7.

Zadanie

Napisz program, ktory:
e wczyta ze standardowego wejscia opis ksztattu szklanej putapksi,

® wyznaczy sposob rozmieszczenia maksymalnej liczby laserdw i czugnikow spelniajgcy
warunki zadania,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.
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Wejscie

W pierwszym wierszu wejcia znajduje sie jedna liczba calkowita n (4 < n < 100 000).
Jest to liczba Scian szklanej pulapki. W kazdym =z mnastepnych n wierszy znajdujq
sie po dwie liczby calkowite x; i y; oznaczajgce wspélrzedne rogu nr i (1 < i < n,
—1000000 < zj,y; < 1000000), przedzielone pojedynczq spacjg. Kazde dwa kolejne rogi
polgczone sq Sciang réwnolegly do jednej z osi wspélrzednych. Zadne dwie $ciany mnie
przecinajq sie i nie majqg punktow wspdlnych, z wyjgtkiem dwdch kolejnych $cian, ktore stykajq
sie we wspdlnym rogu. Kolejne rogi pomieszczenia podane sg w kolejnosci zgodnej z ruchem
wskazéwek zegara (tzn. przy obchodzeniu pomieszczenia wzdluz $cian wnetrze znajduje sie
zawsze po prawej stronie). Lgczna dlugosé wszystkich $cian nie przekracza 300 000.

Wyjscie

Twoj program powinien w pierwszym wierszu wyjscia wypisaé jedng liczbe calkowitg m,
oznaczajgeg maksymalng liczbe par laser-czujnik, jakie mozna umiesci¢ w szklanej pulapce.
W kazdym z nastepnych m wierszy powinna znaleZé sie para liczb a; i b; oddzielonych
pojedynczq spacjq, gdzie a; oznacza numer rogu, w ktorym powinien znaleZé sie laser, zas bj —
numer rogu, w ktérym powinien znaleZé sie odpowiadajgcy mu czujnik, przy czym 1 < aj,b; < n.
W przypadku, gdy istnieje wiele rozwigzan, nalezy podaé dowolne z nich.

Przyktad

Dla danych wejsciowych: (1,1) (3,1)
10

11 (-3,0) (-1.0) (0,0)
31 10) 2.0
3 -5 -1-1) (21
-3 -2

-30

-10

-1 -1

2 -1

20

10

poprawnym wynikiem jest:
5

10 5

17

29

38

46

(-3,-2) (3,-2)

Przykltadowe rozmieszczenie systemu laserow i czujnikéw w szklanej pulapce przedstawia
rysunek.
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Rozwigzanie

Wprowadzenie
Na pierwszym etapie LV Olimpiady Matematycznej pojawilo si¢ nastgpujace zadanie:

Dany jest wielokat o bokach dlugosci wymiernej, w ktérym wszystkie katy we-
wnetrzne sg rowne 90° lub 270°. Z ustalonego wierzchotka wypuszczamy pro-
mien §wietlny do wnetrza wielokata w kierunku dwusiecznej kata wewnetrznego
przy tym wierzchotku. Promieri odbija si¢ zgodnie z zasada: kat padania jest
rowny katowi odbicia. Udowodni¢, ze promieri trafi w jeden z wierzchotkéw
wielokata.

W dowodzie tego twierdzenia okazywato si¢ ponadto, ze wierzcholek, do ktérego trafiat
promien §wietlny, byt rézny od tego, z ktdrego promieri zostal wypuszczony. Nie jest to
jednak jedyny ciekawy wniosek, jaki z tego dowodu mozna byto wysnué.

Jesli przyjrzymy sig treSci powyzszego zadania z Olimpiady Matematycznej, to
zauwazymy zapewne tudzace podobienstwo do naszego problemu ze szklang putapka. Nie
bez powodu. ..

Okazuje sig, ze jeSli przeksztalcimy wielokat z tego zadania przez jednoktadnosc
o skali réwnej wspdlnemu mianownikowi wszystkich utamkéw okreslajacych diugosci
poszczegblnych bokéw, to otrzymamy wielokat podobny do oryginalnego, w ktérym dtugosci
wszystkich bokéw beda liczbami naturalnymi. Nastepnie, korzystajac z faktu, ze wszystkie
katy wewngtrzne wielokata sa wielokrotnosciami 90°, mozemy obrécié¢ go tak, aby jego
boki staly si¢ réwnolegte do osi uktadu wspétrzednych. Wystarczy jeszcze tylko zastosowaé
przesunigcie (uczenie méwiac: translacje), takie aby pewien wierzchotek wielokata stat sig
punktem kratowym (tzn. aby jego obie wspéirzgdne staty si¢ liczbami catkowitymi), i wtedy
okaze sig¢, ze wszystkie wierzcholki wielokata beda punktami kratowymi. Okazuje sig, ze
tak przeksztatcony wielokat jest dokladnie tej samej postaci, co szklana putapka wystgpujaca
w naszym zadaniu!

Poniewaz wykonane przeksztalcenia nie zmieniaja ksztattu figury (SciSlej méwiac,
powstaty wielokat jest podobny do pierwotnego), to teza zadania z Olimpiady Matematyczne;j
zachodzi réwniez dla tak przeksztatconego wielokata. W szczegdlnosSci jest ona takze
prawdziwa dla szklanej putapki.

Wiemy wigc juz, ze jezeli wystrzelimy promien lasera z wierzchotka a (wzdhuz
dwusiecznej kata), to trafi on w pewien wierzchotek b. Co wigcej, bedzie to wierzchotek
rézny od a. Latwo tez zauwazy¢, ze promien biegnie w sposéb symetryczny, tzn. wystrzelony
z wierzcholka b trafi z powrotem do wierzchotka a.

To spostrzezenie pozwala zauwazyé, ze wierzchotki dowolnego wielokata mozna
potaczy¢ w jednoznaczny sposéb w pary (a,b) takie, ze promiefi lasera wystrzelony
z wierzchotka a trafia w wierzchotek b, zas wystrzelony z b trafia w a. To z kolei prowadzi do
wniosku, ze jezeli dla kazdej takiej pary umiescimy laser w jednym wierzchotku, a czujnik
w drugim, to otrzymamy 7 par laser-czujnik spetniajacych warunki zadania. Z drugiej strony
w kazdym rogu pomieszczenia moze znaleZ¢ si¢ tylko jedno urzadzenie, wigc rozmieszczenie
wigkszej liczby par niz 5 jest niemozliwe.



88

Szklana putapka

Tak wigc jesteSmy juz w stanie udzieli¢ odpowiedzi na pierwsza cze$¢ zadania i to jedynie
na podstawie liczby rogéw pomieszczenia — mozna zawsze rozmiesci¢ doktadnie 5 par
urzadzen'.

Wszystkie powyzsze wnioski mozna bylo tatwo wyciagnaé¢ na podstawie dowodu tezy
przedstawionej w zadaniu z Olimpiady Matematycznej. Zadanie to nasuwa jednak na mysl
kolejny problem. Skoro wiemy, ze dla dowolnego wielokata o wierzchotkach kratowych
i bokach réwnolegtych do osi uktadu wspétrzednych istnieje jednoznaczny rozktad zbioru
wierzchotkéw na pary ,,widzace si¢ wzajemnie”, to dlaczego nie pokusié si¢ 0 wyznaczenie
tego rozktadu dla zadanego wielokata?

I tak oto wkraczamy w druga, ciekawsza czg$¢ zadania. . .

Rozwazania matematyczne

Lepsze zrozumienie dowodu twierdzenia z Olimpiady Matematycznej powinno pomdc
podzieli¢ wierzchotki wielokata na zadane pary. Przyjrzyjmy si¢ wigc doktadniej temu
rozumowaniu.

Lemat 1. Wielokat o bokach dlugoSci wymiernej, w ktérym wszystkie katy wewnetrzne sa
réwne 90° lub 270°, jest podobny do pewnego wielokata o wierzchotkach kratowych i bokach
réwnolegtych do osi uktadu wspéirzednych.

Dowéd: Ciag przeksztalcenn geometrycznych opisanych w rozdziale ,,Wprowadzenie” po-
kazuje, jak dokonaé przeprowadzenia pomigdzy takimi wielokatami, zachowujac podobieri-
stwo. ]

W dalszych rozwazaniach bedziemy juz odnosi¢ si¢ do przeksztalconego wielokata,
ktéry odpowiada zatozeniom o szklanej pulapce. Poniewaz wciagz mamy na mysli zadanie
z Olimpiady Matematycznej, to w tym rozdziale bedziemy zakladaé, ze promien, ktéry
wpada do wierzcholka, zawsze zostaje przez niego pochlonigty.

Definicja 1. Wszystkie sytuacje powstajace w chwili zetknigcia promienia z obwodem
wielokata podzielimy na zdarzenia i otarcia. Zdarzeniem begdziemy nazywali jedna
z nastgpujacych sytuacji:

1. wystrzelenie promienia z wierzcholka (zgodnie z zasadami),
2. odbicie promienia od obwodu wielokata,
3. wpadnigcie promienia do wierzchotka.

Otarciem bedziemy nazywali sytuacje, w ktérej promien dotyka obwodu wielokata,
jednak nie zmienia to jego biegu.

Zauwazmy, ze terminy zdarzenie i otarcie nigdy nie opisuja tej samej sytuacji i termin
zdarzenie wyczerpuje wszystkie sytuacje, w ktérych promien zmienia swéj bieg.

Definicja 2. Krokiem biegu promienia bgdziemy nazywali odcinek jego toru zawarty
pomiedzy dwoma zdarzeniami.

I Ciekawostka: przy okazji cate to rozumowanie uzasadnia, ze liczba wierzchotkéw wyjsciowego wielokata musi
by¢ parzysta!
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Lemat 2. Kierunek biegu promienia jest zawsze réwnolegty do jednej z prostych: y = x lub
y=—x

Dowéd: Dowiedziemy tego przez indukcj¢ ze wzgledu na kolejne kroki biegu promienia.
Baza indukcji. Dwusieczna kata w kazdym wierzchotku wielokata jest zawsze
réwnolegta do jednej z podanych prostych, wigc promief wystrzelony z wierzchotka réwniez.
Krok indukcyjny. Zat6zmy, ze promien spelnia tezg lematu i jest réwnolegty do prostej
y = x. Po kolejnym zdarzeniu:

e jezeli jest to odbicie, to kierunek po nim zmienia si¢ na prostopadly do dotychczaso-
wego, czyli bedzie rownoleglty do prostej y = —x;
e jezeli zas jest to wpadnigcie, to po nim nie nastgpuje zaden krok biegu promienia.

W przypadku, gdy przed zdarzeniem promien biegnie réwnolegle do prostej y = —x, dowdd
jest analogiczny.

Na mocy Twierdzenia o Indukcji Matematycznej, teza lematu jest wigc prawdziwa
w dowolnym kroku biegu promienia. |

Oznaczmy przez B — brzeg wielokata, przez W — jego wnetrze wraz z brzegiem, za$
przez 7 — zbidr liczb catkowitych.

Z Lematu 2 wynika, ze wszystkie mozliwe trasy promieni sa catkowicie zawarte
w zbiorze:

X=wn (U{(x,y) y=a—xyuUJ{xy) :y=a+x}>
ac’Z ac’

Zauwazmy, ze X N B sklada si¢ wylacznie z punktéw kratowych. Ponadto, zbiér X jest
sumg odcinkow, ktoérych kornce sq wiasnie punktami kratowymi obwodu B.

Te spostrzezenia przywodza na mys$l pewien pomysl, ktéry jest istota niniejszych
rozwazan i — jak si¢ okaze pdZniej — takze istota rozwigzania catego problemu szklanej
putapki. Zbiér X mozna przedstawié jako graf, w ktérym wierzchotkami sg punkty kratowe
na obwodzie B rozpatrywanego wielokata, za$ krawedzie tacza konce odcinkéw ze zbioru X.

Przy takiej konstrukcji grafu powstaje jednak pewien problem: nie jest jednoznacznie
powiedziane, jak traktowaé otarcia. Na rys. 1 widaé, ze nie jest oczywiste, czy punkty A
i B nalezy polaczy¢ krawedzia, ignorujac tym samym, ze przechodzi ona przez punkt C, czy
utworzy¢ dwie krawedzie: pomigdzy wierzchotkami A i C oraz B i C? Chociaz na tym etapie
oba rozwiazania sa rownowazne, to lepiej jest przyjac pierwsze z nich, gdyz uprosci to dalsze
rozwazania.

Rys.1: Otarcie promienia o brzeg wielokata.
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Skonstruujmy wigc graf, ignorujac wszystkie otarcia. Nazwijmy go G. Latwo zauwazyc,
ze kazdy wierzcholek odpowiadajacy naroznikowi wielokata ma w grafie G stopien 1 (tzn.
wychodzi z niego jedna krawedZ). Natomiast wierzchotek odpowiadajacy dowolnemu
innemu punktowi kratowemu na obwodzie ma w G stopieri 2 (wychodza z niego dwie
krawedzie).

Okazuje sig, ze grafy o powyzszej wlasnos$ci maja bardzo prosta postac.

Lemat 3. Graf, w ktérym kazdy wierzchotek ma stopiefi 1 Iub 2, jest zbiorem roztacznych
wierzchotkowo Sciezek i cykli.

Dowéd: Udowodnimy ten fakt przez indukcje ze wzgledu na liczbg wierzchotkéw grafu.

Baza indukcji. Najmniejszy graf spelniajacy zatozenia lematu to graf dwuwierzchot-
kowy majacy jedna krawedz. Jest on oczywiscie Sciezka.

Krok indukcyjny. Zalézmy, ze teza zachodzi dla wszystkich graféw o k < n
wierzchotkach. Rozwazmy graf n-wierzchotkowy. Jesli graf ten nie ma wierzchotka stopnia
1, to wybierzmy dowolna krawedzZ e i usuimy ja — w grafie mamy teraz dokltadnie dwa
wierzchotki stopnia 1.

Niech v bedzie wierzchotkiem stopnia 1. Utwérzmy najdluzszy mozliwy ciag (v;)
r6znych wierzchotkéw, takich ze vi = v oraz v; jest polaczony krawedzia z v;—y dla i > 1.
Powstaly ciag jest Sciezka i konczy si¢ wierzchotkiem stopnia 1 innym niz v (dlaczego?) —
oznaczmy go u. Po usunigciu z grafu $ciezki v — u otrzymujemy graf o mniejszej liczbie
wierzchotkow, w ktérym réwniez kazdy wierzchotek ma stopien 1 Iub 2, wigc z zatozenia
indukcyjnego jest takze zbiorem roztacznych Sciezek i cykli.

Graf wyjSciowy zawiera dodatkowo §ciezke v — u i, ewentualnie, krawedz e. Zauwazmy,
ze jesli usuneliSmy z wyjsciowego grafu krawedz e, to e = (v,u) i zamyka ona $ciezke v — u
w cykl. Stad w obu przypadkach graf wyjSciowy rowniez jest zbiorem roztacznych Sciezek
oraz cykli. Z Twierdzenia o Indukcji Matematycznej teza lematu jest wigc prawdziwa. W

Teraz pozostaje juz tylko zauwazy¢, ze promien wypuszczony z dowolnego wierzchotka
wielokata biegnie dokladnie wzdluz §ciezki grafu rozpoczynajacej si¢ w tym wierzchotku.
Stad juz bezposrednio wynika nastgpujace Twierdzenie.

Twierdzenie 1 (Rozwiazanie zadania z LV OM). Promieri wypuszczony z dowolnego na-
roznika trafia w inny naroznik wielokqta.

Dowod: Naroznikowi, z ktérego jest wypuszczany promien, odpowiada w grafie G
wierzchotek v stopnia 1. Promien musi podazaé po krawedziach grafu G $Sciezka

rozpoczynajaca si¢ w v, ktéra konczy si¢ w u — innym wierzchotku stopnia 1.
Wierzchotkowi u takze odpowiada naroznik wielokata (oczywiscie inny niz ten, z ktérego
zostal wypuszczony promien). ]

Tak wigc twierdzenie zostalo ostatecznie udowodnione. Mozna je wyprowadzi¢ krécej,
jednak ten dowdd jest lepszy z punktu widzenia zadania o szklanej pulapce. Jest w nim
bowiem zakodowany algorytm pozwalajacy znalez¢ zadane pary wierzchotkéw. ..

Wyznaczanie podzialu wierzcholtkéw na pary
Jak Czytelnik mogt si¢ juz domysli¢, zamierzamy jawnie zbudowaé graf G, a nastgpnie

wyszuka¢ w nim wszystkie Sciezki i potaczy¢ w pary ich korice. Pozostaje jeszcze tylko
pytanie, jak zbudowa¢ graf G?



Szklana putapka

Popatrzmy na konstrukcje zbioru X z poprzedniego rozdziatu. Wynika z niej, ze
przecinajac z wngtrzem wielokata wszystkie proste rownolegte do prostej y = x przechodzace
przez punkty kratowe, otrzymamy wszystkie krawedzie grafu G rownolegle do tej prostej.
Aby wyznaczy¢ resztg krawedzi, wystarczy tg samg procedurg powtdrzy¢ dla wszystkich
prostych réwnolegtych do prostej y = —x.

Rozwazmy jedna z interesujacych nas prostych — réwnolegla do y=xluby = —x —
i oznaczmy ja przez ¢. PowinniSmy teraz znalezé wszystkie punkty, w ktérych prosta ¢
przecina brzeg wielokata, i pomigdzy nimi poprowadzi¢ krawedzie grafu G. Zanim do tego
przystapimy, uscislijmy, ktére przecigcia nas interesuja.

Definicja 3. Powiemy, ze prosta ¢ przebija brzeg B wielokata w punkcie x, jezeli przechodzi
ona przez punkt x i w kazdym jego otoczeniu®> ma punkty wspélne z wnetrzem oraz
z zewnetrzem wielokata.

Prawdziwa jest nastgpujaca, ciekawa wiasnos¢.
Lemat 4. Dowolna prosta przebija brzeg wielokata parzysta liczbg razy.

Dowéd: Niech V = R?\ W. Podziat ptaszczyzny R? na zbiory W i V odpowiada jej
podzialowi na wnetrze wielokata i pozostaty obszar. Brzeg wielokata jest granica pomiedzy
zbiorami V i W (przypomnijmy, ze brzeg wielokata zaliczamy do zbioru W).

Obszar W jest ograniczony, wigc rozwazana prosta odpowiednio daleko zaréwno z jedne;j,
jaki z drugiej strony, lezy w obszarze V. PrzesledZzmy jej wedréwke, zaczynajac odpowiednio
daleko z jednej, a koniczac odpowiednio daleko z drugiej strony. Kazdy punkt, w ktérym
prosta przebija brzeg wielokata, powoduje jej przejsScie do innego obszaru: zW do V lubz V
do W. Poniewaz zas$ ,,wedréwka” zaczyna i konczy si¢ w obszarze V, to w jej trakcie prosta
musiata przebi¢ brzeg parzysta liczbg razy. |

Zat6ézmy, ze uda nam si¢ wyznaczy¢ wszystkie punkty przebicia obwodu B przez prosta
{. Wéwcezas wystarczy je posortowaé w kolejnosci wystgpowania na prostej ¢, a nastgpnie
potaczy¢: pierwszy z drugim, trzeci z czwartym itd., tworzac kolejne krawedzie grafu G.

Takiego postgpowania nie mozemy oczywiscie przeprowadzi¢ dla wszystkich mozliwych
prostych, gdyz jest ich nieskoriczenie wiele. Ale mozemy ograniczy¢ si¢ tylko do tych
prostych, ktére przecinaja wielokat. Jak je wyznaczy¢?

Zauwazmy, ze proste réwnolegle do y = x lub y = —x maja odpowiednio réwnania
x—y =c oraz x+y = d dla pewnych statych ¢, d. W réwnaniach ,,skrajnych”
prostych przecinajacych wielokat, wartosci statych wynosza ¢; = miny)cp(x — y),
€2 = Max(yy)cp(x —Y), di = min(, \cp(x+y), d2 = max(, y)cp(x+y). Mozna zauwazy¢, ze
sa to minimalne i maksymalne wspétrzedne wierzchotkéw wielokata w nieco innym uktadzie
wspdtrzednych, a mianowicie w uktadzie (x —y,x+y) 3. Po przedstawieniu wielokata w tym
uktadzie wspétrzednych, tatwo znalez¢ skrajne wartoSci wspotrzgdnych wierzchotkow. Gdy
znamy wartosci ¢y, ¢2, di oraz d,, woéwczas trzeba wyznaczy¢ przecigcia z wielokatem tylko
prostych o parametrach ¢; < c < ¢y orazdy < d < d> (c,d € Z).

Pozostaje jeszcze kwestia sortowania punktow przecigcia na jednej prostej. Tutaj takze
warto zastosowaé uktad wspétrzednych (x —y,x +y). Okazuje sig, ze jeSli rozwazana prosta

2Czytelnik niezaznajomiony z pojeciem ofoczenia moze sobie zastapi¢ ten termin w niniejszej definicji przez
koto bez brzegu.

3Cwiczenie dla Czytelnika: czym jest przeksztalcenie plaszczyzny, ktére punktowi o wspétrzednych (x,y)
przyporzadkowuje wtasnie punkt (x —y,x+y)?
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jest postaci x —y = ¢, to punkty nalezy posortowaé wzgledem wartosci x +y. W nowym
uktadzie oznacza to, ze punkty na prostych pionowych nalezy posortowaé wzgledem
rzednych. Dla prostych postaci x +y = d punkty przecigcia nalezy posortowaé wzgledem
warto$ci x —y. W nowym ukladzie przenosi si¢ to na sortowanie punktéw na prostych
poziomych wzgledem odcigtych.

OtrzymaliSmy wigc pierwszy algorytm, ktéry pozwala na rozwigzanie zadania.

Algorytm I

Przyjmijmy, ze wspélrzegdne wierzchotkow sg przechowywane odpowiednio w tablicach
x[1..n] oraz y[l..n]. Graf bedziemy budowali w stowniku sqsiedzi, ktéry wspéirzgdnym
punktu kratowego obwodu bedzie przypisywal jego listg sasiadéw w grafie G (tzn.
liste wspotrzednych punktéw kratowych obwodu, z ktérymi dany punkt jest potaczony
krawegdzia). Aby wykonaé sortowanie punktéw na prostej, bedziemy potrzebowali jeszcze
pomocnicze] tablicy srt[l1..MAXL], gdzie MAXL oznacza maksymalna liczb¢ punktéw
kratowych na krawedzi (czyli 300000). W tablicy tej bedziemy zapisywali wspotrzedne
punktéw przecigcia z obwodem B prostych skosnych w kazdym z dwéch kierunkow.

Przyjmijmy, ze funkcje pomocnicze sortuj_wzgledem_sumy(L : integer) oraz
sortuj_wzgledem_r6znicy(L : integer) sortuja pierwsze L rekordéw w tablicy sr[1..MAXL],
postugujac si¢ przy poréwnaniach wartosciami odpowiednio x +y lub x — y.

Otrzymujemy zatem nastgpujacy algorytm budowania grafu:

1: { Znajdujemy ekstremalne parametry prostych ci, ¢z, di i da. }
2: ¢ = dy = oo

3 ¢y = dy = —oo

4: for i :=1 to n do

5: begin

6: if x[i] —y[i] <c then ¢ :=x[i] —y[i];

7. if x[i] —y[i] > c2 then c; :=x[i] —y[i];

8. if x[i]+y[i] <di then d := x[i]+y[i];

9. if x[i]+y[i] > d» then dy := x[i] +y[i];

10: end

11: { Dla kazdej prostej przecinajacej wielokat }
12: { wyznaczamy zawarte w niej krawedzie grafu G. }
13: for ¢ := ¢; to ¢, do

14: begin
15:  { L oznacza liczb¢ znalezionych w danym kroku przecigé. }
16: L = 0;

17 { Rozwazamy prosta x—y=c. }
18 { Znajdujemy wszystkie jej punkty przecigcia z obwodem wielokata. }
19: for i :=1 to n do

20:  begin

21: { Badamy bok migdzy wierzchotkami i oraz (i mod n)+1. }
22: next_i = (i modn)+1;

23: if bok (i, next_i) przecina si¢ z prosta x —y = c then

24: begin

25: L :=L+1;
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26: srt[L] := punkt_przecigcia(bok (i, next_i), prosta x — y=0o)*
27: end
28: end

29:  { Sortujemy przecigcia srt[l..L] wzglgdem wartosci x+y. }
30: sortuj_wzgledem_sumy(L);

31:  { Usuwamy wszystkie pozostale punkty otarcia, }

32:  { czyli te punkty, ktére wystepuja dwa razy obok siebie. }

33 Lp = 1;

34: =1

35:  while i <L do

36: if i<L and srt[i] =srt[i+1] then i = i+2
37: else

38: begin

39: srt[Lp] = srt[i];

40: i=1i+1;

41: Ly, = [h+1;

42: end

43: L = Ly;

44:  { Wyznaczamy krawedzie. }

45: i:=1;

46:  while i <L do

47:  begin

48: dodaj_do_listy(sasiedzi[srt[i]], srt[i+1]);
49: dodaj_do_listy(sqsiedzi[srt[i+ 1]], srt[i]);
50: i =1i+2;

51:  end

52: end

53: for d := d; to d do

54: begin

55:  { Powtarzamy wszystko analogicznie dla prostej x+y=d, }
56:  { sortujac wzgledem réznicy x —y zamiast wzgledem sumy. }
57: e

58: end

Powyzsza procedura konstruuje graf G, ktéry wystarczy tylko przeszukaé, aby znalezé
pary wierzchotkéw odpowiadajace koncom Sciezek.

Przeanalizujmy zlozono$¢ tego algorytmu. Niech / oznacza liczbg punktéw kratowych na
obwodzie wielokata. Dla kazdej prostej przecinajacej wielokat (moze by¢ ich potencjalnie
O(1)) sprawdzamy wszystkie boki (jest ich O(n)) w celu wykrycia mozliwych przecigé. Tak
wigc samo wyznaczanie przecie¢ ma w tej metodzie koszt O(n-1). Koszt wykonywanych
dwéch sortowar to O(1 -logl), jezeli uzyjemy jednego z szybkich algorytméw sortowania’.

Trzeba jeszcze uwzglednic¢ operacje na stowniku sqgsiedzi, ktére sa wykonywane O(1) razy.

4Przy wyznaczaniu przecie¢ zaktadamy, ze odcinki zawieraja ten z dwéch koncéw, ktéry ma mniej-
sza wartoS¢ x — y, za$§ drugiego nie zawieraja. Dzigki temu tatwo jest odsia¢ punkty otarcia, gdyz sa
one albo wykrywane jako przecigcia dwukrotnie, albo w ogéle, podczas gdy kazde inne przecigcie jest
wykrywane dokladnie raz.

5Np. MergeSort badZ HeapSort — oba algorytmy sa opisane w [17] i w [20].
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Struktury stownikowe mozna tak zaimplementowaé, aby kazda operacja na nich miata koszt
O(log1)®. Jednak nawet tak finezyjna ich realizacja niewiele nam pomoze, gdyz sumaryczna
ztozono$¢ algorytmu juz i tak wynosi O(n-1), co w naszym wypadku jest kosztem zbyt
duzym.

Jezeli jednak powrécimy do wspomnianego wczesniej przeksztatcenia uktadu wspéirzed-
nych (x,y) w uktad (x —y,x+y), to mozemy znaleZ¢ sposéb na przyspieszenie algorytmu. ..

Rozwigzanie wzorcowe

Zamiast przyktada¢ do kazdej prostej kazdy bok wielokata, zeby sprawdzié, czy aby
przypadkiem si¢ nie przetna, mozemy przetwarza¢ zaréwno proste, jak i mozliwe punkty
przecigcia w pewnych analogicznych do siebie porzadkach. Przeciez kazdy z mozliwych
punktéw przecigcia, czyli punktéw kratowych na obwodzie wielokata, jest punktem
przecigcia dla pewnej prostej. Tak wigc zamiast szukaé przecigé prostych z poszczegdlnymi
bokami, mozemy wzia¢ wszystkie punkty kratowe pojawiajace si¢ na obwodzie i przetwarzac
je w takiej kolejnosci, w jakiej pojawiatyby si¢ w poprzednim algorytmie. Jaka to kolejno$¢?

Skupmy si¢ na pierwszym kierunku prostych (x —y = ¢). Punkty kratowe obwodu
sa tam przetwarzane w blokach odpowiadajacych kolejnym wartosciom ¢ (dla kolejnych
prostych). W kazdym za§ z tych blokéw sg one sortowane wzgledem warto$ci x+y. Tak wiec
szukany porzadek to punkty posortowane w pierwszej kolejnosci wzgledem ,,wspétrzgdnej”
x —y, za§ w drugiej kolejnosci (tzn. w przypadku takich samych warto$ci x — y) wzgledem
,Wspotrzednej” x + y.

Analogicznie postgpujemy dla prostych biegnacych w kierunku prostopadtym do
poprzedniego (czyli prostych postaci x +y = d) — punkty kratowe obwodu sg przetwarzane
w porzadku posortowanym w pierwszej kolejnosci wzgledem x + y, za§ w drugiej kolejnosci
wzgledem x —y.

Mozemy wigc na samym poczatku analizy kazdego z dwoéch kierunkéw prostych
posortowaé wszystkie punkty kratowe na obwodzie w odpowiedni sposéb, a nastgpnie
przetwarza¢ je w tak otrzymanym porzadku doktadnie taka sama metoda jak poprzednio.
Troche wigcej uwagi trzeba jednak w tej sytuacji po§wigci¢ odréznianiu otaré od przebic.
Zauwazmy jednak, ze jezeli analizujemy punkty posortowane w pierwszej kolejnosci
wzgledem jednej z naszych przeksztatconych ,,wspétrzednych” (x —y lub x +y), a nastgpnie
wzgledem drugiej, to punkt kratowy obwodu jest punktem otarcia wtedy i tylko wtedy, gdy
jego sasiedzi na obwodzie wielokata (tj. poprzedni i nastgpny punkt kratowy) maja takie
same wartoSci pierwszej ,,wspotrzednej”. Analiza kilku mozliwych przypadkéw potwierdza
prawdziwos¢ tego spostrzezenia, a jego prostota bardzo utatwi nam implementacje.

Algorytm II — wzorcowy

W tablicach brzeg_x[1..MAXL], brzeg_y[l..MAXL] zapisujemy wszystkie punkty kratowe
obwodu, ktére nastgpnie bedziemy sortowac. Funkcje sortujace w tym algorytmie dziataja
podobnie jak poprzednio na tablicy srf[1..MAXL], ktéra jednak tym razem zawiera tylko
indeksy punktéw na obwodzie w odpowiednio posortowanej kolejnosci.

Przy konstrukcji grafu od razu okre§lamy dla kazdego punktu, czy jest on punktem otarcia
w kazdym z kierunkéw. W tablicach wartosci logicznych otarcie_dla_sumy[l..MAXL) oraz

0 tym, jak to zrobié, mozna przeczyta¢ w [17] lub w [20].
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otarcie_dla_rdznicy[1..MAXL] zapisujemy dla kazdego punktu, czy jest on otarciem dla
prostych w kierunku x+y = d oraz w kierunkux —y = c.

W tablicy warto$ci logicznych wierzchotek[1..MAXL| pamigtamy, czy dany punkt
kratowy obwodu jest wierzchotkiem wielokata czy nie. Natomiast w tablicy wartoSci
logicznych odwiedzony[l..MAXL|, wypelnionej poczatkowo wartosciami false, bedziemy
zaznaczaé, ktére z punktéw kratowych obwodu wielokata zostaly odwiedzone przy
przeszukiwaniu grafu — ostatniej fazie algorytmu, majacej na celu wypisanie wszystkich
zadanych par wierzchotkéw. Tak naprawde wystarczy jako odwiedzone zaznaczaé tylko
wierzchotki wielokata, czyli konce Sciezek, i tak tez bgdziemy robi¢ w ponizszym algorytmie.

Zmienia si¢ takze reprezentacja grafu. Nie potrzebujemy juz list sasiadow w postaci
stownikéw — dla kazdego wierzchotka wystarczy nam zwykla tablica indeksowana
numerami punktéw na obwodzie, poniewaz zbiér tych punktéw jest okreslany wspdlnie dla
obu kierunkéw prostych.

1: { Znajdujemy wszystkie punkty kratowe na obwodzie. }
2: L :== 0

3: for i :=1 to n do

4: begin

5. { Punkty kratowe na boku (i, (i mod n)-+1).}

6: next_i := (imodn)+1;

7.k := max(abs(x[i] — x[next_i]), abs(y[i] —y[next_i]));
g8 for j :=1 to k do

9:  begin

10: L =L+1;

11: brzeg_x[L] = (x[i]- (k— j) +x[next_i]- j)/k;

12: brzeg_y[L] = (y[i]- (k— j)+ y[next_i] - j)/k;

13: wierzchotek[L] = (j =k);

14:  end

15: end

16: { Zaznaczamy wszystkie punkty otaré. }
17: for i := 1 to L do

18: begin

19: next_i = i+1;

20: if next_i > n then next_i = 1;

21:  prev_i = i—1;

22:  if prev_i=0 then prev_i = n;

23:  otarcie_dla_rdznicyli] =

24: (brzeg_x|prev_i] — brzeg_y|[prev_i| = brzeg_x[next_i] — brzeg_y[next_i]);
25:  otarcie_dla_sumyli] =

26: (brzeg_x|prev_i] + brzeg_y|prev_i] = brzeg_x[next_i| + brzeg_y[next_i));
27: end

28: { Analizujemy proste postaci x—y=c. }
29: { Sortujemy w pierwszej kolejnosci po x—y, a w drugiej po x+y. }
30: { Wykonujemy to przez dwukrotne sortowanie — drugie musi by¢ stabilne! }’

"Sortowanie stabilne nie zmienia wzglednej kolejnosci elementéw réwnych. Jesli drugie z wyko-
nanych sortowan jest stabilne, to posortowanie najpierw wzgledem x + y, a poéZniej wzgledem x — y
daje ciag posortowany w pierwszej kolejnosci wzglegdem x—y, a w drugiej wzglegdem x4 y. Naturalne,
stabilne algorytmy sortowania to: sortowanie przez zliczanie, kubetkowe czy MergeSort. Jednak takze
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31: for i == 1 to n do srt[i] = i;

32: sortuj_wzgledem_sumy(L);

33: sortuj_wzgledem_réznicy(L);

34: { Laczymy punkty niebgdace otarciami w pary, tworzac krawedzie grafu G. }
35 1 = 0;

36: while i <L do

37: begin

38:  do i :=i+1 while i <L and otarcie_dla_réznicy[srt]i]];
39:  poczqtek = i

40:  do i :=i+1 while i <L and otarcie_dla_rdéznicy[srtli]];
41:  koniec = i

42:  if koniec < L then

43:  begin

44: dodaj_do_listy(sasiedzi[srt[poczatek]], srtlkoniec]);

45: dodaj_do_listy(sqsiedzi[srt[koniec]], srt[poczatek]);

46:  end

47. end

48: { Powtarzamy wszystko analogicznie dla prostych postaci x+y=d. }
49:

50: { Mozemy umiesci¢ 5 par urzadzen. }

51: wypisz(n/2);

52: { Przeszukujemy wszystkie Sciezki w grafie i wypisujemy zadane pary. }
53: for i := 1 to L do

54:  if wierzchotek[i] and not odwiedzonyli] then

55:  begin

56: last_j := i,

57: J = poczatek_listy(sqsiedzi[i]);

58: while rozmiar_listy(sgsiedzi[j]) = 2 do

59: begin

60: if poczatek_listy(sqsiedzi[j]) = last_j then
61: begin

62: last_j = j; j = koniec_listy(sqsiedzi[j]);
63: end else

64: begin

65: last_j := j; j := poczatek_listy(sgsiedzi[}]);
66: end

67: end

68: odwiedzonel[i] := true;

69: odwiedzone[]] := true;

70: wypisz(i, j);

71:  end

Przeanalizujmy ztozono$¢€ tego algorytmu. Wyznaczenie wszystkich punktéw kratowych
obwodu i oznaczenie, ktére z nich sa otarciami, ma koszt O(l). Sortowania wymagaja

kazdy z innych algorytméw sortowania, w tym QuickSort i HeapSort, mozna fatwo przeksztatci¢
w stabilny.
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O(l-log!) operacji. Nastegpnie taczenie punktéw obwodu w pary ma koszt liniowy ze wzgledu
na ich liczbg, czyli O(l). Tak wigc sumaryczna ztozono$¢ tego algorytmu to O(! -logl), co
przy ograniczeniach z zadania w zupetnosci wystarcza.

Rozwiazanie wzorcowe zostato zaimplementowane w plikach szk. cpp (bez uzycia STL),
szkl.pas, szk2.cpp (z uzyciem STL) oraz szk4. java.

Inne rozwigzania

Oprécz wyzej podanych rozwiazan istnieje wiele innych wolniejszych. Tutaj wspomnimy
0 dwoch z nich.

W bardzo bezposrednim podej$ciu do rozwigzania zadania mozna wykona¢ symulacje
biegu promienia z kazdego wierzchotka ,.krok po kroku”. Mozna ja wykonywac na dwa
sposoby.

Symulacja I

Pierwszy z nich polega na symulowaniu ruchu promienia pomig¢dzy kolejnymi punktami
kratowymi obwodu. W tym podejsciu musimy jednak przy kazdym kroku przegladaé
wszystkie boki wielokata, aby sprawdzi¢, z ktérym z nich nastgpuje kolejne przecigcie
promienia. Poniewaz takie sprawdzenie potencjalnie moze by¢ wykonywane dla kazdego
punktu kratowego obwodu, to ztozonoscig takiego rozwigzania jest O(n-1).

Tego typu rozwigzania otrzymywaly okoto 18 punktéw. Przyklad realizacji tego
podejscia znajduje si¢ w pliku szks3. cpp.

Symulacja I

Drugie podejscie polega na symulacji ruchu promienia pomigdzy wszystkimi punktami
kratowymi wewnatrz wielokata, a nie tylko na obwodzie. @ Po starcie z danego
wierzchotka przesuwamy pozycje promienia §wietlnego w kazdym kroku o jeden na kazdej
ze wspotrzednych (w odpowiednim kierunku).

W kazdym kroku musimy wtedy badaé, czy nie trafiliSmy w wierzchotek lub obwdd
wielokata. Mozemy robié to bezposrednio, przegladajac wszystkie wierzchotki. Poniewaz
kazdy punkt kratowy wewnatrz wielokata zostanie w tym podejSciu odwiedzony co najwyzej
4 razy (w czterech kierunkach), to metoda ta ma ztozonos$¢ O(S 1), gdzie S — pole wielokata.
Rozwiazanie to znajduje si¢ w pliku szks2.cpp.

Aby usprawni¢ sprawdzanie przecig¢ promienia z obwodem, mozemy na poczatku
wykonywania algorytmu umiesci¢ wszystkie punkty kratowe obwodu oraz wszystkie
wierzchotki w dwdch zréwnowazonych drzewach BST (na przyktad drzewach czerwono-
czarnych zaimplementowanych w C++ w bibliotece STL pod nazwa set). Dzigki temu
sprawdzenie przynalezno$ci punktu do obwodu oraz sprawdzenie, czy jest on wierzchotkiem,
mozemy wykonywaé w czasie O(logl). wigc otrzymamy algorytm o ztozonosci O(S - logl).
Zostal on zaimplementowany w pliku szks1.cpp.

Rozwiazanie to jest bardzo wydajne dla matych testéw, jednak dla testéw z dodanym do
wielokata fragmentem o duzym (rzedu kilkuset miliondw) polu jest bardzo nieefektywne.
Programy zaimplementowane w ten sposob otrzymywaty okoto 30 punktéw.
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Testy

Programy zawodnikéw byly testowane na zestawie 15 testow.

Nazwa n 1 Opis
szkl.in 380 796 | maty test poprawnosciowy
szk2.in 840 2016 | maty test poprawnosSciowy

szk3.in 4310 9540 | maty test poprawnosciowy

szk4.in 7302 17026 | maty test poprawnosciowo-wydajnosciowy
szk5.in 1512 10188 | maty test poprawnosciowy

szk6.in 14404 | 92714 | Sredni test poprawnosciowy

szk7.in 16002 | 107762 | Sredni test poprawnosciowy

szk8.in | 24748 | 120354 | Sredni test poprawnosciowy

szk9.in | 32610 | 225910 | duzy test poprawnosciowy

szkl10.in | 12008 | 250558 | duzy test poprawnosciowy

szkll.in | 43666 | 295342 | duzy test poprawnosciowo-wydajnosciowy
szki2.in | 93004 | 289242 | duzy test wydajnoSciowy

szki3.in | 97328 | 290010 | duzy test wydajnoSciowy

szkl4.in | 84722 | 261730 | duzy test poprawnosciowo-wydajnosciowy

szkl5.in | 28654 | 285884 | duzy test poprawnosciowo-wydajnosciowy

Testy 1-4 sg obrazami narysowanymi za pomoca programu gimp przeksztatconymi do
formatu z tresci zadania. Pozostate testy byly tworzone przez kombinacj¢ réznego rodzaju
sposobéw generowania fragmentéw obwodu wielokata spelniajacego warunki zadania
i dodawanie do niego artefaktow. Wsréd artefaktow byty:

»schodki” — struktura polegajaca na naprzemiennych krokach losowej dtugosci
w okreslong strong, za pomoca ktérej mozna budowa¢ dtugie fragmenty obwodu;
Krzyze” — rekurencyjnie zaglebiajaca si¢ struktura fraktalna;

,,spirale” — rekurencyjna struktura w petni oddajaca ksztattem swoja nazwe;
,falbanki” — losowo ,,poszarpany” fragment obwodu;

,Josowa tuleja” — struktura polegajaca na wytworzeniu waskiego korytarza o losowym
brzegu;

»tuleja” — struktura polegajaca na powtdérzeniu pewnego fragmentu figury wiele razy
i wytworzeniu w ten spos6b dlugiego korytarza, w ktérym kilka promieni odbija sig¢
wielokrotnie w nietrywialny sposéb.

W testach 6-15 dodatkowo zadbano, aby figura miata duze pole, co umozliwito odsianie
rozwiazan nieefektywnych o ztozonosci zaleznej od tej wielkosci.
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Piotr Zielinski Marek Cygan

Tres$¢ zadania, Opracowanie Program

Ol, Etap II, dzien prébny, 6.02.2008

Blokada

W' Bajtocji znajduje sie dokladnie m miast.  Miedzy niektorymi parami miast biegng
dwukierunkowe drogi. Poza miastami nie ma skrzyZowan, lecz mogq istnie¢ mosty, tunele
1 estakady. Miedzy kazdymi dwoma miastami moze istnie¢ co najwyzej jedna droga. Z kazdego
miasta da sie dojechaé¢ — bezposrednio bgdz tez posrednio — do kazdego innego.

W' Ekazdym mieScie mieszka dokladnie jeden mieszkaniec.  Mieszkancom doskwiera
samotnosé. Okazuje sie, Ze kazdy z mieszkancéw chce odwiedzié kazdego innego w jego
miescie, i to dokladnie raz. A zatem powinno odbyé sie n- (n— 1) spotkan.  Tak,
tak, powinno. Niestety w Bajlocji trwajqg protesty programistow, domagajgcych sie
wprowadzenia interwencyjnego skupu oprogramowania.  Programisci planujg, w ramach
protestu, zablokowanie mozliwosci wjezdzania do jednego z miast Bajtocji, wyjezdzania z niego
i przejezdiania przez nie. Zastanawiajq sie teraz, ktore miasto wybraé, tak aby jak najbardziej
uprzykrzyc Zycie mieszkancom Bagtocyi.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta ze standardowego wejscia opis sieci drog Bajtoci,

o dla kazdego miasta obliczy, ile spotkan nie mogloby sie odbyé, gdyby owe miasto zostato
zablokowane przez programistow,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

W pierwszym wierszu wejscia znajduje sie dwie liczby naturalne oddzielone pojedynczym
odstepemn: n oraz m (2 <n < 100000, 1 < m < 500000) oznaczajgce odpowiednio liczbe
miast oraz liczbe drog. Miasta sq ponumerowane od 1 don. W kolejnych m wierszach znajdujg
sie opisy drdg. Kazdy opis sklada sie z dwdch liczb a oraz b (1 < a <b< n) oddzielonych
pojedynczym odstepem i oznacza, Ze istnieje droga miedzy miastami o numerach a i b.

Wyjscie

Twdj program powinien wypisaé doktadnie n liczb naturalnych, po jednej w wierszu. W i-tym
wierszu powinna znaleZé sie liczba spotkan, ktore nie odbylyby sie, gdyby programisci
zablokowali miasto nr i.
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Blokada
Przyktad

Dla danych wejsciowych:
2
5

W s, NN e o
g W w N

poprawnym wynikiem jest:
8

8

16

14

8

Rozwigzanie

Analiza problemu

Nawet poczatkujacy uczestnik Olimpiady domyS§la si¢ z pewnoscia, ze skoro w zadaniu
jest mowa o miastach potaczonych drogami, to rozwiazania nalezy szukaé w teorii graféw.
Tak jest w istocie — na Bajtocj¢ mozemy patrzeé jak na graf nieskierowany G, w ktérym
miasta sa wierzchotkami, a drogi krawedziami. Powiemy, ze wierzchotek v jest osiagalny
z wierzcholka u, jedli istnieje w grafie G Sciezka zaczynajaca si¢ w u i koficzaca sig w v.

G jest grafem spéjnym i nieskierowanym, co oznacza, ze wszystkie wierzchotki sa
wzajemnie osiagalne. Dla kazdego wierzcholka x chcemy znalezé wynik[x] — liczbe takich
par (u,v), ze po usunigciu z G wierzchotka x (wraz z incydentnymi krawgdziami) v nie bedzie
osiagalne z u.

Bezposrednia symulacja

Sprébujmy rozwiaza¢ zadanie bezpoSrednio. Aby obliczy¢é wynik dla wierzchotka x,
usuniemy go z grafu, a nastepnie dla wszystkich par (u,v) sprawdzimy, czy sg one
wzajemnie osiagalne. Takie sprawdzenie mozemy wykonac, przeszukujac graf dowolng
metoda, np. DFS. Ztozono$¢ testu dla jednej pary (u,v) bedzie wéwczas réwna O(n + m).
Obliczenie wyniku dla jednego wierzchotka wymaga przeprowadzenia O(n?) sprawdzer,
czyli obliczenia dla catego grafu G zajma czas O(n® - (n +m)). Patrzac na rozmiar danych
wejsciowych, dochodzimy do wniosku, ze to stanowczo za wolno.



Blokada
Rozwigzanie wolne

Para wierzchotkéw u, v jest wzajemnie osiagalna w grafie G wtedy i tylko wtedy, gdy oba
znajduja si¢ w tej samej spdjnej sktadowej. GdybySmy znali rozmiary spdjnych sktadowych,
na ktdre rozpada si¢ G po usunigciu z niego wierzchotka x, moglibySmy w prosty sposéb
obliczy¢ dla niego wynik:

k
wynik|x] ::Zo(n—l)+2si~(n—l—s,-) (1)

i=1
gdzie s; to rozmiary spéjnych sktadowych grafu z usunigtym wierzchotkiem x, a k to
liczba owych sktadowych. Pierwszy sktadnik w powyzszym wzorze to oczywiscie liczba
,Luniemozliwionych” przez blokady spotkan ,,mieszkafica” wierzchotka x z wszystkimi
pozostalymi.  Nastgpnie, i-ty skiadnik sumy to liczba ,,uniemozliwionych” spotkan

,mieszkancow” i-tej sktadowej z ,,mieszkancami” z pozostatych sktadowych.

Rozmiary spdjnych sktadowych mozemy tatwo wyznaczyé, korzystajac np. z przeszuki-
wania grafu w glab (czyli ponownie DFS). W ten sposéb obliczamy odpowiedZ dla kazdego
wierzchotka w czasie O(n+m), co daje taczna ztozonos¢ czasowa algorytmu O(n - (n+m)).
Algorytm ten uzyskiwat okoto potowy wszystkich punktéw. Jego implementacja znajduje si¢
w pliku blos4.cpp.

Rozwigzanie wzorcowe

Nietrudno zauwazy¢, ze interesuja nas tak naprawde te wierzchotki, po usunigciu ktérych G
rozpada si¢ na wigcej niz jedna spdjna sktadowa — dla pozostalych wierzchotkéw wynik
jest téwny 2 - (n—1). Wierzchotki takie w teorii graféw nazywa si¢ punktami artykulacji.
Okazuje sig, ze wszystkie punkty artykulacji grafu mozemy znalezé w czasie O(n + m),
korzystajac z procedury przeszukiwania w glab (znowu DES).

W tym miejscu warto przypomnie¢ pewne pojgcia wystgpujace w tej procedurze.
Przeszukiwanie rozpoczynamy w wybranym wierzchotku, ktéry nazwiemy korzeniem.
W trakcie przeszukiwania, gdy po raz pierwszy odwiedzamy jaki§ wierzchotek, to
wchodzimy do niego z wierzchotka, ktéry nazwiemy jego ojcem. Tak zdefiniowany
korzefi i pojecie ojca wyznaczaja drzewo przeszukiwania, inaczej drzewo DFS. W trakcie
przeszukiwania, bedac w wierzchotku v, staramy si¢ odwiedzi¢ wszystkich sasiadéw v
z wyjatkiem jego ojca. Gdy okazuje si¢, ze sasiad u byl juz odwiedzony, to krawedz
(v,u) nazywamy krawedziq powrotng. Ostatecznie w wyniku przeszukania grafu metoda
DFS kazda krawedZ zostaje sklasyfikowana albo jako drzewowa, albo powrotna, tzn.
kazda krawedzZ laczy jaki§ wierzchotek z pewnym jego potomkiem w drzewie DFS. To
w szczegdlnoSci oznacza, ze nie ma tzw. krawedzi skosnych, czyli taczacych wierzchotki
z réznych poddrzew DFS.

Dodatkowo, w trakcie przeszukiwania mozemy ponumerowaé wierzchotki grafu zgodnie
z kolejnoscia, w jakiej je po raz pierwszy odwiedzamy. Kolejno$¢ ta jest zgodna z porzadkiem
preorder w drzewie przeszukiwan, a warto§¢ przypisana wierzchotkowi v oznaczymy
numer[v].
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W trakcie procedury DFS mozemy wyznaczy¢ sporo innych ciekawych wlasnosci drzewa
przeszukiwan i grafu, w szczegélnosci dla kazdego wierzchotka v mozemy obliczy¢ wartos§é
funkcji low zdefiniowanej jako:

low[v] = min{numer(u) | zv dasi¢ dojs¢ do u, idac krawedziami drzewa
przeszukiwania w dél, a nastgpnie co najwyzej
raz krawedzia powrotna }.

Aby troche lepiej zrozumie¢ sens powyzszej definicji, przyjrzyjmy si¢ pseudokodowi
zmodyfikowanej procedury DFS, za pomoca ktérej mozna wyznaczy¢ low[v] (i oczywiscie
takze numer|v]) dla kazdego wierzchotka v grafu G.

1: nr:=0; {zmienna pomocnicza do numeracji preorder }
2: odwiedzony :=(false dla kazdego wierzchotka);

3: procedure DFS(v, ojciec)

4: { Wywotanie: DFS(korzeri, nieistniejacy_wierzchotek). }
5. begin

6:  odwiedzony|v] :=true;

7. nr:=nr+1; numer|y] :=nr;

8 low]y] := numer|v];

9. for u € Sasiedzi(v) do

10: if u # ojciec then begin

11: if not odwiedzony[u] then begin
12: DFS(u, v);

13: low[v] := min(low[v],low[u]);
14: end else

15: low|v] := min(low[v], numer[u]);
16: end

17: end

Dla kazdego wierzchotka v, low[v] wyznaczamy w wywolaniu rekurencyjnym odpowia-
dajacym v. Zaczynamy od low[v] = numer|v] (wiersz 8.), a nastgpnie prébujemy t¢ warto$¢
jak najbardziej zmniejszy¢. W tym celu analizujemy wszystkie wierzchotki u sasiadujace z v
rézne od jego ojca i dla kazdego z nich sprawdzamy, czy mozna poprowadzi¢ przez niego
Sciezke z v typu najpierw w dot drzewa, a potem co najwyzej jedna krawed? powrotna do
wierzchotka o mniejszym niz dotychczas znalezione numerze preorder. Jezeli analizowany
wierzchotek u jest juz odwiedzony (wiersz 15.), to mamy krawedZ powrotna, a zatem je-
dyna Sciezka spetniajaca opisane warunki jest v — u, prowadzaca do wierzchotka o numerze
numer[u]. Jezeli za$ u nie jest odwiedzony (wiersze 12.-13.), to u znajdzie si¢ w poddrzewie
drzewa DFS ukorzenionym w v, czyli krawedZ (v, u) prowadzi w dét drzewa. To oznacza, ze
szukang Sciezke z v mozemy otrzymaé, przedtuzajac o krawedZ (v,u) dowolna Sciezke spet-
niajaca nasze kryterium wychodzaca z u — najlepsza z tych sciezek prowadzi do wierzchotka
o numerze low[u]. W momencie odwiedzenia v wierzchotek u nie jest jeszcze odwiedzony,
wigc musimy najpierw wykona¢ z niego rekurencyjnie przeszukiwanie (wiersz 12.), aby war-
to$¢ low[u] zostata policzona.



Blokada

Jaki jest zwigzek miedzy funkcja low a punktami artykulacji? Okazuje sig, ze v jest
punktem artykulacji G wtedy i tylko wtedy, gdy:

e jezeli v nie jest korzeniem, to istnieje syn u wierzchotka v w drzewie DFS, dla ktérego
zachodzi nier6wnos¢ low(u] > numer|v);

e jezeli v jest korzeniem, to v ma co najmniej dwéch synéw w drzewie DFS.

Zastanowmy si¢ najpierw nad pierwszym z powyzszych podpunktéw. Jesli zachodzi
nieréwnos$¢ low|u] > numer[v], to w wyniku usunigcia z grafu G wierzchotka v, u znajdzie si¢
w odrgbnej sktadowej wraz z ukorzenionym w nim poddrzewem DFS. Dlaczego? Poniewaz
z zadnego wierzchotka w poddrzewie o korzeniu u nie wychodzi krawedZ powrotna do
zadnego przodka wierzchotka v (oraz dlatego, ze w drzewie DFS nie ma krawedzi skosnych).
Faktycznie, gdyby jaka$ krawedZ powrotna istniata, to wéwczas zachodzitaby nieréwnosé
low[u] < numer[v]. Rozumujac podobnie dla wszystkich wierzchotkéw u spetniajacych
nieréwnos$¢ low(u] > numer[v], otrzymamy, ze usunigcie v spowoduje, ze znajda si¢ one wraz
z ukorzenionymi w nich poddrzewami DFS w osobnych spéjnych sktadowych, a reszta grafu
znajdzie si¢ w jednej, osobnej sktadowej. To w szczegdélnosci oznacza, ze jezeli nie istnieje
zaden u spelniajacy opisang nier6wnos¢, to usunigcie v nie rozspdjni G.

Przedstawiona argumentacja nie dziata oczywiscie, jezeli v jest korzeniem — stad druga
czg$¢ powyzszego kryterium. Jej uzasadnienie jest catkiem proste. Jezeli korzerh ma tylko
jednego syna w drzewie DFS, to oczywiScie jego usunigcie nie rozspdjni grafu. Z kolei
jezeli synéw korzenia jest wigcej, to poddrzewa DFS w nich ukorzenione nie sa potaczone
zadnymi krawedziami, gdyz bytyby to krawegdzie skosne, a takich w przeszukiwaniu DFS nie
ma. To oznacza, ze usunigcie korzenia powoduje w tym przypadku rozktad grafu na sktadowe
odpowiadajace wilasnie tym poddrzewom.

Dzigki zastosowaniu funkcji low potrafimy zatem rozpozna¢ w grafie punkty artykulacji
i oblicza¢ wynik zgodnie ze wzorem (1) jedynie dla nich. Nie polepsza to niestety
ztozonosci pesymistycznej rozwiazania, ktéra wynosi nadal O(n - (n + m)), ale pozwala
w niektérych przypadkach przyspieszy¢ rozwiazanie i wskutek tego zdoby¢ nieco wigcej
punktéw. Implementacje tego pomystu mozna znalezé w pliku blos3. cpp.

Maksymalng liczbg punktéw mozna zdoby¢, jesli poczyni si¢ jeszcze jedno spostrzezenie.
Juz wczesniej zauwazyliSmy, ze spdjne sktadowe grafu G powstale po usunigciu z niego
pewnego wierzchotka to (poza ewentualnie jedng) pewne poddrzewa DFS. Procedure DFS
mozna tatwo zmodyfikowaé tak, by przy okazji przechodzenia grafu obliczaé jednoczesnie
dla kazdego wierzchotka rozmiar poddrzewa DFS w nim ukorzenionego (przeprowadzenie
tej modyfikacji pozostawiamy Czytelnikowi jako éwiczenie). JeSli mamy juz t¢ informacije
(oraz policzong funkcje low), to bez trudu mozemy dla kazdego punktu artykulacji v obliczyé
wynik za pomoca wzoru (1), zalozywszy na przyktad, ze sy, ...,sr—1 ze wzoru odpowiadaja
pewnym poddrzewom DFS ukorzenionym w synach wierzchotka v, natomiast

Sk:n—l—S]—...—Sk_l

(jezeli v jest korzeniem, to sy = 0). Rozwiazanie takie przechodzi wszystkie testy i mozna
je znalez¢é: zaimplementowane w C++ w pliku blo.cpp, w Pascalu — w pliku blo2.pas
oraz w Javie — w pliku blo3. java. Dziala oczywiscie w czasie O(n + m), gdyz wymaga
zaledwie jednego przeszukania DFS grafu.

105



106

Blokada

Wszystkie przedstawione w tym opracowaniu rozwiazania maja ztozono$¢ pamigciowa
O(n+m), jako ze przechowuja graf w pamieci w postaci list sasiedztwa. Podczas imple-
mentacji rozwigzania nalezato zwréci¢ uwage na to, ze obliczenia nalezy przeprowadzad
na liczbach 64-bitowych, gdyz wynik dla pojedynczego wierzchotka moze by¢ nawet rzgdu
0o(n?).

Testy

Testy zostaly wygenerowane losowo. W ponizszym opisie n oznacza liczbe wierzchotkéw
w grafie, m — liczbe krawedzi, natomiast a — liczbe punktéw artykulacji w grafie.
Rozwigzania wolniejsze o zlozonosci O(n - (n + m)) przechodzity testy 1-5. Dzigki
zastosowaniu usprawnienia polegajacego na przeszukiwaniu grafu jedynie dla punktéw
artykulacji mozliwe byto réwniez zdobycie punktéw za test 6.

Nazwa n m a
blol.in 8 12
blo2.in 30 50
blo3.in 100 150 26
blo4.in 250 800 24
blo5.in 500 10000 22

blob.in 10000 | 90000 774
blo7.in 40000 | 100000 | 2937
blo8.in 100000 | 200000 | 6762
blo9.in 100000 | 350000 | 7260
blo10.in | 100000 | 500000 | 6946




Jakub Radoszewski, Wojciech Rytter Michat Pilipczuk

Tre$¢ zadania, Opracowanie Program

Ol, Etap II, dzien pierwszy, 7.02.2008

BBB

Bajtazar ma konto w Bajtockim Banku Bitowym (w skrécie BBB). Na poczgtku na koncie bylo
p, a na koncu q bajtalarow. Wszystkie transakcje polegaty na wplacie bgdZ wyplacie jednego
bajtalara. Bilans konta nigdy nie zszedl ponizej zera. Kasjer przygotowat wyciqg z konta: pasek
papiery z ciggiem pluséw i minusdw (plus oznacza wplate, a minus wyplate jednego bajtalara).
Okazalo sig, Ze operacje wykonywane na koncie nie zawsze byly poprawnie ksiegowane. Kasjer
nie moze wydrukowaé nowego wyciggu, lecz musi poprawic ten juz wydrukowany. Wycigg nie
musi byé zgodny z rzeczywisto$ciq; wystarczy, Ze cigg operacji na wyciggu bedzie spetniat
nastepujgce dwa warunki:

o saldo koricowe bedzie sie zgadzaé z saldem poczgtkowym i ciggiem operacji na wyciggu,
® :zgodnie z ciggiem operacji na wyciggu, saldo konta nigdy nie spadlo ponizej zera.

Twoim zadaniem jest policzenie minimalnego czasu, jaki kasjer potrzebuje na korekte wyciggu.
Kasjer moze:

e w ciggu T sekund zmieni¢ wybrang operacje na wyciggu na przeciwng, lub
e w ciggu y sekund przeniesé ostatnig operacje na poczgtek wyciggu.

Jeslip =2, q =3, to na przyklad ——++-+-++-+-+ jest poprawnym wyciggiem. Natomiast
wycigg ———++++++ nie jest poprawny, gdyz po trzeciej operacji saldo konta spadloby ponizej
zera, a ponadto saldo koncowe powinno wynosi¢ 3, a nie 5. Mozemy go jednak poprawic,
zmieniajgc przedostatni symbol na przeciwny i nastepnie przenoszgc ostatniq operacje na
poczgtek wyciggu.

Zadanie
Napisz program, ktory:

o wczyta ze standardowego wejicia aktualny wyglad wyciggu z konta Bagtazara (cigg
pluséw i minuséw) oraz liczby p, q, x iy,

e wypisze na standardowe wyjScie minimalng ilo$é czasu, potrzebng na takq korekte
wyciggu, zeby poczgtkowy i koricowy bilans zgadzaly sie oraz zeby saldo konta w Zadnym
momencie nie spadlo ponizej zera.

Wejscie

Pierwszy wiersz zawiera 5 liczb calkowitych n, p, q, x oraz y (1 < n < 1000000,
0<p,qg< 1000000, 1 <z,y< 1000), pooddzielanych pojedynczymi odstepami i oznaczajg-
cych odpowiednio: liczbe transakcji wykonanych przez Bajtazara, poczgtkowe i koricowe saldo
konta oraz liczby sekund potrzebne na wykonanie pojedynczej zamiany i przesuniecia operacji
na wyciggu. Drugi wiersz zawiera cigg n pluséw i/lub minusdw, niezawierajgcy odstepdw.
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Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawierac jedng liczbe catkowitq, réwng minimal-
nemu czasowt potrzebnemu na poprawienie wyciggu. Jesli wycigg nie wymaga poprawek, tg
liczbg powinno byé zero. Mozesz zalozyé, Ze odpowiedni cigg modyfikacji wyciggu bedzie istnial
dla kazdych danych testowych.

Przyktad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
92321 3

—— =ttt

Rozwigzanie

O co chodzi w zadaniu?

Przedstawmy zadanie BBB w nieco krétszy i przystgpniejszy sposob, co ulatwi nam
poszukiwanie jego rozwiazania. Mamy dany ciag a ztozony z pluséw i minuséw
(oznaczajacych odpowiednio plus jedynki i minus jedynki). Taki ciag wygodnie jest
przedstawi¢ jako wykres stanu konta w zaleznosci od czasu, na ktérym + jest zilustrowany
jako odcinek jednostkowy skierowany w goérg pod katem 45°, natomiast - jako podobny
odcinek, tyle ze skierowany w dét (przyktady takich wykreséw znajduja si¢ na rysunkach
w dalszej czgsci rozwigzania). Mamy do dyspozycji operacje zamiany znaku na przeciwny
(koszt x) oraz przesunigcia cyklicznego ciagu o 1, czyli przesunigcia ostatniego znaku na
poczatek (koszt y). ChceielibySmy doprowadzi¢ zadany wykres do postaci, w ktérej zaczyna
si¢ na wysokosci p, koriczy na wysokoSci g oraz nie schodzi nigdy ponizej zera. Dodatkowo,
mamy w zadaniu zagwarantowane to, Ze poszukiwane przeksztatcenie ciagu jest mozliwe.

Na skroty

Dla niecierpliwych Czytelnikéw juz na samym poczatku umieszczamy krétki opis algorytmu
rozwiazujacego niniejsze zadanie. Jesli to Wam wystarczy, to gratulujemy. W przeciwnym
razie zapraszamy do lektury dalszej czgsci opracowania, gdzie znajdziecie doktadne
omoéwienie tego rozwiazania.

Przypomnijmy, ze dla ciagu aj,as,...,a, ciag sum czeSciowych by,by,... b, jest
zdefiniowany (dla kazdego i) nastgpujaco:

bi=a1+ay+...+a;.
Algorytm wzorcowy

1. Wyznaczamy tablicg MinPrefSuma[0..n — 1]. MinPrefSumali] to minimalna sposréd
sum czgsSciowych ciagu a,—jy1,...,dn,41,. .. ,dy—;.
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2. Na podstawie powyzszej tablicy obliczamy tablicg ZamianyBezObrotéw[0..n — 1].
ZamianyBezObrotéw[i] to minimalna liczba zamian znakéw potrzebna, aby ciag
Apn—it1y---,an,a1,...,a,—; przeksztalci¢ w poprawny wyciag z konta.

3. Wyznaczamy wynik réwny:

min{x-ZamianyBezObrotéw[i]+y-i: 0 <i<n}.

Sposéb realizacji punktu pierwszego w ztozonosci czasowej O(n) zostat opisany w rozdziale
Ostatni problem. Zwiazek migdzy pierwszym i drugim punktem jest wyjasniony w rozdziale
Wersja ogdlna.  Spos6b wyznaczenia warto$ci ZamianyBezObrotéwl[i] na podstawie
MinPrefSuma[i] w czasie stalym (czyli realizacja punktu drugiego) znajduje si¢ w rozdziale
Latwiejszy problem.

Latwiejszy problem

Zastanawiajac si¢ nad rozwiazaniem niniejszego zadania, warto rozpoczaé od uproszczenia
problemu. Sprébujmy wigc najpierw ograniczy¢ zakres dopuszczalnych operacji na ciagu
i skupmy si¢ jedynie na takich przeksztatceniach, ktére polegaja tylko na zamianach znakéw.
W zwiazku z tym mozemy na jaki$ czas zapomnie¢ o kosztach operacji x, y i dazy¢ jedynie
do minimalizacji liczby wykonanych zamian. Niech

W = ZamianyBezObrotéw[0].

Pokazemy, ze wartos¢ W zalezy tylko od p i g oraz dwéch dodatkowych parametrow
wyjsciowego ciagu:
e r6znicy salda koficowego i poczatkowego, czyli sumy wszystkich plus jedynek i minus
jedynek z ciagu (s);
e minimalnej wartosci salda w ciagu, czyli najnizszego punktu na wykresie stanu konta
(mMh.
stan konta

2<k

p=lr- /\ /\/

10 11 12 13 14 16 17 18 19 ©za8

Rys. 1:  Przyktadowy wykres stanu konta w zaleznosci od czasu (n = 18, p = 1) dla wyciagu
+==—++-———+-++++-+. Dla tego wykresu mamy s = 0, m = —3. Wyciag z wykresu
jest btedny, gdyz wystepuja w nim ujemne salda.

! Warto zauwazyé, ze m = MinPrefSuma[0] 4 p. Pozwala to §ledzi¢ zwiazek aktualnych rozwazaii z przedsta-
wionym na poczatku algorytmem.
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Aby skorygowac ciag operacji, musimy zapewni¢ wilasciwe saldo na koficu i nieujemny
stan konta w catym okresie, ktérego dotyczy wyciag. Policzymy najpierw warto$¢ w —
minimalng liczbe zmian znakéw w ciagu konieczng do tego, aby stan konta byt zawsze
nieujemny. Jezeli m > 0, to oczywisScie zadne zamiany nie sg potrzebne, czyli w = 0.
W przeciwnym przypadku wystarczy zamieni¢ w = [ =" | poczatkowych minuséw na plusy?.
Kazda taka zamiana podnosi o 2 jednostki dalsza czg¢§¢ wykresu stanu konta, wigc po
wykonaniu w takich zamian:

e poczatkowy odcinek ciagu, w ktorym dokonujemy korekty, sktada si¢ z samych
pluséw, wigc wykres nie moze na tym odcinku spasé ponizej zera;

e caly wykres po ostatniej operacji zamiany podniesie si¢ o
—m
2-w=2- [—-‘ > —m,
w 5 m

a zatem na tym odcinku wykres takze nie spada ponizej zera.

Warto takze zauwazy¢, ze mniejsza liczba operacji zamiany nie wystarcza do skorygowania
wyciagu.

stan konta
74 YN
64
54
44
34
24

4 4 4 yoa 4 & 4

% T T T Vel T hd T
1 12 13 14 15,716 17 18 19 ©Z8
o«

Rys. 2:  Wyciag z rys. 1 poprawiony tak, by stan konta nie spadat ponizej zera. Dwa
pierwsze minusy zostaly zamienione na plusy, wigc reszta wykresu podniosta
si¢ 0 4 jednostki. W tym wyciagu saldo konicowe nie musi si¢ jednak zgadzac
z wymaganym (moze by¢ zbyt duze, np. dla ¢ = 1, lub zbyt mate, np. dla g = 7).

Teraz pozostaje nam zmieni¢ jak najmniej znakéw, aby doprowadzi¢ saldo koncowe
wyciagu do wymaganej warto$ci. Musimy przy tym uwazaé, zeby nie popsué juz osiagnigtej
wlasciwosci nieujemnoSci stanu konta.

2 Dla formalnosci dodajmy, ze w ciagu znajduje sie co najmniej —m minuséw, gdyz startujemy od nieujemnego
stanu konta p > 0.
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Po wykonaniu zamian z poprzedniej fazy réznica migdzy saldem koricowym a poczat-
kowym wynosi s 4 2w, a powinna wynosi¢ g — p. Z poréwnania tych liczb wychodza dwa
proste przypadki do rozwazenia.

Jezeli g — p < s+ 2w, to musimy obnizy¢ aktualne saldo koficowe, czyli zamienic¢

(s+2w)—(¢—p)
2

pluséw na minusy. Aby nie doprowadzi¢ przy tym do ujemnego stanu konta, do zamiany
wybierzemy ostatnie tyle pluséw z ciagu. W ten sposéb oczywiscie osiagniemy pozadane
saldo. Dodatkowo, poniewaz koricowy fragment wyciagu bedzie sktadal si¢ z samych
minuséw, wigc na pewno wprowadzone zmiany nie spowoduja zejscia wykresu ponizej zera.

)]

stan konta
54
4+
34
24

p=1+- -q=1

y
T

y y y y y y y

1 12 13 14 15 16 17 18 19 ©Z8

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

Rys. 3:  Jezeli g =1, to zachodzi pierwszy przypadek: g— p =0 < 4 =s+2w. Aby naprawié
sytuacje, zmieniamy 4/2 = 2 ostatnie plusy na minusy.

Jezeli zas g — p > s+ 2w, to musimy podwyzszy¢ aktualne saldo koficowe, czyli zamienic¢

(g—p)—(s+2w)
2
minuséw na plusy. Poniewaz zadna taka zamiana nie moze spowodowac obnizenia wykresu,

w szczegblnosci jego zejScia ponizej zera, to mozemy do tego celu wybra¢ dowolne minusy
zZ ciagu operacji, na przyktad te koicowe.

2

stan konta
7
6
5
44
3
2

p=11 q=17

| | | | | | |

1 12 13 14 15 16 17 18 19 ©%8

|
T

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

Rys. 4:  Jezeli ¢ =7, to zachodzi drugi przypadek: g — p = 6 > 4 = s+ 2w. Aby naprawic¢
sytuacje, zmieniamy 2/2 = 1 ostatni minus na plus.
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Podobnie jak poprzednio, tatwo sprawdzié, ze wszystkie wykonane na tym etapie
zamiany znakow sa konieczne. Trzeba jeszcze chwilke zastanowic si¢, czy sa mozliwe. Aby
dato si¢ je wykonaé, wyrazenia (1) oraz (2) musza mieé calkowite wartosci i wartosci te
musza by¢ nie wigksze niz odpowiednio liczby pluséw i minuséw w wyjSciowym ciagu.
Okazuje sig, ze wlasnosci te wynikaja stad, ze w zadaniu mamy zagwarantowane istnienie
jakiego$ rozwigzania. Faktycznie:

e Zadna z operacji dopuszczonych w zadaniu nie zmienia parzystosci sumy wszystkich
pluséw i minuséw. Jezeli wigc jakie§ rozwiazanie istnieje, to liczby s (warto$¢
poczatkowa tej sumy) oraz g — p sa tej samej parzystosci, a zatem wartosci (1) i (2)
sg catkowite.

e Na mocy poczynionego zatozenia musi zachodzi¢ g — p € [—n,n]. Do tego samego
przedzialu musi oczywiscie naleze¢ takze s+ 2w. Wystarczy teraz zauwazyc¢, ze z ciggu
plus i minus jedynek o dowolnej sumie z przedziatu [—n,n] da si¢ doj$¢ do ciagu
o dowolnej innej sumie z tego samego przedziatu i o tej samej parzystosci za pomoca
zamian znakow.

Podsumowaniem powyzszych rozwazain jest nastgpujaca obserwacja:

Obserwacja 1. Przy oznaczeniu

[5%] jezelim <0
w= .
0 w przeciwnym przypadku,

3)

minimalna liczba operacji korekty wyciagu, gdy nie dopuszczamy przesunigé cyklicznych,
a zezwalamy jedynie na zamiany znakéw, wynosi

B w—&—”zw%ﬂ’ jezelig—p < s+ 2w,

- 4
{ w+ W w przeciwnym przypadku. @

Zauwazmy, ze jezeli znamy wartoSci s oraz m, to W mozemy wyznaczy¢ w czasie statym.

Wersja ogélna

Najwyzsza pora powréci¢ do oryginalnej wersji zadania i przypomnie¢ sobie, ze mamy do
dyspozycji takze cykliczne przesunigcia ciagu. Latwo zauwazy¢, ze zamiany i przesunigcia
sa calkowicie niezalezne od siebie nawzajem — mozemy zatozy¢, ze najpierw wykonywane
sa wszystkie przesunigcia cykliczne, a dopiero potem zamiany znakéw. Mozemy wigc
rozwazy¢ wszystkich mozliwe przesunigcia cykliczne zadanego ciagu (kolejno o 0 znakdw,
1 znak, 2 znaki...), policzy¢ warto$¢ W dla kazdego z nich i wybra¢ optymalne rozwigzanie,
uwzgledniajac koszty x, y operacji przesunigcia i zamiany. Odpowiada to obliczeniu
zawartosci tablicy ZamianyBezObrotéw|0..n — 1] i wyznaczeniu koficowego minimum za
pomoca wzoru z ostatniego punktu algorytmu wzorcowego.

Jak juz zauwazyliSmy, do efektywnego policzenia wartoSci W dla danego ciagu wystarczy
znajomos¢ wartosci s oraz m dla tego ciggu. Oczywiscie s nie zmienia si¢ przy przesunigciu
cyklicznym ciagu, wigc mozemy ja sobie policzy¢ raz na poczatku.

Wigkszym problemem jest wyznaczenie wartosci m, gdyz one moga ulega¢ zmianie
przy przesuwaniu cyklicznym ciagu. Musimy jednak jako$ sobie z nimi poradzi¢. Przede



BBB

wszystkim pozbadZmy si¢ parametru p ze wzoru na m. Przy liczeniu m mozemy po
prostu zalozy¢, ze p = 0, wyznaczy¢ przy tym zalozeniu warto$¢ m’, a nastgpnie przyjaé
m=m +p. Dla p =0 warto§¢ m mozemy zdefiniowa¢ jako minimum w ciaggu sum
czgdciowych wyjsciowego ciagu plus i minus jedynek. W ten sposéb dochodzimy do
problemu wyznaczenia warto§ci minimalnych ciagédw sum czgsciowych dla wszystkich
przesunigé cyklicznych wyjsciowego ciagu, czyli tablicy MinPrefSuma[0..n — 1] z algorytmu
wzorcowego. Mozna to oczywiScie obliczy¢ bezposrednio, lecz wtedy otrzymamy
rozwiazanie o ztozonosci czasowej O(n?) (zaimplementowane w plikach bbbs1.cpp oraz
bbbs2.pas). Rzut oka na ograniczenia z zadania pozwala stwierdzi¢, ze taka metoda
nie wystarcza (dodatkowo warto zauwazy¢, ze od tego fragmentu zalezy w tej chwili
efektywno$¢ calego rozwiazania, gdyz wszystkie pozostale obliczenia potrafimy juz wykonac
w czasie liniowym).

Ostatni problem

Sformutujmy problem, ktéry pozostal nam do rozwigzania, abstrahujac od pluséw i minuséw,
sald bankowych oraz wszystkich parametrow z zadania. Mamy dany ciag aj,...,a,.
Chcemy dla kazdego przesunigcia cyklicznego tego ciagu o i znaleZ¢ minimalng wartos$¢
MinPrefSumali] wystepujaca w jego ciagu sum czgsciowych.

Niech by,...,b, bedzie ciagiem sum czeSciowych wyjsciowego ciagu ay,...,a,. Jak
wéwezas wyglada ciag sum czesciowych di,....d} dla ciagu a, w ktérym i koficowych
wyrazéw przerzucimy na poczatek? Jest to, jak tatwo sprawdzié:

di= bpiy1 —bpi = anin

dé = bu—iy2—bni =Qp—i+1 T an—i+2

dll = by —by—; =0p—i+1 T ap—iv2+...+an (5)
d;+] = bl_"(bn_bnfi) =Op—it1 T ap—it2+ ... +ap+a

i
di+2

by+(by—by—i) =an_iv1+apis2+...+a,+a+a;

d,l1 = by_i+ (bn - bnfi) =dap—it1 +ap—iy2+...+aptartar+...+a,-;
Innymi stowy:

a) W przesunigciu cyklicznym i koincowych wyrazéw ciagu a przerzucamy na poczatek.
To powoduje, ze i poczatkowych wyrazéw ciagu sum czgsSciowych jest obliczanych na
podstawie tych wyrazéw. Dodatkowo, tych i poczatkowych wyrazéw rézni si¢ od i
koncowych wyrazéw ciagu sum cze$ciowych oryginalnego ciagu a tylko o sumg

ayt+ay+...+a,_;=b,_;.

b) Kolejnych n —i wyrazéw ciagu sum cze$ciowych rézni si¢ od oryginalnych, poczatko-
wych n — i wyrazéw ciagu sum czg¢sciowych dla ciagu a o wartos¢é

Qniy1 +anjy2+...+ay=by— by .
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Teraz przydadza nam si¢ dwa dodatkowe ciagi pref oraz suf, zdefiniowane dla kazdego j
nastepujaco:

prefj = min{by,by,...,b;}
suf; = min{b;,bjy1,...,b,}.

Zauwazmy, Ze minimum ciagu (5) mozemy za ich pomoca wyrazi¢ nastgpujaco:
min(sufy—it1 —bn—is prefu—i+ (bp —bn—i)). (6)

Pierwszy czton w powyzszym zapisie pochodzi z wyrazéw przerzuconych w trakcie
przesunigcia cyklicznego (opisanych w podpunkcie a)), natomiast drugi — z pozostalych
(opisanych w podpunkcie b)).

Widzimy, ze jezeli znamy ciagi b, pref oraz suf, to minimum dla ciagu przesunigtego
cyklicznie o i liter mozemy obliczyé za pomoca wzoru (6) w zlozonosci czasowej O(1).
Pozostaje zauwazyé, ze kazdy z tych ciagéw mozemy wyznaczyé w ztozonosci O(n) —
najpierw liczymy b od lewej do prawej, a potem, na podstawie b, pref réwniez od lewej do
prawej oraz suf od prawej do lewe;.

W ten sposob uzyskujemy rozwigzanie wzorcowe, o ztozonoSci czasowej i pamigciowej
O(n). Zostato ono zaimplementowane w plikach bbb. cpp, bbbl .pas oraz bbb2 . java.

Inne rozwigzania

Zdecydowana wigkszo$¢ alternatywnych rozwiazan tego zadania rézni si¢ od wzorcowego
jedynie metoda podejScia do ostatniej fazy, czyli do wyznaczania miniméw w ciggach
sum czgSciowych dla przesuni¢é cyklicznych zadanego ciagu. Zauwazmy, ze wszystkie
przesunigcia cykliczne ciagu a wystepuja jako spdjne n-elementowe fragmenty ciagu aa
(czyli ciagu powstatego przez sklejenie dwdch kopii ciagu a). Niech ¢y, ..., ¢y, oznacza ciag
sum czgsciowych ciagu aa. Wéwczas tatwo zauwazyd, ze jezeli od kazdego wyrazu ciagu

Ci,Citly--»Citn—1

(gdzie i < n) odejmiemy sumeg aj + ... +a;—1 = ¢;_1, to otrzymamy cigg sum czg¢sciowych
dla przesunigcia cyklicznego ciagu a o n — i wyrazéw. To oznacza, ze gdybySmy potrafili dla
kazdego ,,0kna” dtugosci n w ciagu ¢ wyznaczy¢ minimum, to na tej podstawie bylibySmy
w stanie tatwo oblicza¢ szukane minima ciggdéw sum cze$ciowych dla wszystkich przesunigé
cyklicznych wyjSciowego ciagu.

Jeszcze inny problem

SprowadziliSmy zatem podproblem wyjsciowego problemu do. .. jeszcze innego problemu.
Tym razem mamy dany ciag cy,...,c2, i chcielibySmy pozna¢ minimalna warto$¢ w kazdym
oknie (tzn. spéjnym fragmencie) dtugosci n tego ciagu.

Ten klasyczny problem mozna rozwiazaé na wiele sposobdéw. Prosta metode (dziatajaca
takze woéwczas, gdy interesujg nas okna réznych rozmiaréw) o ztozono$ci O(nlogn)
otrzymujemy przy uzyciu statycznego drzewa przedzialowego czy tez licznikowego,
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w ktérego liSciach zapisujemy elementy ciagu ¢, natomiast w wezlach wewnetrznych —
minima z poddrzew im odpowiadajacych’.

Bardziej bezposrednie podejScie do problemu polega na utrzymywaniu zbioru n
kolejnych elementéw ciagu ¢ w strukturze danych, ktéra pozwala na dodawanie i usuwanie
elementéw (co odpowiada przesunigciu okna o jedna pozycje w prawo) oraz na odpowiadanie
na pytania o minimalna warto$¢ zawarta w zbiorze. Taka struktura danych, po dodaniu
odpowiedniej tablicy, w ktdérej zapamigtamy biezace pozycje elementéw w strukturze, moze
byé kopiec binarny (stég)*. To rozwiazanie, o zlozonosci czasowej O(nlogn), zostato
zaimplementowane w plikach bbb6.cpp oraz bbb7.pas — uzyskiwalo ono na zawodach
maksymalng liczb¢ punktéw. Zamiast kopca mozemy zastosowac takze zréwnowazone
drzewo BST (otrzymamy wéwczas dokladnie t¢ sama zlozono$¢ czasowa). Programujacy
w C++ moga wykorzystaé¢ gotowa implementacjg, tj. strukturg multiset z biblioteki STL.
Takie rozwiazanie znajduje si¢ w pliku bbbs7.cpp — nie uzyskiwato ono na zawodach
maksymalnej liczby punktéw ze wzgledu na nadmierne zapotrzebowanie na pamigc.

Jest takze kolejne rozwiazanie zadania o zlozonosci czasowej O(n), do implementacji
ktérego wystarczy nam jedna lista, ktéra oznaczymy przez L. W tym rozwiazaniu
wykorzystujemy obserwacje, ze jezeli w oknie znajduja si¢ dwa elementy c; oraz c;, takie
ze i < joraz ¢; > cj, to ¢; nie bedzie miato wptywu na wynik ani dla biezacej pozycji okna,
ani tez dla zadnej kolejnej (dlaczego tak jest?). Na liscie L bgdziemy wigc przechowywacd
tylko te elementy z aktualnego okna, ktére sa mniejsze od wszystkich znajdujacych si¢ na
prawo od nich w oknie. Latwo widaé, ze L bedzie zawsze posortowana rosnaco, wigc jej
pierwszy element bedzie zarazem elementem najmniejszym dla rozwazanego okna.

W jaki sposéb nalezy zmodyfikowaé L przy przesunigciu okna o jedng pozycje w prawo?
Jezeli pierwszy (i zarazem najmniejszy) element L wypada przy przesunigciu poza okno, to
nalezy go usunaé z L. Z kolei element, ktéry dochodzi do okna z prawej strony, wymusi
usunigcie z L wszystkich elementéw wigkszych od niego (czyli pewnej liczby elementéw
z konica listy), po czym sam zostanie dodany na koricu listy L.

Poza operacja usuwania elementéw z korica listy L, wszystkie pozostale ewidentnie
sumuja si¢ do zfozonosci czasowej O(n). Do przeanalizowania usuwania z listy
wykorzystamy analiz¢ kosztu zamortyzowanego, ktéra w tym przypadku jest bardzo prosta:
kazdy element zostaje w algorytmie wstawiony na list¢ doktadnie raz, a taczna liczba usunigé
z listy jest nie wigksza niz liczba wstawien na listg. To pokazuje, ze réwniez sumaryczny
koszt usunigé mozna oszacowac przez O(n), co koniczy analizg ztozonosci tego rozwiazania.
Jego implementacj¢ mozna znaleZ¢ w pliku bbb3. cpp.

Okazuje sig, ze jezeli przypomnimy sobie o jednej szczegdlnej wilasnosci, ktéra posiada
ciag ¢ z naszego zadania, to rozwazany problem mozna rozwigzac jeszcze latwiej, nadal
w czasie liniowym. Zauwazmy mianowicie, ze ¢ to ciag sum czgSciowych ciagu ztozonego
tylko z wyrazéw +1 i —1, czyli ze kazde dwa kolejne wyrazy ciagu c réznia si¢ co najwyzej
o 1. W takim przypadku zbior liczb zawartych w oknie mozemy zapamigtaé w prostej tablicy
zliczajacej. Dopracowanie szczeg6téw tego pomystu pozostawiamy jako éwiczenie. W jego
wykonaniu mogg by¢é pomocne rozwigzania z plikéw bbb4 . cpp oraz bbb5. pas.

Na koniec dodajmy, ze do$¢ doktadna analiza wigkszoSci z opisanych tu rozwiazan,
a takze jeszcze jedno ciekawe rozwigzanie liniowe, znajdujg si¢ w opracowaniu zadania

3 Wigcej o statycznych drzewach przedzialowych mozna przeczytaé np. w opisie rozwiazania zadania Tetris 3D
z ksigzeczki XIII Olimpiady Informatycznej [13].
4 Wigcej o kopcach mozna przeczytaé np. w ksiazce [20].
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Sound z Baltyckiej Olimpiady Informatycznej 2007. Materialy te mozna znaleZ¢ (tylko
w wersji anglojezycznej) np. na stronie http://www.b0oi2007.de/tasks/book.pdf.
Testy

Rozwiazania zawodnikéw byly sprawdzane na 13 zestawach testéw, ktérych opisy sa zawarte
W ponizszej tabeli.

Nazwa n q—p Opis
bbbla.in 22 2 | matly test poprawno$ciowy
bbblb.in 1 —1 | przypadek brzegowy
bbb2a.in 61 1 | maty test poprawnoS$ciowy
bbb2b.in 47 25 | maly test poprawnosciowy
bbb3a.in 288 12 | maly test poprawnos$ciowy
bbb3b.in 375 211 | maty test poprawnosciowy
bbb4a.in 2761 11 | maly test poprawnoSciowy
bbb4b.in 2741 719 | maty test poprawnosciowy
bbb5a.in 8921 —41 | maly test poprawnosciowy
bbb5b.in 7654 5298 | maly test poprawnosciowy
bbbb.in 98867 19465 | Sredni test

bbb7.in 201346 —50 | Sredni test

bbb8.in 361555 201 | $redni test

bbbYa.in 499822 | —10230 | Sredni test

bbb9b.in 478963 | 108939 | Sredni test

bbb10.in 808669 687 | duzy test

bbbll.in 912880 | —2238 | duzy test

bbb12.in 970293 —853 | duzy test

bbbl3a.in 999879 | —4789 | duzy test

bbb13b.in | 1000000 | 340354 | duzy test
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Tres$¢ zadania, Opracowanie Program
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Pociagi

W Bagtocyi odbedzie sie Parada Kolorowych Pociggow. Na torach technicznych bajtockiego
dworca trwajg intensywne przygotowania. Na dworcu jest n réwnoleglych toréw, ponumero-
wanych od 1 do n. Na i-tym torze ustawiono pocigg o numerze i. Kazdy pocigg sklada sie
z 1 wagondw, z ktdrych kazdy jest pomalowany na jeden z 26 koloréw (oznaczonych malymi
literami alfabetu angielskiego). Méwimy, ze dwa pociggi wygladaja identycznie, jesli ich
kolejne wagony sq tego samego koloru.

Parada bedzie polegaé na tym, zZe co minute stacyjny dZwig zamieni miejscami pewng pare
wagonow. Prawdziwa parada odbedzie sie jednak dopiero jutro. Dzis dyzurny ruchu Bajtazar
bacznie przygledal sie probie generalnej. Dokladnie zapisal sobie cigg kolejno zamienianych
par wagonow.

Bajtazar nie lubi, gdy zbyt wiele pociggow wygleda identycznie. Chcialby, Zebys dla
kazdego pociggu p policzyl maksymalng liczbe pociggow, ktore w pewnym momencie wygladajg
identycznie jak pocigg p w owym momencie.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta ze standardowego wejScia opisy pociggéw stojgcych na torach oraz cigg
wykonywanych zamian wagonow,

o dla kazdego pociggu wyznaczy maksymalng liczbe pociggow, ktére w pewnym momencie
wygledajq tak samo jak on,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera trzy liczby naturalne n, 1 oraz m (2 < n < 1000,
1 <1100, 0<m<100000), oznaczajgce odpowiednio liczbe pociggéw, ich diugo$é oraz
liczbe wykonywanych zamian wagonéw. W kolejnych n wierszach znajdujg sie opisy kolejnych
pociggéw stojgcych na torach. k-ty z tych wierszy sklada sie z | malych liter alfabetu
angielskiego reprezentujgcych kolory kolejnych wagonéw k-tego pociggu. Za opisami pociggow
znajduje sie m wierszy zawierajgcych opisy kolejnych zamian, w kolejnosci ich wykonywania.
W r-tym z tych wierszy znajdujq sie cztery liczby calkowite py, wy, pa, wy (1 < p1,py <N,
1 <wy,wy <1, pr # poy lub wy # wy) i opisujg one r-tqg operacje wykonywang przez diwig —
zamiane wagonu numer wy z pociggu P| Z wagonem wy pociqgu p;.
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Pociqgi
Wyjscie
Twadj program powinien wypisaé dokladnie n wierszy. k-ty wiersz powinien zawieraé jedng

liczbe calkowitq — liczbe pociggow wygledajgcych tak samo jak pocigg numer k w pewnym

momencie czasu.

Przyktad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
567 3

ababbd
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Oto wyglgd pociggow w kolejnych fazach préoby generalnej:

tor 1: ababbd ababbd ababbd ababbd aaabbd aaabbd aaabbd aaabbd
tor 2: abbbbd ababbd ababbd aaabbd aaabbd acabbd acabbd acabbd
tor 3: aaabad -> aaabad -> aaabad -> aaabbd -> aaabbd -> aaabbd -> aaabbd -> aaabbd
tor 4: caabbd caabbd caabbd caabbd cabbbd cabbbd cabbbd dabbbd
tor 5: cabaad cabbad caabbd caabbd caabbd aaabbd aaabbd aaabbc

(0) (1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)

Dla pociggow 1, 2 i 8 najwiecej podobnych bylo np. w momencie (4) (byly one nawzajem do
siebie podobne). Dla pociggu 5 najwiecej mu podobnych bylo w momentach (5) i (6). Dla
pociggu 4 najwiecej podobnych bylo np. w momencie (2).

Rozwigzanie

Pierwszy pomyst przychodzacy na mys$l po przeczytaniu treSci zadania to rozwiazanie
g0 za pomoca prostej symulacji. Wystarczy napisaé program, ktéry bedzie wykonywat
przestawienia wagonéw zgodnie z opisem zawartym w danych i po kazdej zamianie
bedzie sprawdzal, dla kazdego pociagu, ile pociagéw wyglada tak samo jak on. Bedzie
takze na biezaco wyznaczat dla kazdego pociagu wynik — maksymalng liczbe pociagéw
do niego podobnych w trakcie dotychczas wykonanych krokéw symulacji. Dla réznych
sposob6w realizacji tego pomystu otrzymamy algorytmy o réznej ztozono$ci czasowej. Na
efektywno$¢ obliczei maja wpltyw reprezentacja pociagéw (czyli struktura danych) oraz



Pociqgi

sposoby wykonywania przestawiania wagonéw i wyznaczania liczby podobnych pociagéw.
Rozpocznijmy od analizy prostej symulacji, ktéra nastgpnie, w kolejnych podrozdziatach
opracowania, bedziemy stopniowo ulepszac.
W opisie rozwiazania bgdziemy stosowac takie same oznaczenia, jak w treSci zadania,
a wigc n bedzie liczba pociagdw, [ — dhugoscia pociagu (wszystkie sa jednakowej dtugosci),
natomiast m — liczba wykonywanych przestawien wagonéw. Wprowadzamy takze jedno
dodatkowe oznaczenie
f=nl+mlogl, (D

z ktérego bedziemy korzystaé w trakcie analizy ztozonosci kilku algorytméw (wtedy wyjasni
sig, skad sie ta wartoS¢ bierze).

Rozwigzanie o zlozonosci czasowej 0(1’12 -1-m)

Najbardziej naturalng reprezentacja danych jest zapisanie pociagu jako ciagu / matych liter
alfabetu angielskiego, czyli stowa dlugosci . Taka reprezentacja jest prosta w implementacji
i na dodatek pozwala tatwo i efektywnie przestawiaé wagony w pociagach — wystarczy
zamieni¢ miejscami dwie litery w stlowach. Bardziej czasochlonna okazuje si¢ druga
operacja — wyznaczenie dla pociagu liczby pociagéw do niego podobnych. Dla
konkretnego pociaggu mozemy poréwnaé opisujace go stowo z pozostatymi w czasie O(n 1)
(w pesymistycznym przypadku poréwnanie dwdch stéw wymaga [ poréwnan liter), zatem
czas potrzebny dla wszystkich pociagéw wynosi O(n? - 1). Poniewaz poréwnania musimy
przeprowadza¢ po kazdym przestawieniu wagondw, a przestawien wykonujemy tacznie m,
to ostateczna ztozonos¢ tego algorytmu wynosi O(n?-1-m) (jego implementacja znajduje
si¢ w pliku pocsl.cpp). Poréwnawszy te ztozono$¢ z zakresem danych wejSciowych,
mozna spodziewac sig, ze rozwigzanie takie niestety nie uzyska zbyt duzej liczby punktow.
Zastanéwmy si¢ zatem, jak je przyspieszyc.

Rozwigzanie o zlozonosci czasowej O(n2 l+n-1-m)

W poprzednim rozwiazaniu duzo czasu zajgto nam poréwnywanie pociagéw. Zauwazmy
jednak, ze nie wszystkie wykonywane poréwnania sa konieczne. Po przestawieniu dwéch
wagonéw moze zmieni¢ si¢ liczba podobnych pociagéw tylko dla tych, ktére ulegty zmianie,
i dla tych, ktére sa do nich podobne. Z tego wynika, ze wystarczy wyznaczy¢ podobne
pociagi tylko dla (co najwyzej) dwéch zmienianych pociagéw (przed przestawieniem
wagonéw i po nim), a nastgpnie uaktualni¢ wynik dla nich i dla wszystkich pociagéw do nich
podobnych (tzn. podobnych przed przestawieniem badz po nim). Symulacja przestawienia
dwéch wagonéw wymaga wige juz tylko czasu O(n - 1), czyli symulacje wszystkich m
krokéw wykonujemy w czasie O(n? -1 4n-1-m), gdzie sktadnik O(n®-1) to czas potrzebny
na wyznaczenie liczb podobnych pociagdéw przed rozpoczeciem symulacji — t¢ operacje
wykonujemy tak samo jak poprzednio, przez poréwnanie wszystkich par pociagéw.
To rozwiazanie zostalo zaimplementowane w pliku pocs2. cpp.

Rozwiazanie o zlozonosci czasowej O(n-l+n-1-m)=0(n-1-m)

Poprzednio udato nam sig¢ przyspieszy¢ fazg aktualizacji wyniku, sprébujmy teraz poprawic
efektywno$¢ obliczania wartoSci poczatkowych. Aby wyznaczy¢ dla kazdego pociagu
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liczbe pociagéw do niego podobnych, mozemy najpierw posortowac pociagi (a doktadniej
stowa, ktére je opisuja). Sortowanie mozna zrealizowaé za pomoca dowolnego algorytmu
wykonujacego O(nlogn) poréwnaii sortowanych obiektéw, czyli dziatajacego w naszym
przypadku w czasie O(I-nlogn). Jednak dla stéw nad niewielkim alfabetem znacznie
bardziej praktyczne jest sortowanie pozycyjne, ktére dziata w czasie O(n-1+1-|Z|), gdzie |X|
to moc alfabetu'. Gdy pociagi sa posortowane, mozna tatwo w czasie O(n-1) wyznaczyé dla
kazdego z nich liczbe pociagéw podobnych. W ten sposéb uzyskujemy algorytm o catkowite;j
ztozonosci O(n-l+n-1-m)=0(n-1-m).

Rozwiazanie o zlozonosSci czasowej O(n l4+n- m)?

SkonstruowaliSmy juz algorytm n razy szybszy niz wyjsciowa symulacja. Patrzac jednak
na mozliwe zakresy liczb n, m oraz /, nalezy spodziewaé sig, ze autorzy zadania oczekuja
jeszcze lepszego rozwigzania. W szczegdlnosci warto zastanowic sig, czy nie da si¢ szybciej
sprawdzaé, czy dwa pociagi wygladaja tak samo. Poréwnan pociagéw wykonujemy bardzo
duzo — az O(n-m) — zatem przyspieszenie tej operacji w istotny sposéb wplynie na
ztozono$¢ catego algorytmu.

Pierwszym z pomystow jest zastosowanie haszowania. Operacja ta polega na przypisaniu
obiektom nowych reprezentacji (mozemy je nazwac etykietami), o jak najmniejszej wartosci.
Zazwyczaj jest to funkcja h: D — {0,...,N}, gdzie D jest zbiorem obiektéw, a N —
stosunkowo mata liczba naturalng. Oczywiscie haszowanie (jako funkcja) przypisuje
jednakowe wartosci jednakowym argumentom. Nie zawsze natomiast, cho¢ jest to pozadane,
funkcja haszujaca jest réznowartosciowa na zbiorze D 2. W naszym zadaniu wykorzystamy
modularna funkcj¢ haszujaca, zadang wzorem

h(x) =x mod P,

gdzie P jest pewna liczba pierwsza. Aby zastosowaé h dla naszych obiektéw, musimy stowa
opisujace pociagi zinterpretowac jako liczby. W tym celu przyporzadkujemy literom wartosci
liczbowe zadane funkcja g (g(a) =0, g(b) =1, ..., g(z) = 25), a nastepnie rozszerzymy
funkcj¢ g na stowa, przypisujac stowu s = cjc; ... c; warto$é:

l
gler...q) = Z glep) - 26K 1
k=1
Z powyzszego wzoru widaé, ze g(s) moze byé bardzo duzg liczba, zatem jej wyznaczenie

wymaga zaimplementowania wlasnej arytmetyki na dtugich liczbach. Poniewaz jednak nie
potrzebujemy wartosci g(s), a jedynie h(g(s)), sprawa znacznie si¢ upraszcza:

glcx)-265°1)

™=~

h(gey...ck)) = h(
1

g(cx) 2681 mod P

- 7

=

1

((g(cx) mod P)- (26’“l mod P)) mod P.

I
-7

k=1

10 wszystkich wspomnianych metodach sortowania mozna przeczytaé¢ w [15], [17] czy [20].
2Wigcej na temat haszowania, w szczegélnosci o dobrych funkcjach haszujacych, mozna przeczytaé np. w [20].
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Co wigcej, raz obliczong warto§é h(g(s)) mozna tatwo aktualizowaé po zamianie wagonu
w pociagu. Zalézmy, ze w pociagu s = c;...c; wagon na pozycji k zostal zmieniony na
wagon c); niech s’ bedzie stowem opisujacym pociag po zmianie. Wéwczas

h(g(s')) = ((g(s)) + (¢} — cx) -26“") mod P.

Zauwazmy, ze jezeli na samym poczatku spamigtamy reszty z dzielenia poteg
26°,26',...,26!"! przez P, to h(g(s')) bedziemy mogli wyznaczy¢ na podstawie h(g(s))
w czasie statym.

Aby poréwnaé dwa pociagi, mozna wstgpnie sprawdzi¢, czy wartosci ich funkcji
haszujacych sa réwne. Jesli nie sa, to pociagi na pewno sa rézne. Jesli natomiast wartosci sa
réwne, to by¢ moze pociagi sa takie same, ale nie mamy co do tego pewnosci.

W tym momencie trzeba podjaé decyzjg¢. Albo chcemy mieé program, ktérego wynikom
zawsze ufamy, albo tez jesteSmy gotowi podjaé ryzyko btedu. W pierwszym przypadku,
po pozytywnym wyniku poréwnania etykiet stéw (czyli wartosci funkcji haszujacej) nalezy
wykona¢ jeszcze doktadne poréwnanie samych stéw w czasie O(I). W drugim przypadku
mozemy pominaé sprawdzenie, uznajac, ze stowa o réwnych etykietach sa réwne. Wéwczas
nasz program moze zwraca¢ btedne wyniki, gdy zawiedzie przyjete zalozenie (ma to miejsce
zazwyczaj, gdy dane sg dobrane ,,ztoSliwie” do funkcji lub funkcja haszujaca jest po prostu
Zle wybrana).

W pierwszym przypadku otrzymujemy algorytm, ktéry w najgorszym razie dziata tak
samo dtugo jak poprzednie rozwigzanie (to rozwigzanie zostato zaimplementowane w pliku
pocs3.cpp). Sytuacja taka ma miejsce, gdy wystepuje wiele par podobnych pociagéw.
Jesli natomiast zaryzykujemy pominigcie doktadnego sprawdzenia, to wykonujemy kazde
poréwnanie pociagéw w czasie O(1), czyli obliczamy rozwiazanie w sumarycznym czasie
O(n-14+m-n). Czas O(n-I) jest nam tym razem potrzebny na wyznaczenie poczatkowych
wartosci funkcji haszujacych oraz, jak poprzednio, na policzenie poczatkowych wynikow.
Niestety otrzymujemy program de facto niepoprawny i testy do zadania, jesli sq odpowiednio
dobrane, moga to wykaza¢. Implementacja tego rozwiazania znajduje si¢ w pliku
pocbl.cpp.

Rozwiazanie o zlozonosci czasowej O(flog f+n-m)

Przedstawione przed chwila rozwiazanie ,ryzykowne”, pomimo ze szybkie i latwe
w implementacji, nie moze oczywiscie by¢ rozwigzaniem wzorcowym.  Mozemy
jednak sprébowaé je zmodyfikowaé, przypisujac stowom-pociagom etykiety w sposéb
roznowarto$ciowy. JeSli zadbamy, by etykiety byly krétkie i1 tatwe do modyfikacji przy
zamianie wagondw, to bedziemy mogli szybko poréwnywac pociagi w czasie symulacji.
Rozpatrzmy pociag reprezentowany przez ciag liter so = cjc> .. .c;. By uzyskaé etykiete
stowa, bedziemy wielokrotnie skracaé t¢ reprezentacje, za kazdym razem zastgpujac pary
liter pojedynczymi znakami. Do tego celu potrzebna nam bedzie funkcja réznowartosciowa

F:ldxId—Id,

gdzie Id jest zbiorem identyfikatoréw zawierajacym alfabet matych liter angielskich (a raczej
przypisanych im kodéw 0,1,...,25). Teraz mozemy pogrupowac litery stowa w pary:
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(c1,¢2),(c3,c4),... 1 zastapi¢ stowo [-literowe przez stowo ztozone z [1/2] liter (jesli stowo
wyjSciowe byto nieparzystej dtugosci, to ostatnig literg¢ pozostawiamy niezmieniona):

s1 = Flcr,e2)F(c3,ca). ...

Powyzsza metod¢ mozemy nastgpnie zastosowaé do stowa si, otrzymujac s, potem do s
itd., az uzyskamy reprezentacje s; o dtugosci 1 (oczywiscie k = O(log!) i wszystkie stowa s;
sa nad alfabetem Id). Z ré6znowarto$ciowosci F wynika od razu, ze pociagom opisywanym
réznymi stowami przypiszemy w ten sposéb rézne etykiety. Wstepne wyznaczenie etykiety
dla jednego pociagu o dlugosci [ wymaga wyliczenia

EJFHM..:O(Z)

razy wartosSci funkcji F.

F(F(F(Clvc2)7F(C3vc4))aF 657C6))

Cl;CZ C3ac4 0576'6
C1 2 Cc3 C4 Cs Co

Rys. 1:  Sposéb wyznaczania etykiety dla stowa so = cjc2 ... cs za pomoca funkcji F.

Nastepnie, po zamianie pojedynczego wagonu w pociagu, wystarczy zaktualizowaé po jedne;j
literze w kazdym ze stéw so,s1, ..., s, — to wymaga zaledwie O(log!) wywotan F.

F(F(F(C17C2)7F(C3vCil))aF(cﬁcﬁ))

EAN

F(F(ci,¢2),F(c3,¢y)) F(cs,ce)

/ \ |

AN

Rys. 2:  Sposéb aktualizacji stéw s; po zmianie czwartej litery wyjSciowego stowa.

W calym algorytmie bedziemy musieli zatem wyliczy¢ warto$¢ F tacznie
O(nl+mlogl) = O(f)

razy (patrz wzor (1)).
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Pozostaje zatem ostatnie pytanie — w jaki sposéb zdefiniowaé funkcje F. Jedynym wy-
maganiem, jakie sobie postawiliSmy, jest jej réznowartoSciowosé. W tej sytuacji najprost-
szym rozwigzaniem jest definiowanie wartoSci F dla kolejnych par argumentéw, ktdre sie
pojawiaja, jako kolejnych liczb naturalnych. Mozemy to zrobié, przechowujac w struktu-
rze stownikowej wszystkie napotkane dotychczas pary wraz z przypisanymi im warto$ciami
funkcji F. Niech M oznacza maksymalng warto$¢ funkcji przechowywana w danym mo-
mencie w stowniku. Gdy pojawi si¢ kolejna para (c,d), wéwczas szukamy jej w stowniku.
Jesli tam si¢ znajduje, to znamy warto$¢ F(c,d). W przeciwnym przypadku nadajemy war-
tos$¢ funkcji F(c,d) = M, dodajemy pare (c,d) wraz z wyznaczong wartoscia do stownika
i zwigkszamy M o jeden. Stownik mozemy zaimplementowa¢ w postaci zréwnowazonego
drzewa poszukiwan binarnych®. Czas wyszukiwania i wstawania elementéw wynosi wow-
czas O(logr), gdzie r to liczba elementéw w stowniku®. Maksymalna wielko$¢ stownika
w trakcie algorytmu jest rzgdu takiego samego, jak liczba wywotar funkcji F, czyli O(f).
Stad ztozono$¢ czasowa algorytmu wynosi

O(flogf+n-1+n-m)=0((nl+mlogl)log(nl +mlogl) +n-m),

gdzie pierwszy sktadnik to sumaryczny czas odwotan do stownika w celu wyznaczenia
funkcji F, drugi — O(n-1) — to czas policzenia wynikéw dla pociagéw w poczatkowym
ustawieniu, wreszcie trzeci — O(n-m) — to sumaryczny czas wszystkich wykonywanych
poréwnafi etykiet zmienianych pociagéw i aktualizacji wynikéw. Zauwazmy, ze n-1 = O(f),
wigc drugi sktadnik nie pojawia si¢ w ostatecznym wzorze na ztozonos¢.

Rozwigzanie wzorcowe o zlozonosci czasowej O(flog f)

Czy mozna uzyskaé jeszcze szybszy algorytm? Nie, jeSli bedziemy nadal trzymac sig
pomystu z bezposrednia symulacja. Wymaga ona n - m operacji, poniewaz w kazdym kroku
liczba pociagéw podobnych do zmienianych moze by¢ réwna nawet n, a dla wszystkich
tych pociagéw musimy przynajmniej uaktualni¢ wynik. Ale jesli przestaniemy traktowaé
kazdy pociag ,,indywidualnie” i przyjrzymy si¢ grupom jednakowych pociagdéw, to pojawia
si¢ szansa na przyspieszenie obliczefi.

Zatézmy wigc, ze wszystkie pociagi wystgpujace w trakcie symulacji podzielimy
na grupy jednakowych pociagéw, ktére bedziemy identyfikowal etykietami pociagdw-
reprezentantéw, obliczonymi tak, jak w poprzednim rozdziale. Po przestawieniu dwdéch
wagonéw musimy zmieni¢ przynalezno$¢ do grupy (co najwyzej) dwéch zmienionych
pociagéw. Jesli przeSledzimy, do jakich grup nalezal okreSlony pociag w trakcie catej
symulacji, to wynikiem dla niego bgdzie oczywiScie moc najliczniejszej sposréd tych
grup. Trzeba wigc znalezé sposéb, by §ledzi¢, jak zmieniajg si¢ moce grup w czasie,
i dodatkowo, a moze przede wszystkim, wykonywaé na nich operacje dodawania oraz
usuwania elementéw-pociagéw. Zamiast dotychczasowego prostego podejscia do symulacji,
odrebnie prze§ledzimy zmiany zachodzace w grupach i odrgbnie przeanalizujemy historig¢
poszczegdlnych pociagdw.

3Najbardziej znanymi przyktadami drzew zréwnowazonych sa drzewa AVL, ktére sa opisane w [17], i drzewa
czerwono-czarne, o ktérych mozna przeczyta¢ w [20]. W jezyku C++ mozna takze skorzysta¢ z gotowej
implementacji, a mianowicie z kontenera set z biblioteki STL.

4Mozna takze zastosowaé ... funkcje haszujaca. Jednak tym razem ewentualne ,,bledy” przetozytyby sig jedynie
na dtuzszy czas wyszukiwania i/lub wstawiania elementéw do stownika. Oczekiwany czas tych operacji to jednak
O(1). O zastosowaniu funkcji haszujacych do implementacji stownika takze mozna przeczytaé wigcej w [20].
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Pierwszy przebieg symulacji — Sledzimy cale grupy. Moc grupy bedziemy §ledzié, zapi-
sujac na specjalnej liScie wszystkie wykonane dla niej akcje dodania/usunigcia po-
ciagu. Dla grupy g taka liste oznaczymy przez L,. Dodanie nowego pociagu w kroku
t zapiszemy w postaci pary (¢, 1), natomiast usunigcie pociagu w kroku t — w postaci
pary (t,—1). Na podstawie listy L, mozemy tatwo wyznaczy¢ moc grupy g w dowol-
nym momencie 7 (oznaczmy ja f(g,#)) — jest ona réwna sumie drugich sktadowych
par (t;,x;) € L,, dla ktérych #; < 1. Aby efektywnie wyznaczaé wartosci f(g,1), trzeba
zadbad, by lista

Ly = ((t1,x1), (22,%2), (13,%3),...)

byta posortowana rosnaco wedtug pierwszej sktadowej, a nastgpnie zastapi¢ drugie
sktadowe elementéw ich sumami czesciowymi®. W ten sposéb otrzymujemy ciag par

MA’ = ((llvf(gatl))a(t2af(g7t2)),...).

Poniewaz w trakcie S§ledzenia historii okre§lonego pociggu podczas symulacji
interesuje nas maksymalna moc grupy g w okresie, gdy pociag ten do niej nalezal,
musimy jeszcze umie¢ sprawnie odpowiada¢ na pytanie o maksymalna moc grupy
g w zadanym przedziale czasowym. Do tego celu mozemy wykorzystaé drzewo
przedziatowe. Jest to zrOwnowazone, statyczne drzewo binarne, zawierajace w liSciach
pary (1, f(g,%)), a w weztach wewnetrznych minimum i maksimum z pierwszego
elementu par oraz maksimum z drugiego elementu par z poddrzewa tego wezta. Taka
implementacja pozwala wyznacza¢ maksymalna moc grupy w zadanym przedziale
czasowym w czasie logarytmicznym ze wzgledu na liczbe operacji dotyczacych danej

grupy.

Drugi przebieg symulacji — sledzimy pociagi. Jedyne, co pozostaje zrobié, to przeanali-
zowac ,historig” kazdego pociagu w czasie symulacji. Przyjmijmy, ze zaréwno po-
ciagi, jak i grupy bedziemy oznaczaé etykietami obliczonymi w ten sam sposéb, co
w poprzednim rozdziale. Wowczas wstgpne wyznaczenie etykiety pociaggu wymaga
O(1) wywotai funkcji F, jej aktualizacja po zmianie jednego wagonu — O(logl) wy-
wotan F, a poréwnanie dwdch pociagdw lub grup — czasu O(1). Na poczatku od-
notowujemy, ze kazdy pociag od chwili 0 nalezy do swojej grupy. Rozwazmy teraz
przestawienie wagondéw pomigdzy pociagami pp i pp w chwili #,. Jesli wiemy, ze p;
przed przestawieniem nalezat do grupy g i trafit do niej w momencie #; (i byto to ostat-
nie ,,zdarzenie” w historii tego pociagu), to nalezy wyznaczy¢ maksymalna warto$¢
f(g1,t) w okresie [t1,1,] i wykorzystaé ja do uaktualnienia wyniku dla p;. Analogicz-
nie postepujemy dla p,. Nastepnie odnotowujemy dla p; i ps, ze od tej chwili naleza
do nowych grup.

Postarajmy si¢ przeanalizowaé ztozonos$¢ czasowa przedstawionego rozwiazania. Wyzna-
czenie etykiet wszystkich pociagéw wymaga czasu O(flog f). W trakcie pierwszej symula-
cji stworzymy listy L, akcji wykonywanych na poszczeg6lnych grupach. Poczatkowe listy
grup (odpowiadajace chwili 0) tworzymy w czasie O(n+ f). Nastgpnie symulujemy kolejne
przestawienia wagondw i przypisujemy kolejne akcje do poszczegélnych grup — ztozonosé

SDla ciagu (a,) ciag jego sum czgsciowych to (s,), gdzie s, = Y, a;.
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czasowa tego kroku to O(m). Gotowe listy L, maja sumaryczng dtugos¢ O(n +m) — prze-
ksztatcenie ich w listy z sumami czgSciowymi, a nastgpnie w drzewa przedziatlowe zajmie
wigc dokladnie tyle samo czasu.

Majac gotowe drzewa przedziatowe dla grup, mozemy przystapic¢ do drugiego przebiegu
symulacji. W trakcie tego przebiegu ponownie Sledzimy wszystkie zdarzenia, ale tym
razem w kazdym kroku aktualizujemy wynik i grupe dla zmienionych pociagéw. Ze
wzgledu na konieczno$¢ wykonywania zapytan w drzewach przedzialowych wymaga to
czasu O((n+ m)log(n+ m)) — sktadnik nlog(n+ m) w tym zapisie wziat si¢ stad, ze
na kornicu symulacji dla kazdego pociagu musimy uwzgledni¢ ostatnia grupg, w ktérej sig¢
znalazl.

Sumaryczna ztozono$¢ catego rozwiazania wynosi wigc

T(n) = O(flogf+n+f+m+ (n+m)log(n+m)),
czyli

T(n) = O((nl+mlogl)log(nl+mlogl)+n+ f+m+ (n+m)log(n—+m))
= O((nl +mlogl)log(nl +mlogl))
= O(flogf).

Widzimy wigc, ze nowe podejscie do symulacji pozwolilo nam zmniejszy¢ najbardziej
ktopotliwy sktadnik n-m do (n+ m)log(n + m), wskutek czego ,ukryt si¢” w sktadniku
wynikajacym z wyliczania etykiet. Rozwigzanie wzorcowe zostalo zaimplementowane
w plikach poc0.cppipoc3. java.

Rozwigzanie alternatywne

Zauwazmy, Ze usprawnienie, ktére doprowadzito nas do rozwigzania wzorcowego, mogtoby
zostaé réwnie dobrze zastosowane do rozwiazania uzywajacego haszowanie zamiast
etykiet pojawityby si¢ w nim po prostu funkcje haszujace pociagéw. W ten sposob otrzymuje
si¢ efektywne, lecz niestety niepewne rozwiazanie — jedynie w przypadku wykorzystania
stosunkowo duzej liczby pierwszej P (np. rzgdu 10'6) istniala duza szansa na zdobycie przez
nie maksymalnej punktacji. Sposéb poradzenia sobie z tym, ze dla tak duzej wartosci P liczba
mozliwych etykiet jest stosunkowo duza, oraz oszacowanie ztozonosci tego rozwiazania
pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie. Poméc w tym moga jego implementacje
zawarte w plikach poc.pas, pocl.cppipoc?2.cpp.

Testy

Testy do zadania zostaly wygenerowane losowo, przy uzyciu czterech niezaleznych metod.
Kazda z nich zostata skonstruowana w celu wychwycenia nieprawidtowych badz zbyt
wolnych rozwiazar réznego rodzaju.

e s — generator testow, ktérych celem jest wykrywanie programéw o nieefektywnie
zaimplementowanej fazie aktualizacji wynikow dla pociagéw. W testach tego
typu wystepuje wiele identycznych pociagéw, przez co rozwiazania nieefektywnie
aktualizujace wyniki po kazdej zamianie wagonéw musza wykonywaé wiele operacji.
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e h — generator testow, ktérych zadaniem jest wykrycie programéw wykorzystujacych

metode haszowania. Testy tego typu zawieraja wiele podobnie wygladajacych
pociagéw, rézniacych si¢ kolorem tylko kilku wagonéw. Istnieje szansa, ze programy
wykorzystujace metodg haszowania sklasyfikuja podobnie wygladajace pociagi jako
takie same (oczywiscie bardzo duzo zalezy od jakoSci funkcji haszujacej, jakiej
zawodnik uzyt w swoim programie).

1 — generator testow losowych. Wybiera on kolejno po dwa pociagi i stara sig¢
doprowadzi¢ jeden z nich do postaci drugiego, wykorzystujac w tym celu wagony ze
specjalnie przygotowanego zbioru pociagéw zapasowych.

p — generator testéw, ktérych zadaniem jest wykrycie drobnych btedéw w progra-
mach. W testach tych pociagi r6znia si¢ na co najwyzej kilku wagonach i wykony-
wanych jest bardzo duzo zamian wiasnie tych wagonéw. Odpowiedzi dla r6znych
pociagdw sa stosunkowo zréznicowane, przez co wigkszos¢ biednych programéw daje

na nich zte odpowiedzi.

Ponizsza lista zawiera podstawowe informacje dotyczace testow.
oznaczona liczba pociagéw, przez [ — ich dtugos$é, przez m — liczba wykonywanych zamian,

natomiast przez r — rodzaj testu (s, h, 1 lub p).

Przez n zostala

Nazwa n 1 m | r Nazwa n 1 m | r
pocl .in 10 10 100 | poc7a.in 995 | 100 10004

poc2 .in 10 10 1000 | ! poc7b.in 1000 | 100 9996 | h
poc3a.in 110 10 304 | s poc7c.in 1000 | 100 10000 | [
poc3b.in 100 10 300 | I poc7d.in 100 | 100 10000 | p
poc3c.in 100 10 300 | p poc8a.in 960 10 83409 | s
pocda.in 100 10 1204 | s poc8b.in 920 10 | 72996 | h
poc4b.in 100 10 3000 | ! poc8c.in 990 10 82000 | [
pocdc.in 100 10 3000 | p poc8d.in 980 10 | 90000 | p
pocSa.in 990 | 100 1009 | s poc9a.in 990 10 80009 | s
pocSb.in | 1000 | 100 1000 | !/ poc9b.in 100 | 90 | 75000 | A
pocSc.in | 1000 | 100 1000 | ! poc9c.in 100 90 83000 | [
pocSd.in | 1000 | 100 1000 | p poc9d.in 100 | 100 | 80000 | p
pocba.in 110 | 100 | 30006 | s poclOa.in | 1000 | 100 | 99988 | s
pocbb.in 100 | 100 | 9996 | h poclOb.in | 1000 | 100 | 99996 | h
pocbe.in | 1000 | 100 | 5000 | I poclOc.in | 1000 | 100 | 100000 | !/
poc6d.in 100 | 100 | 30000 | p poclOd.in | 1000 | 100 | 100000 | p
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Ostatnio Bajtocjg Réwnikowq wstrzgsajq mafijne porachunki. Do Bajtogrodu, stolicy tego
kraju, zjechali sie przywddcy mafijni, aby zakonczyé spory. W pewnym momencie rozmowy
staty sie bardzo nerwowe i uczestnicy spotkania wyciggneli bron. Kazdy z nich trzyma w reku
pistolet i celuje w jednego innego uczestnika. Jesli dojdzie do strzelaniny, to zgodnie z kodeksem
honorowym:

o uczestnicy bedg strzela¢ w pewnej kolejnosci, przy czym jednocze$nie moze strzelaé tylko
jeden z nich,

e Zaden z mich nie pudluje, a ofiara natychmiast umiera i nie moze strzelaé,
o kazdy z nich strzeli dokladnie jeden raz, o ile wczesniej sam nie zostanie zastrzelony,

o Zaden uczestnik nie moze zmieni¢ wybranego na poczqtku celu, nawet jezeli osoba, do
ktorej celuje, zostanie zastrzelona (w takim wypadku strzal nie zmienia liczby ofiar).

Przypadkowo sytuacje obserwuje przedsiebiorca pogrzebowy, zaprzyjazniony ze wszystkimi
obecnymi. Chce on oszacowaé moZliwg liczbe ofiar: minimalng i maksymalng. Przedsigbiorca
pogrzebowy wie, kto w kogo celuje, ale nie zna kolejnosci strzelania. Twoim zadaniem jest
napisanie programu, ktory te liczby wyliczy.

Zadanie

Napisz program, ktory:
e wczyta ze standardowego wejscia opis celow, jakie obrali sobie poszczegdlni mafiozi,
o wyznaczy minimalng i maksymalng liczbe ofiar strzelaniny,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

W pierwszym wierszu wejscia zapisana jest liczba uczestnikéw n (1 <n < 1000 000). Sq oni
ponumerowani od 1 do n. W drugim wierszu znajduje sie n liczb calkowitych si,sy,..., sy
(1 < s; < n), pooddzielanych pojedynczymi odstepami. Liczba s; jest numerem uczestnika,
w ktorego celuje uczestnik nri. Moze sie zdarzyé, ze sj =1.

Wyjscie
Twdj program powinien wypisac w pierwszym i jedynym wierszu wyjscia dwie liczby catkowite,

oddzielone pojedynczym odstepem: minimalng i maksymalng liczbe ofiar, bedgcych koncowym
wynikiem strzelaniny.
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Przyktad
Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
8 35
23226785
1

[ J
(63}

[

[

Rozwigzanie

Strzelanina w jezyku graféw

Zacznijmy od zapisania zadania w jezyku teorii graféw. Po pierwsze pozwoli nam to jasniej
przedstawi¢ problem i skorzystaé z rozwiazaf znanych w tej dziedzinie. Po drugie uwolnimy
si¢ w ten sposdb trochg od dos¢ ponurej tresci zadania. Niech G = (V,E) bedzie grafem
skierowanym, w ktérym wierzchotki V odpowiadaja uczestnikom spotkania, a krawedz
(i,]) € E oznacza, ze uczestnik i celuje w uczestnika j. Dla krawedzi (i, j) bedziemy méwic,

ze:
e | wskazuje na j albo
e | jest synem j, a j jest ojcem i, co zapiszemy parent (i) = j.

Poszukiwane rozwiazanie zadania to dwa zbiory wierzchotkéw: o minimalnej oraz
maksymalnej licznosci, takie ze... No wlasnie, jeszcze dokladnie nie wiadomo, co to za
zbiory — powrdcimy do tej sprawy péZnie;j.

W grafie G kazdy wierzchotek ma stopien wyjsciowy réwny 1, co istotnie wptywa na jego
posta¢. Rozwazmy jedng stabo spdjna sktadowa G (czyli spdjna sktadowa w wersji grafu G,
w ktérej ignorujemy skierowanie krawedzi). Jest ona drzewem z jedna dodatkowa krawedzia,
ktéra taczy korzen (root) z pewnym wierzchotkiem wewnatrz drzewa. Kazda sktadowa
mozemy zajaé si¢ oddzielnie, wigc od teraz przyjmiemy, ze G =T = (V,E) jest drzewem
z dodatkowa krawedzia (root, parent (root)), ktéra nazwiemy ztq krawedziq. Zatézmy tez, ze
graf T ma co najmniej dwa wierzchotki (w przeciwnym przypadku rozwiazanie obu czesci
zadania jest dla niego trywialne).

Niech |V| = n. Usuiimy na chwilg zta krawedz z T i ponumerujmy wezly w porzadkach
preorder 1 postorder. Kazda z tych numeracji przypisuje weztom rézne wartosci ze zbioru
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{1,2,...n} tak, by dla kazdego wezta i # root spelnione byty warunki:

preorder(parent(i)) < preorder(i), (1)
postorder(parent(i)) >  postorder(i). (2)

Jest wiele funkcji, ktére spetniaja powyzsze wymagania — w szczegdlnosci numeracja
odwrotna do preorder jest pewnym porzadkiem postorder i odwrotnie (na rys. 1 sa pokazane
przyktadowe numeracje).

preorder

8

O Gofiog 5 ‘e b
470/\08 7 6 0/3\02 !

Rys. I:  Rozwazmy graf powstaty ze stabo spdjnej sktadowej przez usuniecie zlej krawedzi.
W gérnym rzgdzie, po lewej stronie jest przedstawiona numeracja preorder, a po
prawej — numeracja postorder. W dolnym rzedzie zaznaczono efekty strzelaniny:
zaczernione wezly to ofiary, gdyby uczestnicy strzelali odpowiednio w porzadku
preorder i postorder.

Minimalna liczba ofiar. Zbior niezalezny we¢ztéw grafu definiujemy jako zbiér N C V, taki
ze

i€eN = parent(i)¢N. 3)
Co ciekawe, alternatywna definicja zbioru niezaleznego:
parent(i)éeN = i¢N

jest réwnowazna definicji (3).

Mozna tatwo spostrzec, ze zbiér weztow, ktdre przetrwaja strzelaning, musi by¢ zbiorem
niezaleznym — zaden z ,,ocalalych” weztéw nie moze celowaé do innego ,,ocalatego”.
Niestety, nie dla kazdego zbioru niezaleznego da si¢ zaplanowaé taki przebieg strzelaniny,
by ocalaty doktadnie wierzchotki z tego zbioru — na przyklad pojedynczy wierzchotek jest
zbiorem niezaleznym, a rzadko kiedy uda si¢ trafi¢ wszystkich oprécz niego. Jednak jesli
mamy maksymalny w sensie zawierania zbiér niezalezny zawierajacy wszystkie liscie T
(czyli wierzchotki o stopniu wejsciowym 0), to taki przebieg juz istnieje.
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Fakt 1. Jesli N jest maksymalnym (w sensie zawierania) zbiorem niezaleinym zawierajqcym
wszystkie liscie w grafie T, to istnieje taki przebieg strzelaniny, w wyniku ktorego ocalejq
doktadnie wezty ze zbioru N.

Dowéd: Wystarczy zaplanowal przebieg strzelaniny tak, by najpierw trafi¢ wszystkie
wierzchotki celujace w jakiekolwiek wierzchotki ze zbioru N (oznaczmy zbidr tych
wierzchotkéw ,,zagrazajacych” N przez C). Zauwazmy, ze kazdy wierzchotek ze zbioru C
moze zosta¢ trafiony, gdyz:

e nie moga to by¢ liscie;

e stad w kazdy wezet v € C celuje jakiS wezet w € V' \ C; oczywiscie w nie celuje
woéwczas w zaden wierzchotek nalezacy do N.

Pozwdélmy wigc w pierwszej fazie strzeli¢ wszystkim, ktérzy zlikwiduja wierzchotki
zagrazajace elementom zbioru N. Teraz juz zbiér N jest bezpieczny i dalszy (wlasciwie
dowolny) przebieg strzelaniny zawsze pozostawi zbidr niezalezny zawierajacy w sobie zbidr
N. Z zalozenia o maksymalnos$ci N wynika, ze musi to by¢ doktadnie zbiér N. ]

Na mocy powyzszego faktu mozemy stwierdzié, ze istnieje w T kolejnos¢ strzelania,
w wyniku ktérej przezyja wszystkie wierzchotki z pewnego najliczniejszego zbioru
niezaleznego zawierajacego wszystkie liScie. Latwo zauwazy¢, ze jest to maksymalna liczba
ocalatych, jaka da si¢ uzyskaé w T.

W przyktadzie przedstawionym na rys. 1 bliski optymalnemu efekt uzyskujemy,
»strzelajac” w porzadku postorder (z doktadnoscig do usunigtej ztej krawedzi). Nie jest to
przypadek — wykazemy potem, ze wtasnie porzadek postorder pozwala tatwo wyznaczy¢
najliczniejszy zbidr niezalezny.

Maksymalna liczba ofiar. Poszukujac maksymalnej liczby ofiar, nie bedziemy musieli
ucieka¢ si¢ do zadnych zaawansowanych pojeé. Wystarczy zauwazyé, ze ,strzelajac”
w pewnym porzadku preorder!, mozna zmaksymalizowaé liczbe ofiar — da sig trafié
wszystkich oprécz lisci (do ktérych nikt nie celuje, wige nikt ich nie trafi) i by¢ moze jednego
wierzchotka (nie bytoby tego warunku, gdyby nie zta krawedz).

Algorytm MAX-MIN

Oznaczmy przez liczba-ofiar(m) liczbe ofiar, gdy uczestnicy strzelaja w kolejnosci .
Rozwazmy porzadek postorder wyznaczony w drzewie, tj. w grafie 7 z pominigta zia
krawedzia. Oznaczmy przez postorder(V) ciag wezléw posortowany rosnaco wzgledem
wartoSci postorder.

1: ALGORYTM MAX-MIN(T)

2. { Graf T jest pojedynczym drzewem o n weztach z jedna zta krawedzia. }
3. { Wynikiem sa dwie szukane liczby: }

4. { MAX — maksymalna liczba ofiar, }

'tj. w dowolnym porzadku preorder dla pewnego ukorzenienia 7 — doktadny opis doboru odpowiedniego
korzenia znajduje si¢ w dalszej czgsci tekstu.
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{ MIN — minimalna liczba ofiar. }
k = liczba liSci w grafie T;
MAX = min(n—k, n—1);
n := postorder(V);
7' := cykliczna rotacja T;
10: {7 tworzymy z T, przesuwajac ostatni element na poczatek. }
11: MIN := min(liczba-ofiar(w), liczba-ofiar(w));
12: return (MAX, MIN);

© ® 3 >

Warto$é MAX jest poprawna

Dowdéd poprawnosci tej czesci algorytmu jest stosunkowo tatwy. Jesli T jest pojedynczym
cyklem zawierajacym n > 1 weztéw (przypomnijmy, ze przypadek n = 1 odrzuciliSmy
w poczatkowej analizie), to maksymalna liczba ofiar wynosi n — 1. Zalézmy zatem, ze T
jest nietrywialnym drzewem z cyklem, tzn. ma k > 0 liSci. Niewatpliwie kazda strzelaning
,»przezyja” wszystkie liScie, poniewaz nikt do nich nie celuje.

Zauwazmy, ze kazdy z pozostatych weztéw moze zostaé trafiony. Faktycznie, gdyby
w T nie bylo zlej krawedzi, to w wyniku strzelaniny przeprowadzonej w porzadku preorder
przy zyciu pozostatyby jedynie liscie (a doktadniej, liScie w podgrafie T niezawierajacym
ztej krawedzi). Zia krawedZ (root, parent(root)) moze zmodyfikowaé koncowy efekt
strzelania — root strzela jako pierwszy, eliminuje wierzchotek parent(root), przez co
parent(parent(root)) moze ocaleé. Zauwazmy jednak, ze wszystko bedzie dobrze, jesli
wezel parent (parent(root)) ma jakiego§ syna oprécz parent(root) — wéwczas w trakcie
strzelaniny w porzadku preorder parent(parent(root)) zostanie trafiony mimo tego, ze
parent(root) ginie juz w pierwszym strzale (patrz takze rys. 2). Jezeli poprzedni warunek
nie zachodzi, to na cyklu zaczynajacym si¢ w korzeniu drzewa mozemy znalez¢ jaki$ inny
wezel w taki, ze parent(w) ma jeszcze jednego syna w' # w (gdyz T jest nietrywialnym
drzewem z cyklem). Poniewaz kazdy wierzcholek z cyklu moze zosta¢ uznany za korzen
drzewa, mozemy wybraé takze poprzednika w na tym cyklu. Zauwazmy, ze wowczas po
strzelaninie zgodnie z porzadkiem preorder pozostana nietrafione tylko liScie (patrz rys. 2).

r

\'

Rys. 2:  Narysunku po lewej porzadek preorder wystarczy, by trafi¢ wszystkie wezty oprécz
lisci. Na rysunku po prawej najpierw musimy inaczej wybraé korzeri drzewa —
powinien nim by¢ wierzchotek, ktérego ojciec ma ,,brata” (tzn. ojciec ojca korzenia
powinien mie¢ drugiego syna). Jako korzefi wybieramy zatem poprzednika w na
cyklu, czyli w tym przypadku v — wéwczas w = parent(v) nie jest ,jedynakiem”
i ,strzelamy” w porzadku preorder wyznaczonym w drzewie bez ziej krawedzi
(v,w).
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Warto$¢é MIN jest poprawna

Ta cze$¢ algorytmu jest mniej trywialna. Mozemy jednak wykazaé jej poprawnosé, bazujac
na prostszym przypadku drzewa bez zlej krawedzi. Oznaczmy, jak poprzednio, przez
T = (V,E) drzewo ze zia krawedzia (r, p). UstaliliSmy juz, ze zbidr ,,pozostatych przy zyciu
wierzchotkéw” musi by¢ najliczniejszym zbiorem niezaleznym zawierajacym wszystkie
liscie w grafie.

Najliczniejszy zbior niezalezny w drzewie. Wyrzu¢my na moment z grafu T zta krawedzZ
(r,p); niech T' = T\ {(r, p) }. Rozwazmy nastgpujacy algorytm zachtanny.

Algorytm A: Konstruuj zbiér niezalezny w T’, wybierajac do niego za kazdym razem
najglebiej potozony niewybrany jeszcze wierzchotek, ktérego zaden z synéw nie znajduje
si¢ jeszcze w zbiorze.

Okazuje sig, ze:

Fakt 2. Algorytm A jest optymalny dla T', to znaczy konstruuje najliczniejszy zbior
niezalezny w T'.

Dowéd: Niech N oznacza zbidr niezalezny skonstruowany przez A, natomiast N’ — dowolny
najliczniejszy zbiér niezalezny w T’. Pokazemy, ze jezeli N # N, to mozna bez zmniejszenia
licznosci N’ sprowadzié ten zbiér do N, a zatem ze N jest réwniez najliczniejszy.

Niech v bedzie najglebiej potozonym wierzchotkiem drzewa, ktéry odréznia N i N', czyli
najglebiej polozonym wierzchotkiem ze zbioru N &N = (N\ N')U (N'\ N). Na mocy
kryterium wyboru v, zaden z synéw v nie nalezy ani do N, ani do N'. Ze wzgledu na metode
zachtanng wykorzystywana w algorytmie A, mamy zatem v € N, czyli v ¢ N'.

Gdyby ojciec w wierzchotka v nie nalezat do N’ (albo, tym bardziej, gdyby w nie istniat),
to N'U{v} bylby zbiorem niezaleznym, co przeczyloby temu, ze N’ jest najliczniejszym
zbiorem niezaleznym. Zamiefimy zatem N’ na N” = (N’ \ {w}) U {v}. Otrzymamy wéwczas
inny najliczniejszy zbidr niezalezny, ktéry ma o jeden wigcej wierzchotek wspélny z N (gdyz
oczywiscie w ¢ N). Kontynuujac ten proces, po maksymalnie |N| krokach bez usuwania
wierzchotkéw otrzymamy zbidér N. To koriczy dowdd optymalnosci A. ]

Jak praktycznie wykorzysta¢ algorytm A?  Otéz mozna zauwazyé, ze porzqdek
postorder wyznacza kolejnoS¢ strzelania, w wyniku ktdrej przy zyciu pozostang wierzchotki
z doktadnie tego zbioru niezaleznego, ktéry jest konstruowany przez algorytm A (dowdd
tego faktu pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie). Zwiazek z algorytmem A
w szczeg6lnosci implikuje jedna istotng wlasno$¢ strzelania w porzadku postorder, ktéra
przyda nam si¢ w dalszej analizie.

Obserwacja 1. Jezeli w T’ istnieje najliczniejszy zbidr niezalezny niezawierajacy korzenia,
to zostanie on skonstruowany w wyniku strzelaniny w porzadku postorder.

Najliczniejszy zbior niezalezny w drzewie ze zla krawedzia. Powrdémy teraz do drzewa
T ze 713 krawedzia (r, p). Zauwazmy, ze wyznaczony dla niego zbidr niezalezny musi by¢
takze niezalezny ze wzglgdu na krawedzie drzewa. Mozemy wigc rozpoczaé od wyznaczenia
najliczniejszego zbioru niezaleznego N’ w drzewie T \ {(r, p)}. Daje to nam jeden z dwéch
przypadkéw:
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e do zbioru N’ nie naleza jednoczes$nie wezly r i p, wigc dotaczenie do drzewa zlej
krawedzi nie psuje niezalezno$ci zbioru — to oznacza, ze zbiér N’ jest niezalezny
i optymalny takze w grafie ze zig krawedzia;

e do zbioru N’ naleza jednoczes$nie r i p, wigc w drzewie ze zla krawedzia zbiér N’
nie jest juz zbiorem niezaleznym — moglibySmy wyrzuci¢ jeden z koncéw krawedzi
(r,p), ale nie mozemy by¢ do korica pewni, czy dostajemy w ten sposéb rozwigzanie
optymalne.

Przyjrzyjmy si¢ doktadniej drugiemu sposréd powyzszych przypadkéw, w ktérym obecnosé
p oraz r w N' wymusza na nas wyrzucenie jednego z tych wierzchotkéw. Zauwazmy,
ze drzewo moze mieé kilka réznych najliczniejszych zbior6w niezaleznych, wigc warto
sprawdzi¢, czy nie mozna si¢ obejs¢ bez wierzchotka p lub r. Na mocy Obserwacji 1, jezeli
zbidr niezalezny N’ skonstruowany za pomoca porzadku postorder zawiera r, to kazdy inny
najliczniejszy zbidr niezalezny w drzewie takze zawiera r. Moze jednak istnie¢ mozliwo$é
obejscia si¢ bez p — oznaczmy najliczniejszy zbidr niezalezny dla grafu T z usunigtym
wierzchotkiem p przez N”. Poréwnujac zbiory N” i N’ z ewentualnie usunigtym jednym
z wezlow r, p, dostajemy zatem zbiér N — najliczniejszy zbidr niezalezny dla drzewa za zta
krawedzia.
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Rys. 3:  Wezty zaznaczone na czarno oznaczaja wezty trafione (A): w porzadku postorder

(4 trafienia).

Skoro juz wiemy, jak wyznaczy¢ najliczniejszy zbior niezalezny, to sprawdzmy, czy robi
to algorytm MAX-MIN. Zauwazmy, Ze:

o jesli wezly strzelaja w ,,zwyktym” porzadku postorder &, to jako wynik dostajemy
licznosé zbioru niezaleznego N’, ewentualnie z usunigtym wezlem p, jesli krawedz
(r, p) psula niezalezno§¢ zbioru N’;

e jesli wezly strzelaja w przesunigtym cyklicznie porzadku postorder, czyli 7', to
wyznaczamy optymalny zbidr niezalezny w grafie z wstgpnie usunigtym weztem p
(r trafia go na samym poczatku) — jest to zbiér N”'.
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Widzimy wigc, ze algorytm bada wszystkie konieczne przypadki i zwraca optymalna
z mozliwych wartoSci, czyli jest poprawny!
Na rysunku 3 jest pokazany przypadek, gdy optymalny jest wlasnie porzadek 7'.

Alternatywne nieformalne uzasadnienie dla wersji MIN. Jezeli Czytelnikowi nie

przypadt do gustu dowdd poprawno$ci wersji MIN wykorzystujacy zbiory niezalezne, to na

koniec prezentujemy w skrécie alternatywne uzasadnienie tej czesci algorytmu MAX-MIN.
Zauwazmy, ze graf T o korzeniu r sktada si¢ z cyklu

C=r—vi—...—>vw—r
i pewnego zbioru D drzew podwieszonych do C. Oznaczmy przez
ACl: Vi — ... 2V —1 Aczl r—vy —... >V,

dwie interesujace kolejnosci strzelania na cyklu C oraz niech Ap bgdzie kolejnoScig strzelania
w drzewach ze zbioru D zgodna z porzadkiem postorder.

Obserwacja 2. Algorytm MAX-MIN daje ten sam zbidr ocalatych, co algorytm minimali-
zujacy liczbe ofiar z dwéch kolejnosci: (Ap; Aci), (Ap; Aca).

Krétkie uzasadnienie. Zauwazmy, ze pierwsza z tych kolejnosci odpowiada 7, natomiast
druga prawie odpowiada 7' (gdzie T, T — jak w algorytmie MAX-MIN). Rozpatrzmy
dwa przypadki. Jesli po wykonaniu Ap wierzchotek r jest martwy, to kolejnos¢ (Ap; Aci)
minimalizuje liczbe ofiar. W tym przypadku jest to po prostu kolejno$¢ postorder, optymalna
dla drzewa T \ {(r,p)}, a r nie wykonuje strzatu, wiec zta krawedZ niczego nie psuje.
W przeciwnym przypadku ' odpowiada pod wzgledem zbioru ofiar kolejnosci (Ap; Acz),
tzn. strzat wykonywany w T przez r mozemy przesunaé po Ap.

Obserwacja 3. Istnieje optymalna kolejno$¢ strzelania B, w ktorej strzaly z Ap padaja na
samym poczatku, tj. B= (Ap; Bc).

Wynika to stad, ze kazda strategia, w ktérej wybrany 1i$¢ strzela jako pierwszy, moze
byé zawsze rozszerzona do algorytmu optymalnego. Mozna to udowodnié indukcyjnie ze
wzgledu na liczbe lisci.

Wystarczy teraz stwierdzi¢ nastgpujacy fakt.

Obserwacja 4. Jeden z ciagdw Ac1,Ac: jest optymalny dla T bedacego cyklem, w ktérym
pewne wierzchotki moga juz by¢é martwe, tzn. jeden z ciagéw Aci,Ac jest rOwnowazny
ciagowi B¢ w pewnym algorytmie optymalnym B.

Wynika to stad, ze w takim cyklu dowolny ciag kolejnych (wzdtuz cyklu) strzelan
zaczynajacy si¢ od martwego wierzchotka (albo jakikolwiek taki ciag, jezeli nie istnieja
martwe wierzchotki) jest optymalny. W ciagach Acy,Ac: strzelanie zaczynamy z sasiednich
wierzchotkéw v i r, dzigki czemu co najmniej raz otrzymamy ten sam zbiér ofiar, co przy
strzelaniu optymalnym.

Ztozonosé algorytmu
Algorytm wymaga jedynie przejScia grafu w porzadku postorder. Jest to prosta operacja

wykonywana w czasie O(n), czyli bez problemu radzimy sobie z danymi o zadanym
rozmiarze.
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Rozwigzania zawodnikow byly sprawdzane na 13 zestawach testow. W ponizszej tabelce
znajduja si¢ ich krétkie opisy.

Nazwa n Opis

mafl.in 9 | maty losowy test

mayf2.in 1000 | zréznicowany Sredni test losowy (7 cykli, 21 petli, 74 drzewa
z cyklami)

mayf3.in 2000 | zréznicowany Sredni test losowy (10 cykli, 30 petli, 169 drzew
z cyklami)

maf4.in 3000 | zréznicowany Sredni test losowy (17 cykli, 61 petli, 336 drzew
z cyklami)

mafs.in 3500 | zréznicowany Sredni test losowy (19 cykli, 120 petli, 462 drzewa
z cyklami)

mafb.in 4000 | zréznicowany Sredni test losowy (22 cykle, 97 petli, 421 drzew
z cyklami)

maf7.in 60006 | test ztozony z 10000 6-wierzchotkowych sktadowych z matym
bonusem

maf8.in 10000 | testlosowy z dodanymi cyklami (w tym jednowierzchotkowymi)

maf9.in 100000 | test losowy z dodanymi ponad 7000 wierzchotkéw na cyklach
oraz z 1200 8-wierzchotkowymi sktadowymi

mafl10.in 400000 | test losowy z dodanymi cyklami, zawierajacymi tacznie 150000
wierzchotkéw

maflla.in | 1000000 | test losowy z dodanymi ponad 10000 9-wierzchotkowych
sktadowych oraz 120000 wierzchotkéw lezacych na cyklach

mafl1b.in | 1000000 | test, w ktérym kilka wierzchotkéw ma bardzo duze stopnie
wejSciowe

mafl2a.in | 1000000 | test losowy

maf12b.in | 1000000 | Sciezka dlugosci milion dochodzaca do petli

mafl3a.in | 1000000 | testlosowy z dodanymi 10000 10-wierzchotkowych sktadowych
oraz 100000 wierzchotkéw na cyklach

mafl3b.in | 1000000 | cykl dlugo$ci milion

W trakcie generowania testow wyszed! na jaw empiryczny fakt, ze losowy graf (tj. graf,
ktéremu odpowiada wejsScie w postaci losowego n-elementowego ciagu nad {1,2,...,n})
sktada si¢ z malej liczby stabo spéjnych sktadowych, ktére zazwyczaj sa nietrywialnymi
drzewami z cyklami (i oczywiScie pewne z nich muszg by¢ stosunkowo duze). Z tego
wzgledu najtrudniejsze testy w zestawie poszerzaly testy losowe o stabo spdjne sktadowe
bedace cyklami (jedno- i wielowierzchotkowymi) oraz o wiele bardzo matych losowych
spdjnych sktadowych — celem tych drugich bylo wykrycie rozmaitych rozwiazan btednych.
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Tres¢ zadania Opracowanie Program

Ol, Etap II, dzien drugi, 8.02.2008

Ucieczka

Al Bajtone, znany na calym Swiecie zlodziej, planuje napad na bank. Wie, ze jak tylko obrabuje
bank, rozpocznie sie policyjny poscig. Al Bajtone jest nmiestety kiepskim kierowcq i skrecanie
w lewo sprawia mu klopoty. Chce wiec tak zaplanowaé ucieczke, aby przez kazde skrzyzowanie
przejezdiaé na wprost lub skrecaé w prawo. Wie tez, Ze jezeli przez jakie$ skrzyzowanie raz
przejedzie, to policja bedzie tam juz na niego czyhaé. Nie moze wiec dwa razy przejezdiad
przez to samo skrzyzowanie. Dodatkowo, na niektérych skrzyzowaniach zawsze stojg patrole
policji, wiec takie skrzyZowania musi omijaé (na skrzyzowaniach, przy ktérych znajdujq sie
bank i kryjéwka, nie ma patroli policji).

Al Bagtone planuje trase ucieczki z banku do swojej kryjowki. Nieoczekiwanie zlozyl Ci
wizyte 1 przedstawil ,propozycje nie do odrzucenia”: musisz policzyé, ile jest réznych tras
ucieczki prowadzgcych z banku do kryjowki, spelniajgcych podane warunksi.

Ulice Bagjtogrodu tworzq reqularng prostokgtng siatke. Wszystkie ulice prowadzq w kierunku
potnoc-potudnie lub wschod-zachod, a na przecieciuv kaZdych dwoch ulic znajduje sie
skrzyzowanie. Bank znajduje sie na potudnie od skrzyZowania wysunietego najbardziej na
poludniowy zachod. Al Bajtone rozpocznie ucieczke w kierunku péinocnym.

Zadanie
Napisz program, ktory:

® wczyta ze standardowego wejscia poltoZenie kryjowki, opis skrzyzowan, przy ktorych stojg
patrole policji, oraz pewng dodatnig liczbe catkowitq k,

o wyznaczy liczbe wszystkich tras ucieczki z banku do kryjowki, ktore spelniajq podane
warunki,

e wypisze na standardowe wyjscie reszte z dzielenia wyniku przez k.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia znajdujq sie trzy liczby calkowite n, m i k
(1 <nm<100, 1 <k< 109). Liczby n i m to odpowiednio liczby ulic, ktére prowadzg
w kierunku wschoéd-zachdod oraz pétnoc-potudnie. W drugim wierszu znajdujg sie dwie liczby
calkowite x 1y (1 <z <m, 1 <y<n) Reprezentujg one polozenie kryjowki — znajduje
sie ona przy skrzyzowaniu x-tej ulicy prowadzgcej w kierunku pélnoc-poludnie i y-tej ulicy
prowadzgceej w kierunku wschdd-zachdd. Ulice sq numerowane z zachodu na wschod i z pétnocy
na potudnie, odpowiednio od 1 dom i od 1 do n.

W kazdym z nastepnych n wierszy znajduje sie m znakéw ,*7 i/lub ,+7. Jest to mapa
maasta. Znak w i-tym wierszu 1 j-tej kolumnie tej mapy okresla skrzyZowanie i-tej ulicy
prowadzqcej z zachodu na wschod z j-tg ulicg prowadzgceq z potnocy na poludnie, przy czym
»*7 oznacza, Ze na skrzyzowaniu stoi patrol policji, a ,+7 oznacza, Ze przez skrzyZowanie moze
prowadzié trasa ucieczki.
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Al Bagjtone rozpoczyna ucieczke, wjezdzajgc na skrzyzowanie o wspdlrzednych (1,n)
z kierunku poludniowego, tj. z nieistniejgcego skrzyzowania (1,n+1).

Wyjscie

Twoj program powinien wypisaé w pierwszym i jedynym wierszu reszte z dzielenia liczby
wszystkich moZliwych tras ucieczki przez k.

Przyktad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
3 5 10 2

4 2

o

K+

ok

Rozwigzanie

Wprowadzenie

Na II etapie II Olimpiady Informatycznej pojawito si¢ zadanie ,,Klub Prawoskretnych
Kierowcow”. W zadaniu tym nalezalo stwierdzi¢ dla wczytanej prostokatnej mapy pol
(sposrdd ktérych niektdre sa zajete, zas inne wolne), jaka jest najkrétsza trasa z pewnego
pola A do pewnego innego pola B, pod warunkiem, ze nie dopuszczamy skretéw w lewo oraz
jazdy przez zajete pola.

W naturalny sposéb mozna zapytac o liczbe mozliwych ,,prawoskretnych” tras na takiej
mapie. To pytanie stato si¢ inspiracja do stworzenia tego zadania.

Rozwigzanie prawie wzorcowe — jeszcze nieoptymalne

Kluczowym warunkiem w zadaniu jest zalozenie, ze zliczamy tylko trasy bez samoprzecigc.
Sprawia to, ze dozwolone sg jedynie trasy szczeg6lnej postaci.

Podzielmy droge Ala Bajtone na czgsci, z ktérych kazda jest prostym odcinkiem
pomiedzy dwoma skretami w prawo. Oznaczmy cztery pierwsze odcinki literami: a, b, ¢
i d (gdy bedzie nam wygodnie, to takimi samymi literami bedziemy oznacza¢ takze ulice, na
ktérych leza odcinki). Przyktad drogi z podziatem na odcinki jest przedstawiony na rys. 1.

Zauwazmy, ze skoro a zaczyna si¢ w potudniowo-zachodnim koricu miasta, a d jest na
pewno na potudnie od b, to przedluzenie odcinka d przecina odcinek a. W takim razie
Al Bajtone musi zjecha¢ z ulicy d (w prawo, oczywiscie) przed dojechaniem do ulicy a.
Oznaczmy kolejny odcinek trasy Ala Bajtone litera e. Latwo zauwazy¢, ze biegnie on w tym
samym kierunku, co odcinek a, i catkowicie zawiera si¢ w prostokacie ograniczonym ulicami
a, b, ¢ id. Réownie tatwo mozna dowies¢ metoda indukcji, ze jesli literami u, v, w, x, y iz
oznaczymy sze$¢ kolejnych (niekoniecznie poczatkowych) odcinkéw trasy Ala Bajtone, to:



Ucieczka

Rys. 1:  Poczatek trasy Ala Bajtone.

e ostatni odcinek z sz6stki (z) jest w calo$ci zawarty w prostokacie ograniczonym ulicami
v, W, X1Y;

e pierwszy odcinek széstki (1) lezy w catosci poza prostokatem ograniczonym ulicami
v, W, x1y.

Trasa ucieczki Ala Bajtone ma wigc ksztalt spirali skrecajacej w prawo. Ponadto ucieczka
koniczy si¢ w kryjowce, stad do powyzszych trzeba doda¢ jeszcze jeden warunek:

e kryjéwka musi naleze¢ do kazdego z prostokatow, utworzonych przez cztery kolejne
odcinki ucieczki.

Z powyzszych wtasnosci widaé, ze trasg ucieczki Ala Bajtone mozna przedstawic jako
prosty odcinek zakoniczony skretem i nastgpnie tras¢ catkowicie zawarta w mniejszym
prostokacie. To oznacza, ze problem mozna sprobowac rozwiazaé technikg programowania
dynamicznego — wyznaczajac liczbe mozliwych tras dla wszystkich prostokatéw mapy
zawierajacych kryjowke Ala Bajtone. Prostokaty trzeba przy tym rozwazaé w takiej
kolejnosci, aby wynik dla kazdego prostokata mozna bylo tatwo wyznaczy¢ na podstawie
wynikow dla prostokatéw wczesniej przeanalizowanych.

Wezmy wigc dowolny prostokat P = [x1,x3] X [y1,y2], ograniczony ulicami x; i xp
(pionowymi) oraz y; i yp (poziomymi). Zalézmy, ze kryjowka Ala Bajtone lezy na tym
obszarze w punkcie (xg,yo), czyli x; < xp < x2 i ¥1 < yo < y2. Przypomnijmy, ze osie
uktadu wspotrzednych sa zgodnie z trescig zadania skierowane odpowiednio na wschdd i na
potudnie. Chcemy obliczy¢ liczbe tras spetniajacych warunki zadania, wchodzacych do P od
potudnia w lewym dolnym rogu, czyli w punkcie (x,y2).

Mozliwe sa dwa przypadki.

1. Kryjéwka lezy na ulicy xi, czyli xop = x;. Wtedy Al Bajtone moze do niej dojechaé
tylko jedna droga i to tylko wéwczas, gdy na odcinku od skrzyzowania (x1,y;) do
skrzyzowania (x;,yo) nie ma zadnych patroli policyjnych.

2. Kryjéwka znajduje si¢ na wschdd od ulicy xj, czyli xo > x;. Wtedy Al Bajtone
musi wykona¢ przynajmniej jeden skret w prawo. Poniewaz zaktadamy, ze bedzie
poruszat si¢ tylko w prostokacie P, to moze skrgci¢ na wschéd w ulicg y dla
y1 <y < y2. Dodatkowo ¥’ <y < yo, gdzie y' — 1 jest najdalej wysunigtym na poludnie
skrzyzowaniem na ulicy x| pomigdzy ulicami y; i y», na ktérym stoi policja; jezeli
na odcinku od (x1,y1) do (x1,y2) nie ma policji, to przyjmujemy zamiast tego y' = y;
(patrz tez rys. 2a).
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Rys. 2:  Mozliwosci ruchu Ala Bajtone w prostokacie P (a) i podprostokat Py, w ktérym
odbywa si¢ dalsza ucieczka, po wyborze okreslonego y (b).

W pierwszym przypadku mamy rozwiazanie, rowne zero lub jeden, gdy tylko spraw-
dzimy obecnos¢ patroli policyjnych na odcinku od (x1,y) do (x1,y2). Poszukujac rozwiaza-
nia w nietrywialnym, drugim przypadku, mozemy przeglada¢ wartosci y = y2,y» — 1,...,y1,
dopdki nie napotkamy pierwszego patrolu — na tej podstawie wyznaczamy y’. Dla wartosci
y z przedziatu [y, yo| sumujemy wyniki dla prostokatéw P, = [x; + 1,x2] x [y, y2], zaktadajac,
ze wjezdzamy do takiego prostokata od strony zachodniej w lewym gérnym rogu (x; + 1,y)
(patrz takze rys. 2b).

W tym momencie widzimy, ze informacja o liczbie tras wchodzacych do prostokata
w lewym dolnym rogu od potudnia nie jest wystarczajaca do obliczeii dynamicznych.
Potrzebne sa takze wyniki w przypadku, gdy Al Bajtone wjezdza przez lewy gérny naroznik
od zachodu. Powtarzajac poprzednie rozumowanie dla takich przypadkéw, zauwazymy
szybko, ze trzeba rozwazy¢ takze przypadki, gdy Al Bajtone wjezdza w prostokatny obszar
w prawym gérnym rogu od péinocy i w prawym dolnym rogu od wschodu. Przypadki te
oznaczymy: (1), (2), (3) 1 (4) — sa one przedstawione na rys. 3.

Y

A -
1

Rys. 3:  Konieczne do rozwazenia sposoby rozpoczecia trasy wewnatrz prostokata.

Prosta implementacja przedstawionego pomystu przebiega nastgpujaco. Rozpoczynamy
od prostokata [xg,x0] X [vo,y0] sktadajacego si¢ jedynie ze skrzyzowania, przy ktérym jest
kryjowka — liczba tras we wszystkich czterech przypadkach jest réwna 1. Nastgpnie,
dla kolejnych prostokatéw o coraz wigkszym polu (mozna je przegladaé, na przyktad,
zwigckszajac w kazdym etapie jeden z wymiaréw prostokata o jeden) obliczamy kazdy
z czterech wynikéw. W pesymistycznym przypadku obliczenia dla jednego prostokata
wymagaja przejrzenia wszystkich skrzyzowan znajdujacych si¢ na jego obwodzie.

Poniewaz na mapie mamy w sumie O(n? - m?) prostokatéw (dlaczego?) i dla kazdego
z nich nalezy rozwazy¢ O(n + m) potencjalnych miejsc skretu, to zlozono$¢ czasowa
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zaproponowanego rozwiazania wynosi O(n’m?(n + m)), jest wigc zbyt duza jak na
ograniczenia z zadania. Réwniez konieczno$¢ pamigtania O(n’m?) wynikéw dla wszystkich
prostokatéw przekracza dostgpne zasoby pamigci.

Rozwigzanie wzorcowe — po poprawkach

Przedstawione rozwigzanie mozemy jednak poprawi¢. Uwazny Czytelnik dostrzeze bowiem,
ze nie ma konieczno$ci sumowania O(n + m) wynikéw dla mniejszych prostokatéw, aby
otrzymaé wynik dla wigkszego. Powr6émy do prostokata P = [x1,x2] X [y1,2] i obliczania dla
niego wyniku w przypadku (1) — w poprzednim rozwigzaniu wymagato to dodawania wielu
wynikéw typu (2) dla prostokatéw postaci [x; + 1,x2] X [y,y2] dla ¥y <y < yo. Zauwazmy
jednak, ze wszystkie rozwazane tu trasy mozemy podzieli¢ na dwie grupy:

e skrecajace w prawo przed dojechaniem do ulicy yi;
e skrecajace w prawo na skrzyzowaniu (xp,y1).

Liczba tras z pierwszej grupy to w rzeczywistoSci liczba tras typu (1) dla prostokata
[x1,x2] X [y + 1,y2]. Natomiast liczba tras z drugiej grupy to liczba tras typu (2) dla
prostokata [x; + 1,x2] X [y1,¥2], o ile tylko caty odcinek od (x1,y;) do (x1,y2) jest wolny
od policji. Analogicznie mozna uprosci¢ obliczenia we wszystkich czterech przypadkach —
za kazdym razem wynik dla prostokata i jego wybranego rogu bgdzie wyznaczany w czasie
statym. Pozostaje wigc tylko wymysli¢ metode rozpoznawania w czasie statym, czy dowolny
odcinek jest wolny od policji, i otrzymamy rozwiazanie zadania dziatajace w czasie O(n*m?).

Wszystkie ,,bezpieczne” dla Ala Bajtone odcinki ulic mozemy wyznaczy¢ na poczatku
dziatania algorytmu, ponownie stosujac programowanie dynamiczne. Wystarczy, ze
dla kazdego punktu na mapie obliczymy, jak daleko na potudnie i na wschdd ciagnie
si¢ bezpieczna strefa. Wyznaczajac warto$¢ (na przyktad w kierunku wschodnim) dla
skrzyzowania (x,y), wystarczy skorzystaé z wartosci dla skrzyzowania (x+ 1,y). Latwo
zauwazy¢é, ze wszystkie wartosci mozna wyliczy¢é w czasie O(nm) i zapisaé w pamigci
rozmiaru O(nm). Natomiast odpowiadajac na pytanie, czy odcinek od (x1,y;) do (x2,y1),
dla x; < xp, jest bezpieczny, wystarczy poréwnac rozmiar bezpiecznej strefy w kierunku
wschodnim dla skrzyzowania (x1,y;) z wartoscia x — x; + 1.

UzyskaliSmy juz satysfakcjonujaca ztozono$¢ czasowa. Niestety, ztozono$¢ pamigciowa
catego algorytmu nadal jest rzedu O(n’*m?), co przekracza limit pamigciowy w zadaniu,
ktéry wynosi 64 MB. Problem stanowi tu duza liczba prostokatéw, dla ktérych zapisujemy
wyniki czesciowe. Oczywiscie ostatecznie interesuje nas tylko wynik typu (1) dla prostokata
[1,m] x [1,n], ale wczeSniej wyliczamy i tablicujemy wszystkie wartosci typu (1)—(4) dla
prostokatéw [x1,x2] X [y1,¥2], gdzie 1 <x; <xp <mil <y <yy <n. Aby zredukowaé
liczbe pamigtanych warto$ci, mozna obliczaé wyniki dla prostokatéw w takiej kolejnosci,
by w kazdym momencie korzystaé tylko ze stosunkowo niewielu wynikow wcze$niejszych.
Woéwcezas wszystkie wyniki starsze bedzie mozna zapomnie¢ i do obliczefi wystarczy nam
mniejsza pamigé. Znalezienie odpowiedniej kolejnosci przetwarzania prostokatéw wymaga
pewnej pomystowosci, gdyz nie jest ona najbardziej typowa.

Zauwazmy, ze obliczajac liczbg tras (na przyklad typu (1)) dla prostokata
P = [x1,x2] X [y1,y2], korzystamy z wynikéw dla prostokatéw [x1,xz] X [y1 + 1,y2]
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i [x; + 1,x2] X [y1,y2]- Sa to co prawda prostokaty o polach znacznie mniejszych niz ba-
dany, ale kazdy z nich ma obwd6d mniejszy doktadnie o 2 od prostokata P! Wystarczy
wigc pogrupowal prostokaty ze wzgledu na obwdd i wyznacza¢ wyniki kolejno dla grup
Go,G2,Ga, ..., Gy(nym)> gdzie Gy to wszystkie prostokaty o obwodzie k. Widac, ze oblicze-
nia dla grupy G, wymagaja odwotania si¢ jedynie do wartosci z grupy Gy_» i kazda grupa ma
najwyzej O((n+ m)nm) elementéw, co miesci si¢ juz w limicie pamigciowym dla zadania.
Jako ¢wiczenie pozostawiamy Czytelnikowi opracowanie efektywnej metody wyznaczenia
i poindeksowania wszystkich prostokatéw nalezacych do ustalonej grupy Gy.

Opisane rozwiazanie wzorcowe zostalo zaimplementowane w plikach uci.cpp,
ucil.pas orazuci?. java.

Rozwigzania nieoptymalne

Oprécz rozwiazania wzorcowego istnieja rowniez algorytmy o gorszej ztozonosci.

Jednym z nich jest opisany jako pierwszy algorytm o zlozonosci czasowej
O(n’m?(n +m)), ktéry zostat zaimplementowany w plikach ucib2.cpp, ucib3.pas oraz
ucib4. java. Przechodzi on testy 1-10.

Inne rozwiazanie to algorytm sitowy, czyli bezposrednio wyszukujacy wszystkie mozliwe
Sciezki ucieczki Ala Bajtone. Zostal on zaimplementowany w plikach ucis3.cpp,
ucis4.pas, ucis5. java. Przechodzi on testy 1-7.

Testy

Rozwiazania zawodnikow byly sprawdzane na nastgpujacych zestawach testowych:

Nazwa n| m Opis

ucil.in 5 5 | maty test poprawnosciowy z jednym posterunkiem policji
uci2a.in 5 5 | maty test poprawnosciowy z jedna trasa ucieczki

uci2b.in 5 5 | maty test poprawnosciowy z jedna trasa ucieczki

uciZc.in 5 5 | maly test poprawnosciowy bez trasy ucieczki

ucida.in 10 10 | Sredni test poprawnoSciowy — miasto bez policji

uci3b.in 10 10 | Sredni test poprawnoSciowy — miasto z jednym patrolem
policji

uci4.in 10 10 | $redni test poprawnosciowy — kilka patroli, kryjéwka blisko
potudniowo-zachodniego kranca

ucis.in 10 10 | Sredni test poprawnosciowy — kryjéwka blisko centrum

uci6.in 20 | 20 | sredni test poprawnoSciowo-wydajnosciowy — duzo policji

w miescie, kryjéwka tuz obok banku

uciZa.in | 20 | 20 | Sredni test poprawnosciowo-wydajnosciowy

uci7b.in 20 10 | $redni test poprawno$ciowy — miasto puste
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Nazwa n| m Opis

uci8.in 40 | 40 | Sredni test poprawnos$ciowo-wydajnosciowy
uci9.in 40 | 40 | Sredni test poprawnosciowo-wydajnosciowy
ucilO.in | 40 | 40 | Sredni test poprawnosciowo-wydajnosciowy
ucill.in 80 80 | duzy test wydajnosciowy

ucil2.in | 80 | 80 | duzy test wydajnoSciowy

ucil3.in | 100 | 100 | duzy test wydajnosciowy

ucil4.in | 100 | 100 | duzy test wydajnoSciowy

ucil5.in | 100 | 100 | duzy test wydajnoSciowy

ucil6.in | 100 | 100 | duzy test wydajnoSciowy

ucil7.in | 100 | 100 | maksymalny mozliwy test, z maksymalna mozliwa odpowie-

dzig
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Lampki

Maty Jas dostal na swieta nietypowy prezent. Po odpakowaniu kolorowego kartonu jego oczom
ukazal sie napis ,Nieskoniczony laricuch lampek choinkowych”. Zainteresowany chlopiec od
razu roztozyl nowq zabawke na podlodze.

Laricuch Jasia ma forme kabla posiadajgcego poczgtek, ale nieposiadajgcego korica. Do
kabla sq podlgczone lampki ponumerowane (zgodnie z kolejnoscig na kablu) kolejnymsi liczbami
naturalnymi, poczynajgc od 0. Kabel podlgczony jest do panelu sterowania. Na panelu znajduje
sie pewna liczba przyciskow, kazdy w innym kolorze i przy kazdym znajduje sie inna dodatnia
liczba naturalna. Liczby umieszczone przy roznych przyciskach sq parami wzglednie pierwsze.

W momencie rozpakowania prezentu Zadna lampka sie nie swiecita. Jas, nie myslgc wiele,
przycisngl po kolei wszystkie przyciski na panelu sterujgcym, od pierwszego az do ostatniego.
Ze zdumieniem zaobserwowal, Ze nacisniecie i-tego przycisku powoduje zapalenie sie wszystkich
lampek o numerach podzielnych przez liczbe p; znajdujacq sie przy tym przycisku. Co wiecej,
wszystkie te lampki zaczynajq swiecié kolorem k;, takim jak kolor przycisku. W szczegélnosci,
wszystkie lampki o numerach podzielnych przez p;, ktore byly juz uprzednio zapalone, zmieniajg
swoj kolor na kolor k;.

Teraz Ja$ patrzy urzeczony na nieskonczony wielobarwny tancuch i zastanawia sie, jaka
czg8¢ lampek pali sig poszczegdlnymi kolorami. Oznaczmy przez L, liczbe lampek palgcych sie
na kolor ki, sposréd lampek o numerach 0,1,...,7. Formalnie, ulamek C; lampek, ktdre palg

si¢ kolorem kj, to:
L:
Cl' = lim Ll

r—oo T

Zadanie
Napisz program, ktory:
® wczyta ze standardowego wejscia opisy przyciskéow na panelu sterowania,
o dla kazdego koloru k; obliczy utamek C;, mowigey jaka czeSé lampek pali sie kolorem k;,

o wypisze wyniki na standardowe wyjscie.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejécia zawiera jedng liczbe calkowitg n (1 <n < 1000), oznaczajgcq liczbe
przyciskow znajdujgcych sie na panelu sterowania. Kolejne n wierszy zawiera po jednej liczbie
calkowitej p; (1 <p; < 1000000 000), oznaczajacej, ze przycisniecie i-tego przycisku powodugje
zapalenie sie na kolor k;i lampek o numerach podzielnych przez p;. Liczby p; s¢ podane
w kolejnosci naciskania przyciskow przez Jasia. Liczby p; sq parami wzglednie pierwsze i rozne.
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Twadj program powinien wypisa¢ na wyjscie dokladnie n wierszy. W i-tym z nich powinien
sie znaleZé ulamek C;, mdéwigcy joka cze$é lampek pali sie kolorem ki, zapisany w formie
nieskracalnego ulamka a/b, gdzie a jest calkowite, b calkowite dodatnie oraz a i b sq wzglednie
pierwsze. Jesli C; = 0, to ulamek ten powinien byé wypisany jako 0/1.

Przyktad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
3 4/15

2 4/15

3 1/5

5

Rozwigzanie

Wprowadzenie

Rozwiazanie zadania sktada si¢ z dwéch czgsci. Pierwsza z nich jest analiza problemu
od strony teoretycznej, w celu wyprowadzenia wzoru na $rednie liczby lampek poszczegdl-
nych koloréw, ktére beda Swieci¢ si¢ po naci$nigciu wszystkich przyciskéw. Potem nalezy
zastanowic sig, jak efektywnie obliczaé wartosci wyznaczonej formuty tak, by zmiesci¢ sig¢
w limitach czasowych nawet dla najwigkszych danych.

Analiza teoretyczna

Dla uproszczenia opisu przyjmiemy, ze lampka zgaszona tez ma pewien kolor, a doktadniej,
wszystkie zgaszone lampki sa tego samego koloru. Ponadto bedziemy stosowaé oznaczenie
alb, gdy liczby a i b sa wzglgdnie pierwsze.

PozbadZzmy sie nieskonczono$ci

Oznaczmy
II=pip2...pn.

Zauwazmy, ze kolory lampek w ciagu powtarzaja si¢ z okresem II. Istotnie, dla kazdego
q€{0,1,2,...,TI— 1}, lampki ¢, g +I1, g+ 2IT itd. sg tego samego koloru, gdyz ich numery
dziela si¢ przez te same sposrdd czynnikéw pi,pa,..., p, jako ze II dzieli si¢ przez nie
wszystkie. Stad utamek C;, oznaczajacy jak w treSci zadania czgs¢ lampek Swiecacych na
koncu i-tym kolorem, jest réwny stosunkowi liczby takich lampek o numerach od 0 do IT— 1
do liczby II. Intuicyjnie jest to oczywiste — jesli nieskoficzenie wiele razy powtarzamy ten
sam cykl, to lampki w danym kolorze wystgpuja w nieskorficzonym ciagu $rednio z taka sama
czgstotliwo$cia, z jaka wystepuja w cyklu.
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Aby formalnie potwierdzi¢ nasze podejrzenia, oznaczmy przez c¢; liczbg lampek
w kolorze k; sposréd lampek o numerach od 0 do IT— 1. Sprébujmy oszacowaé L; ,_1. Jesli
r=all+b, gdzie 0 < b <II, to ac; < L; ,—1 < (a+ 1)c;, gdyz lampek w rozwazanym kolorze
jest co najmniej tyle, ile w a powtdérzeniach cyklu, a nie wigcej niz w a + 1 powtdérzeniach.
Stad mamy, ze %¢; < L”% < @ci, czyli

1 a Ly, _ a+1 1+1

n+§ci TS T Sanypt T n+§ci'

Wraz z r — oo réwniez a — oo, za$ b pozostaje ograniczone, stad zaréwno gorne, jak i dolne

. . Lip 1 4 ,
ograniczenie utamka %‘ zbiega do fi. Zatem:
. Li,r . r+1 Li,r . Li,r . Li,rfl Ci
lim = lim = lim —— = lim =—.
r—eo p  roe p op41  roer41  r—e p IT

SprowadziliSmy zatem problem do rozwazania jedynie Il poczatkowych lampek.
Zobaczmy teraz, ktére sposrdd nich zapalaja si¢ po naci$nigciu odpowiednich przyciskéw na
panelu. Ze wzgledu na to, ze liczy si¢ ostateczny kolor lampki, bedziemy rozwazac przyciski
od ostatniego do pierwszego. Po wcisnigciu n-tego przycisku kolorem k, za$wieci co p,-ta
lampka, stad C, = 1. Po wecisnieciu (n — 1)-szego przycisku zaswieci si¢ co p,_|-sza
lampka, ale potem niektére z nich zmienig kolor na k,. W ogdlnosci, przy wyznaczaniu
utamka lampek, ktére ostatecznie bgda Swiecity kolorem k;, musimy uwzglednié, ze niektére
z nich zmienia potem swdj kolor. Nie jest to jednak skomplikowane — naci$nigcie i-tego
przycisku zapala bowiem lampki o numerach podzielnych przez p;, ale tylko te z nich,
ktérych numery nie dzielg si¢ przez zadne p; dla j > i, pozostana w tym kolorze do konca.
Doktadne wyliczenie utamka lampek C; wymaga zastosowania pewnego prostego aparatu
matematycznego.

Odrobina teorii liczb

Wpierw zauwazmy, ze jezeli a_Lb oraz alc i bc, to réwniez ab|c. Jest to jasne — skoro a i b
nie maja w rozktadzie na czynniki pierwsze zadnych wspdlnych czynnikéw, zas w rozktadzie
¢ wystepuja zaréwno czynniki liczby a, jak i b, to wszystkie czynniki iloczynu ab takze
wystepuja w rozkladzie liczby c¢. Analogicznie, jeSli ay,as,...,a, sa parami wzglednie
pierwsze oraz a;|c dla kazdego i, to ¢ jest podzielne przez ajay ... a,.

Wezmy teraz wszystkie liczby ze zbioru {0,1,...,IT— 1} i dla kazdej z nich wyliczmy
ciag reszt z dzielenia jej kolejno przez py, pa,...,p,. Zatézmy, ze dla dwéch réznych liczb
a,b €{0,1,...,IT— 1} otrzymamy takie same ciagi reszt. Co to oznacza? Przyjmijmy bez
straty ogdlnosci, ze a < b, i popatrzmy na liczbg b —a. Skoro a i b daja taka sama reszte
z dzielenia przez p;, to p; dzieli b —a. Skoro zachodzi to dla kazdego p;, to IT dzieli b — a.
Jednak b — a jest liczba ze zbioru {0,1,...,I1— 1}, wiec a = b.

W ten sposéb dochodzimy do wniosku, ze kazda z liczb od 0 do IT— 1 ma inny ciag
reszt. Dodatkowo zauwazmy, ze jest doktadnie pip;...p, = I1 réznych ciagéw reszt, gdyz
pierwsza resztg mozna wybra¢ na p; sposobdw, drugg na p, sposobéw itd. To oznacza,
ze ciagdéw reszt jest tyle samo, co rozwazanych liczb, wigc kazdy ciag jest ciagiem reszt
doktadnie jednej liczby. Czytelnik, ktéry spotkat si¢ wczesniej z podstawami teorii liczb,
z pewnoscia zauwazyt, ze wlasnie udowodniliSmy Chinskie twierdzenie o resztach, o ktérym
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mozna tez przeczytaé w opracowaniu zadania Permutacja w niniejszej ksiazeczce czy
w ksiazce [20].

Powréémy teraz do problemu znalezienia liczby elementéw zbioru {0,1,..., 1T — 1},
ktére dziela si¢ przez pi i nie dzielg si¢ przez zadne p; dla j > k. Dzigki udowodnionemu
twierdzeniu, zamiast zliczaé liczby z rozwazanego zbioru, mozemy zlicza¢ ciagi reszt. Te,
ktére nas interesuja, musza mieé nastgpujace wtasnosci:

e reszta z dzielenia przez p; dla j > k musi by¢ niezerowa — mozemy wiec wybrac ja
na p; — 1 sposobow,

e reszta z dzielenia przez py musi by¢ réwna 0, czyli mamy tylko 1 mozliwos¢,
e reszta z dzielenia przez p; dla j < k moze by¢ dowolna, co daje p; mozliwosci.

Jest wiegc cx = p1-p2-eeo pi—1-1-(pey1—1) ...  (pn — 1) poszukiwanych ciagéw reszt,
zatem:

& _pip2Pei(Prpi =) (pa= 1) (prr1 =D (pr2 =1 (pa— 1)

C, =
I P1P2---DPn DiPk+1---Dn

Algorytm wzorcowy

Wzér jest gotowy, ale czy to koniec zadania? Juz na pierwszy rzut oka widaé, ze wystgpujace
w nim liczby (nawet po skréceniu licznikéw i mianownikéw) beda iloczynami okoto 1000
liczb rzedu 1000000000, a wigc beda duze. Stad na pewno trzeba bedzie zaimplementowac
wlasna arytmetyke. Przy obliczaniu wyniku bedziemy musieli upora¢ si¢ z dwoma
problemami:

e jak zaplanowal obliczenia tak, by algorytm byl odpowiednio efektywny (w sensie
ztozonosci czasowej),

e jak zapewni¢ wzgledna pierwszos$¢ licznikow i mianownikéw.

Zastanowmy sig¢, czy wystarczajace byloby podejscie bezposrednie — wyznaczenie
wszystkich licznikéw i mianownikéw przez proste wymnozenie czynnikéw i nastgpnie
skrécenie wyniku przez NWD licznika i mianownika znalezione za pomoca algorytmu
Euklidesa. Powiedzmy, ze wystgpujaca w obliczeniach liczba jest dla nas duza, jesli
potencjalnie moze mieé 9n cyfr (zagadka dla Czytelnika: skad wzieta si¢ magiczna stata 9?).
Liczbe uznamy za matq, jesli miesci si¢ w typie 32-bitowym ze znakiem.

Zauwazmy, ze dla kazdego utamka musimy wykonacé:

e O(n) mnozen duzej liczby przez mata (domnazajac wynik kolejno przez mate
czynniki), kazde domnozenie ma ztozonos¢ O(n),

e wyznaczenie NWD dwéch duzych liczb w standardowej ztozonosci O(n?),

e podzielenie dwéch duzych liczb przez ich NWD, kazde dzielenie w standardowej
ztozonosci O(n?).



Lampki

Daje to nam catkowita ztozonosé O(n®), gdyz powyisze operacje wykonujemy dla
wszystkich n utamkoéw. Nie jest to zatem rozwiazanie wystarczajaco szybkie.

Pierwszy pomyst na przyspieszenie obliczen to skorzystanie z warto$ci Cy4; W trakcie
obliczania C;. Pozwala na to nastgpujaca reguta rekurencyjna, wynikajaca prosto ze wzoru
na Cy:

G = MC]«H
dla k < noraz C, = p—ln Mozemy wigc oblicza¢ szukane utamki, poczynajac od ostatnich,
domnazajac licznik i mianownik uzyskanego juz Cyy| przez pewne mate wartosci. W ten
sposéb wykonujemy w sumie O(n) mnozei duzej liczby przez matla, kazdorazowo
w zlozonosci O(n). Niestety, aby skrécié wynikowe utamki, nadal musimy stosowaé
kosztowne obliczanie NWD oraz dzielenie duzych liczb.

W tym miejscu pojawia si¢ kolejny pomyst, pozwalajacy jeszcze lepiej wykorzystac Cy.
w trakcie obliczania Cy. Jesli mamy juz Ci 1 przedstawione jako Z}’i—i: gdzie agi1Lbgyg, to

analogiczny ulamek reprezentujacy Cy = Z—’k‘ spelnia nastgpujaca zaleznosc:

9k _ Pkt1 — 1 agq
b Pe biga
Obliczenie go przez zwykte wymnozenie moze sprawic, ze licznik i mianownik przestana
by¢ wzglednie pierwsze z kilku powodéw:
1. pr+1— 11 pg nie sa wzglednie pierwsze,
2. pr+1— 11 by nie sa wzglednie pierwsze,
3. pr1iayy nie sa wzglednie pierwsze.
Warto wigc przed wymnozeniem poskracaé przez najwigksze wspdlne dzielniki kolejno:

~1
1. utamek 21—
Pr

2. licznik (skrécony) powyzszego utamka i by 1,
3. mianownik (skrécony) powyzszego utamka i ayy .

Wykonane operacje spowoduja, ze po prostym wymnozeniu skréconych liczb dostaniemy
warto$¢ Cy, w formie utamka nieskracalnego.

Powyzszy algorytm wymaga skrécenia dwéch matych liczb (czyli wykonania algorytmu
Euklidesa i dzielenia), co robimy w czasie stalym, oraz dwukrotnie skrécenia liczby mate;j
iduzej, co robimy w czasie O(n). W ten sposéb dla kazdego utamka Cj, wykonujemy operacje
o ztozonosci O(n), co prowadzi do wzorcowego algorytmu o ztozonosci O(n?).

Kilka stéw o duzych liczbach

Opisujac rozwigzanie wzorcowe, stwierdziliSmy, ze potrafimy wykona¢ nastgpujace operacje
na duzych liczbach:

e pomnozenie duzej liczby przez matq w ztozonosci liniowej wzgledem dlugosci zapisu
(liczby cyfr) duzej liczby,
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e podzielenie duzej liczby przez mata w takiej samej ztozonosci,

obliczenie NWD duzej liczby i malej w takiej samej ztozonosci,

podzielenie duzej liczby przez duza w ztozonos$ci kwadratowej od dtugosci ich zapisu,

obliczenie NWD dwéch duzych liczb w takiej samej ztozonosci.

Warto si¢ chwile zastanowié, czy rzeczywiscie umiemy to zrobi¢. Mnozenie duzej liczby
przez mata w czasie liniowym mozna zrealizowaé, nasladujac szkolne mnozenie pisemne —
latwo zauwazy¢, ze jest to algorytm liniowy, jesli liczba, przez ktéra mnozymy, ma ustalona,
matg liczbg cyfr. Podobnie efektywne jest dzielenie duzej liczby przez mata metods ,,pod
kreska”.

OczywiScie powyzsze dzielenie mozemy wykorzystaé do obliczania reszt z dzielenia
duzej liczby przez mata!. Z kolei umiejetnos¢ obliczania reszty przydaje sie do wyznaczenia
NWD. Jesli a jest duzg liczba, zas b mata, to NWD(a,b) = NWD(a mod b,b). Od tego
momentu mamy juz do czynienia tylko z matymi liczbami, gdyz a mod b < b, wigc ich NWD
liczymy w czasie statym. Stad NWD duzej i matej liczby wyznaczamy w czasie liniowym.

Czwarta operacjg, czyli dzielenie duzej liczby przez inng duza liczbg, wykonujemy
takze podobnie do dzielenia pisemnego, ktére tym razem ma jednak ztozono$¢ kwadratowa
wzgledem dtugosci dzielne;.

Euklides nie zadbal o naprawde duze liczby

Ostatnia, piata operacja jest nieco trudniejsza. Standardowa implementacja algorytmu
Euklidesa, polegajaca na redukcji NWD(a,b) = NWD(a mod b,b), moze wymagaé
wykonania tylu krokéw, ile cyfr ma krétsza liczba. W kazdym kroku liczymy reszte
modulo dla dwéch duzych liczb. Wykonanie tego poprzez dzielenie liczb zajmuje czas
kwadratowy wzgledem dlugosci tych liczb. Zatem caly algorytm moze dziata¢ nawet
w czasie proporcjonalnym do szescianu dtugosci liczb.

Okazuje si¢ jednak, ze mozna osiagnac ztozonos¢ kwadratowa liczenia NWD. Trzeba
si¢ jednak przy tym wykazaé sporym sprytem! Niech a i b beda duzymi liczbami, ktérych
NW D chcemy obliczy¢. Przedstawmy a i b w systemie dwdjkowym — potrafimy wykonac to
w czasie kwadratowym: po prostu dzielimy liczbe a czy b wielokrotnie przez dwa, za kazdym
razem sprawdzajac parzysto$¢ (czyli ostatni bit) wyniku i ustalajac w ten sposéb kolejne bity
przeksztatcanej liczby. Nastepnie skorzystajmy z kilku prostych obserwacji:

1. Jesli b =0, to NWD(a,b) = a (i symetrycznie w przypadku a = 0).
2. Jesli aib sa parzyste, to NWD(a,b) = 2-NWD(%,%).

3. Jesli a jest parzyste, a b nie, to NWD(a,b) = NWD(5,b).

4. Jesli b jest parzyste, a a nie, to NWD(a,b) = NWD(a, g)

5. JeSli ai b sa nieparzyste i a > b, to NWD(a,b) = NWD(a — b,b).

Nieco bardziej elegancko mozna to zrealizowaé, traktujac duza liczbe jak wielomian i wyznaczajac jej wartosé
modulo mata za pomoca schematu Hornera.



Lampki

Podobnie jak to ma miejsce w klasycznym algorytmie Euklidesa, wsréd powyzszych mamy
wlasnosci pozwalajace rekurencyjnie zmniejszaé a i b (2-5) oraz przypadek brzegowy (1).
Z wlasnodci 2-4 korzystamy, gdy na konicu zapisu przynajmniej jednej z liczb wystepuje
zero. Z wlasnosci 5 — gdy mamy dwie liczby nieparzyste. Redukcje 2—4 polegaja na
podzieleniu przez 2 liczb a i/lub b (robimy to w czasie statym, obcinajac bit zero na koncu
liczby) i, w przypadku drugim, wymnozeniu wyniku wywotania rekurencyjnego przez 2
— robimy to w czasie liniowym. W przypadku piatym potrzebujemy liniowego czasu, by
obliczy¢ réznicg a i b. Oczywiscie przy stosowaniu regut 2-4 taczna liczba cyfr binarnych
rozwazanych liczb zmniejsza si¢ co najmniej o 1. Gdy jesteSmy zmuszeni zastosowaé
regute 5 (ktéra nie powoduje wzrostu liczby cyfr binarnych rozwazanych liczb), to zaraz
po niej wystapi przypadek trzeci lub czwarty. Zatem najwyzej dwa ruchy sa potrzebne,
by zmniejszy¢ sume¢ dlugosci liczb binarnych a i b co najmniej o 1. Stad wynika, ze
algorytm sklada si¢ co najwyzej z liniowej liczby krokéw. Poniewaz kazdy krok potrafimy
wykonaé w czasie liniowym ze wzgledu na sumeg dtugosci liczb, to uzyskany algorytm jest
kwadratowy. Praktyka pokazuje, ze jest on réwniez stosunkowo prosty w implementacji,
dzigki uniknigciu ktopotliwej operacji wyznaczania reszty z dzielenia dla duzych liczb.

Dobre rady na przysztosé

Skoro juz jesteSmy przy duzych liczbach, to warto wspomnieé, ze zapis binarny pojawia sig¢
w ich implementacji raczej rzadko. Wiele algorytméw na duzych liczbach ma ztozonosci
kwadratowe i wigksze, dlatego w praktyce istotne jest zapisanie liczby w jak najkrotszej
postaci (np. skrocenie zapisu ¢ razy przektada si¢ na skrécenie czasu dziatania algorytmu
kwadratowego o czynnik ciz). Zazwyczaj stosuje si¢ system pozycyjny o podstawie 10°, aby
,Ccyfry” liczby mozna byto zapisaé za pomoca 32 bitéw. Nie wolno wowczas zapomnieé, by
mnozenie takich ,,cyfr” wykonywaé na 64 bitach. Czasem, przy bardziej skomplikowanych
algorytmach, uzywa si¢ podstawy reprezentacji réwnej 10°, aby pomiesci¢ na 64 bitach
wynik mnozenia trzech takich cyfr. Zaleca si¢ przy tym uzywanie jako podstawy potegi 10,
aby unikna¢ dodatkowych przeksztatcen systemu dziesigtnego w binarny i odwrotnie przy
wczytywaniu i wypisywaniu liczb.

Zauwazmy takze, ze w algorytmie wzorcowym zyskaliSmy sporo na czasie, zastgpujac
operacje na dwdch diugich argumentach operacjami, w ktérych tylko jedna liczba byta dtuga.
O ile bowiem podzielenie duzej liczby przez matg jest stosunkowo proste, o tyle dzielenie
dwéch duzych liczb zajmuje sporo czasu (cennego zwlaszcza na zawodach) i czgsto jest
malo efektywne. To samo podejscie okazuje si¢ skuteczne w wielu innych przypadkach.

Testy
Wszystkie testy zostaly wygenerowane losowo przy pomocy dwéch parametréw — liczby

lampek n i maksymalnej wielkosci liczby przy przycisku maxp. Ponizsza tabelka zawiera
listg wartosci tych parametréw w dziesigciu testach uzytych do sprawdzania rozwigzan.

Nazwa n maxp Opis

laml.in 5 20 | test poprawnosciowy

lam2.in 5 100 | test poprawnoSciowy
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Nazwa n maxp Opis
lam3.in 10 200 | test poprawnos$ciowy
lam4.in 100 20000 | test poprawnosciowy
lam5.in 200 20000 | test poprawnoSciowy
lamé6.in 200 1000000 | test wydajnoSciowy

lam7.in 500 1000000 | test wydajnoSciowy

lam8.in 1000 1000000 | test wydajnoSciowy

lam9.in 1000 100000000 | test wydajnosciowy
lami0.in | 1000 | 1000000000 | test wydajnoSciowy

Ciekawostki

Dzien prébny finatu XV OI odbyt si¢ pierwszego kwietnia. Z tej okazji uczestnicy przez
pierwsze p6t godziny zawodéw dysponowali jedynie przyktadowymi wejSciami i wyjSciami,
bez historyjki stojacej za nimi. Mimo to, jednemu zawodnikowi udalo si¢ w tym czasie
odgadnaé wzor oraz wystaé rozwigzanie go obliczajace, chociaz nie uzywajace duzych liczb.
Szacun.




Zbigniew Czech Michat Pilipczuk

Tre$¢ zadania, Opracowanie Program

Ol, Etap III, dzien pierwszy, 02.04.2008

Podzial Krodlestwa

Krol Bagtocji, Bajgtazar, postanowil przejsé na emeryture. Ma on dwdch synow. Nie moze
sie jednak zdecydowaé, ktory z mich powinien byé jego nastepcq. Postanowil wiec podzielié
krolestwo na dwie polowy i uczyni¢ swoich synow ich wtadcams.

Po podziale krélestwa, na drogach lgczgcych obie polowy nalezy zbudowac straznice.
Poniewaz wigze sie to z kosztami, drog taczgcych obie polowy powinno byé moZliwie najmnie;.

Bagtocja sklada sie z parzystej liczby miast polgczonych drogami. W wyniku podzialu
w kazdej polowie powinna znaleZé sie polowa miast. Kazda droga lgczy dwa miasta. Drogi
nie lgczq ani nie krzyzujg sie poza miastami, mogq natomiast wystepowac wiadukty tudziez
tunele. Kazde dwa miasta mogq bycé bezposrednio polgczone co najwyzej jedng drogq.

Przy podziale krolestwa istotne jest, ktore miasta znajdg sie w ktorej polowie. Mozesz
zalozyé, Ze teren poza miastami mozna tak podzieli¢, zZe drogi lgczgce miasta lezgce w tej samej
polowie nie bedq przecinaé granicy. Natomiast na kazdej drodze lgczgcej miasta z rézinych
polowek trzeba wybudowaé jedng strazinice.

Zadanie
Napisz program, ktory:
e wczyta ze standardowego wejscia opis miast i tgczqceych je drog,

o wyznaczy taki podziatl krolestwa na dwie polowy, Ze w kazdej polowie bedzie tyle samo
miast, a liczba drig tgczacych miasta lezgce w rézZnych polowach bedzie minimalna,

o wypisze wyznaczony wynik na standardowe wyjscie.

Jezeli istnieje wiele poprawnych podzialow krélestwa, Twdj program powinien wyznaczyc
ktorykolwiek z nich.

Wejscie

W pierwszym wierszu wejscia zapisane sq dwie liczby calkowite n i m oddzielone pojedynczym
odstepem, réwne odpowiednio liczbie miast i liczbie lgczacych je drdg, 2 < n < 26, 2|n,
0<m< @ Miasta sq ponumerowane od 1 do n. W kolejnych m wierszach zapisane
sq po dwie liczby calkowite oddzielone pojedynczym odstepem. W wierszu (i + 1)-szym (dla
i=1,2,...,m) zapisane sq liczby u; i v;, 1 < u; <v; <n. Reprezentujg one droge laczqcq
miasta u; % vj.

Wyjscie

Twdj program powinien wypisac jeden wiersz zawierajgcy 5 liczb calkowitych pooddzielanych
pojedynczymi odstepami. Powinny to by¢ numery miast nalezgcych do tej polowki krélestwa,
do ktorej nalezy miasto nr 1, podane w rosngcej kolejnosci.
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Przyktad

Dla danych wejsciowych:

a s W NN NN EFE PO
g OO 01 W o N

6
poprawnym wynikiem jest:
126

Na rysunku linig przerywanqg zaznaczono optymalny podzial, ktory wymaga zbudowania 3
straznic.

Rozwigzanie

Rozwigzanie wzorcowe

Zadanie, jakie ma do rozwiazania krél Bajtocji, dotyczy problemu minimalnego potowienia
(bisekeji) grafu, ktéry formutuje si¢ nastgpujaco. Dany jest graf G = (V,E), gdzie V jest
zbiorem wierzchotkéw, a E zbiorem krawedzi. Zaktadamy, ze liczba miast |V| = n jest
parzysta. Nalezy podzieli¢ zbior wierzchotkéw grafu na dwa rownoliczne podzbiory Y7 i Y2
tak, aby liczba krawedzi taczacych wierzchotki podzbioréw Y; i ¥> byta minimalna. Problem
minimalnego potowienia grafu nalezy do klasy NP-zupeilnych. Przedstawienie programu
rozwiazujacego wigksze przyktady problemu w sposéb optymalny w rozsadnym czasie jest
wiec niemozliwe, o ile P#NP!. Jednak dla tak niewielkich wartosci n, jakie wystepuja
w tre$ci zadania, mozna zaryzykowaé rozwigzanie w czasie wyktadniczym polegajace na
przejrzeniu wszystkich mozliwych bisekcji. Oznaczmy liczbe wierzchotkéw grafu przez

Do klasy P naleza zadania, ktére potrafimy rozwiazaé w czasie wielomianowym: O(n?), O(n’) czy nawet
0(n'%). Do klasy NP naleza zadania, ktérych na razie nie potrafimy tak szybko rozwiazywaé — potrafimy poradzi¢
sobie w czasie okoto 2" (przekonaj si¢ sam, od jakiego n zaczyna sig przewaga 2" nad n'% i jak szybko potem si¢ ona
zwigksza). W klasie NP wystepuja zadania, ktére nieformalnie mozna nazwac ,.kluczowymi”, a formalnie okresla
si¢ je jako NP-zupetne. Gdybysmy dysponowali programem rozwiazujacym dowolne zadanie NP-zupeine w czasie
wielomianowym, to wykorzystujac go jako procedure, potrafilibySmy w czasie wielomianowym rozwiaza¢ kazde
zadanie z klasy NP i okazatoby si¢, ze P=NP. Naukowcy sklaniaja si¢ ku podejrzeniom, ze klasy P i NP sa r6zne. Gdy
wiec napotkasz na problem NP-zupetny, rozsadek nakazuje wierzy¢, ze uda Ci si¢ napisa¢ program, ktéry znajduje
rozwigzanie tego problemu: dla matych przypadkéw w czasie wyktadniczym, dla charakterystycznych przypadkéw
w czasie wielomianowym, ewentualnie z pewnym przyblizeniem (za pomoca algorytmu aproksymacyjnego) lub gdy
przypisze Ci szczescie (za pomoca algorytmu losowego). Wigcej o klasach P i NP oraz problemach NP-zupelnych
mozna przeczyta¢ w [15] i [20] (przyp. red.).
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|V| =n =2N. Wéwczas liczba mozliwych potowien grafu, jakie nalezy sprawdzié, wynosi:

(w2) = (V) =S

Powyzsza warto$¢ mozna oszacowac, stosujac wzor Stirlinga:

(ZN)ZN 0
(2N)! _ V2m2N o (1+0(1)) 22N<1+o<1>>®(22N> (1)

NINU o (14-0(1))2 VN VN

Poszukujac jak najlepszego rozwiazania, zastosujemy przeszukiwanie wyczerpujace. Nie
mozemy liczy¢ na istotne zmniejszenie liczby przypadkéw do rozwazenia, ale mozemy
staraé si¢ uzyskac jak najnizszy wspéiczynnik proporcjonalnosci poprzedzajacy czynnik
wyktadniczy w funkcji ztozono$ci. Ponizszy lemat pokazuje, jak w efektywny sposéb
generowaé wszystkie interesujace nas potowienia grafu.

Lemat 1. Dla dowolnych liczb naturalnych k,/ istnieje ciag (a;), ktérego elementami sa
wszystkie stowa zerojedynkowe dtugosci k4 [ majace doktadnie k jedynek, gdzie kazde takie
stowo wystepuje doktadnie raz, a; jest dowolnym takim stowem oraz kazde dwa kolejne
elementy ciagu réznia si¢ na doktadnie dwéch pozycjach.

Dowéd: Przeprowadzimy dowdd indukcyjny ze wzgledu na sumg k +[. Najpierw
zauwazmy, ze jeSli k = 0 lub [ = 0, to teza jest oczywista — mamy po prostu jedno stowo
sktadajace si¢ z samych zer lub samych jedynek. Zatézmy teraz, ze dla wszystkich par liczb
k', o sumie mniejszej od k + [ teza jest prawdziwa oraz ze k > 0 i [ > 0. Wezmy jako a;
dowolne stowo ze zbioru, ktéry mamy wygenerowac. Bez straty ogélnosci mozemy przyjac,
ze ostatnim znakiem a; jest 1. Nastgpnie:

e Zastosujmy zalozenie indukcyjne dla pary k — 1,/, generujac w pozadany sposéb
wszystkie stowa zerojedynkowe ciagu (a;) zawierajace na koricu jedynke.

e Niech a bedzie ostatnim wygenerowanym dotychczas stowem. Wyszukajmy pierwszy
znak zero w stowie a (na pewno taki istnieje, bo [ > 0). Utwdrzmy kolejne stowo ciagu
a', zamieniajac miejscami w a znalezione zero i jedynke z ostatniej pozycji.

e Nastepnie zastosujmy zalozenie indukcyjne dla pary k,/ — 1 i stowa poczatkowego o',
uzyskujac w ten sposéb wszystkie szukane stowa z ostatnim znakiem réwnym zero.

Widzimy, ze generujac ciag w podany wyzej sposob, dbamy o zachowanie wszystkich
koniecznych warunkéw:

e kazde wymagane stowo pojawia si¢ w ciagu,
e 7adne stowo nie powtarza sig,

e kazde dwa kolejne stowa ciagu réznia si¢ doktadnie dwoma znakami.
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Whiosek 1. Przedstawiony w powyzszym dowodzie sposéb konstrukcji ciagu (a;) jest

w istocie algorytmem rekurencyjnym, za pomoca ktérego mozna wygenerowac taki ciag

w czasie O ((k+ I) (1;:11!)! ) Drugi czton w funkcji ztozonosci jest liczba wygenerowanych

elementéw ciagu (g;), za$ pierwszy wynika z liniowego czasu szukania zera zamienianego
z ostatnim znakiem.

Algorytm wzorcowy

1. Wezytaj dane wejsciowe i zbuduj graf o 2N wierzchotkach.

2. Ustal pierwszy podziat, wybierajqc do pierwszej potowki wierzchotki 1,2,....N, a
reszte — do drugiej. Dla kazdego wierzchotka oblicz, ilu ma sqsiadow w pierwszej
potowce, a ilu w drugiej. Wyznacz takze liczbe krawedzi przebiegajqcych pomiedzy
potowami.

3. Generuj kolejne podziaty krolestwa (witasciwie N-elementowe podzbiory zbioru
wierzchotkow stanowiqce pierwszq potowe), wykorzystujqc procedure z Lematu 1.
Zauwaz, Ze dwa kolejne podzialy rézniq si¢ wymiang jednej pary wierzchotkéw (u,v)
pomigdzy potowami.

a. Popraw liczby sgsiadow z odpowiednich potowek dla wierzchotkow sqsiadujq-
cych zuivoraz dla samych uiv.

b. Uaktualnij takze liczbe krawedzi pomiedzy potowami. Jesli jest mniejsza niz
dotychczasowe minimum, to zapamigtaj aktualny podziat.

4. Wypisz jako wynik najlepszy znaleziony w kroku 3. podziat.

W algorytmie wykorzystaliSmy procedurg¢ z Lematu 1, wigc widaé, ze rozwazyliSmy
wszystkie mozliwe podziaty i wybraliSmy optymalny. Zastanowmy si¢ jeszcze, ile czasu
nam to zajeto. Dla kazdego podziatu aktualizacja statystyk dla wierzchotkéw i wyniku
(liczby krawedzi taczacych potéwki) moga by¢ wykonane w czasie O(N). Tyle samo czasu
potrzebujemy, by przejs¢ do kolejnego podziatu. Wszystkich podzialéw jest oczywiscie
532/\2!!. To oznacza, ze mamy algorytm o zlozonosci czasowej O (N %{p,‘) — ze wzoru (1)
wynika, ze jest to funkcja rzedu O(vVN22V) = 0(/[V]2IV]).

Ztozono$é pamigciowa jest O(N?), gdyz najwigksza struktura, kt6ra nalezy zapamietad,
jest reprezentacja grafu. Podziaty zbioru wierzchotkéw moga by¢ zapamigtane w postaci
wektora-stowa dtugosci n, wigc nie maja istotnego wplywu na ztozono$¢ pamigciowa. Bez
problemu miescimy si¢ wigc nie tylko w limicie pamigciowym 64 MB, ale takze w znacznie
mniejszych.

W rozwiazaniu wzorcowym zostato dodane jeszcze jedno usprawnienie. Ze wzgledu
na symetri¢ potéwek grafu, mozna na poczatku ustali¢ przynalezno$¢ jednego wierzchotka
i rozpatrywaé podzbiory N-elementowe zbioru (2N — 1)-elementowego. Nie poprawia to
asymptotycznej ztozonos$ci algorytmu, ale dwukrotnie przyspiesza jego dziatanie.

Implementacja algorytmu wzorcowego znajduje si¢ w plikach:

e pod.cpp — implementacja w jezyku C++,
e podl.pas — implementacja w jezyku Pascal,

e pod2.cpp — implementacja w jezyku C++ z uzyciem biblioteki STL.
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Inne rozwigzania

Rozwiagzania alternatywne

Algorytm 2.1. Algorytm ten jest implementacja pomystu wzorcowego z zastosowaniem
operacji na bitach do zapisu i modyfikacji podziatu zbioru wierzchotkéw. Jesli zapiszemy
podziat jako stowo maszynowe o O(|V|) bitach (nazwijmy je maskq podziatu), wymiang
wierzchotkéw i znajdowanie pierwszego zera w reprezentacji zbioru mozemy wykonaé za
pomoca kilku operacji procesora.

W tym celu dla kazdego wierzchotka zapisujemy jego stopien i maske bitowa reprezen-
tujaca jego sasiadéw (nazwijmy to stowo maskq sqsiedztwa wierzchotka). Po przeniesieniu
wierzchotka z jednej potowy do drugiej, chcielibySmy w czasie statym odpowiedzie¢ na py-
tanie, ilu sasiadéw z danej potéwki ma przeniesiony wierzcholek. Mozna to zrobi¢, mnozac
bitowo (tj. stosujac operacje AND) maske podziatu przez maske sasiedztwa tego wierzchotka
i nastgpnie znajdujac liczbg jedynek w tak otrzymanym stowie. Aby nie zlicza¢ jedynek
w stowie za kazdym razem od nowa, mozna wczesniej, na poczatku algorytmu, utworzy¢
tablice L[0..2'® — 1], zawierajaca na pozycji i liczbe jedynek w reprezentacji binarnej liczby
i (z przedzialu [O..216 — 1].) Wéwczas aby obliczy¢ liczbe jedynek w podwdjnym stowie a,
wystarczy podzieli¢ je na dwa stowa: a; ztozone z poczatkowych 16 bitéw i a, ztozone z ko-
lejnych 16 bitéw, a nastepnie odczytac i dodaé wartosci L|a] i L[ay]. Przygotowanie tablicy
L wymaga 2'6 prostych operacji, a sprawdzenie liczby jedynek w kazdej masce sasiedztwa
wierzchotka wykonujemy w czasie O(1).

Operacje przejscia do kolejnego podziatu zbioru wierzchotkéw takze realizujemy, wy-
korzystujac operacje maszynowe i wykonujac odpowiednie obliczenia wstgpne. Obliczamy
tablice P[O..Z16 — 1], gdzie PJi] to pierwsza pozycja, na ktérej w binarnej postaci liczby i
wystepuje zero. Chcac odszukaé pozycje pierwszego zera w liczbie 32-bitowej, sprawdzamy
wpierw, czy dolne 16 bitéw liczby nie sktada si¢ z samych jedynek, i odpowiednio odczytu-
jemy warto$¢ z tablicy P dla dolnych lub gérnych bitéw liczby?.

Przedstawiony sposéb pozwala nam unikna¢ liniowego kosztu wyszukiwania zwigzanego
z aktualizacja wyniku i przejSciem do kolejnego podzialu w zamian za kilka operacji
bitowych i wstepne, jednorazowe obliczenia. Otrzymujemy w ten sposéb algorytm

o ztozonosci O (2“/' /\ |V|> . Jest on obarczony jednak spora stata, wigc w rezultacie okazuje

si¢ tylko okoto 2 razy szybszy od programéw wzorcowych. Implementacja tego rozwiazania
znajduje si¢ w plikach pod3.cpp i pod4d.pas.

Algorytm 2.2. Kolejnym pomystem jest przejrzenie wszystkich mozliwych podziatow
zbioru wierzchotkéw, a nie tylko tych, w ktorych liczby wierzchotkéw w obu czgSciach
sa jednakowe. Taka ewidentna ,,rozrzutno$¢” (rozwazamy w koncu wiele niepotrzebnych
podzialéw) pozwala jednak tatwo Sledzié¢ liczby wierzchotkéw w obu czgéciach i inne
wlasnosci masek podziatu, gdyz zmieniajg si¢ one w sposéb bardzo regularny. Obliczajac
koszty tylko tych podziatéw, ktére sa polowieniami (stosujac w tym celu ten sam pomyst,

2Ciekawostka: w C/C++ w kompilatorach z serii GCC istnieja bardzo wygodne wbudowane instrukcje
realizujace obie powyzsze operacje. Funkcja __builtin_popcount (x) zlicza liczbe zapalonych bitéw w liczbie x
— jest ona realizowana podobnie, jak to zostato opisane powyzej. Z kolei funkcja __builtin_ctz (x) (ang. count
trailing zeros) zwraca liczbe zer znaczacych na koncu x, np. dla x=8 zwraca 3 (uwaga: funkcja jest niezdefiniowana
dla x=0). W przeciwienistwie do poprzedniej, ta funkcja w procesorach z architektura x86 jest realizowana za
pomoca pojedynczej instrukcji procesora. Z kolei liczba zawierajaca jedynie najmniejszy zapalony bit liczby x jest
x & ~(x - 1) (przyp. red.).
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co w poprzednim algorytmie) uzyskujemy ostatecznie rozwigzanie o ztozonosci takiej
jak rozwiazanie wzorcowe, cho¢ w praktyce nieco wolniejsze. Podobnie jak poprzednie
metody, ta takze pozwalata uzyska¢ 100% punktéw. Jej implementacja znajduje si¢ w pliku
pod5. cpp.

Rozwigzania wolniejsze

Rozwiazania wolniejsze sa w zasadzie réznymi wariantami silowego przeszukiwania
zbioru podzialéw grafu, w zwiazku z czym ich ztozonos$¢ rézni si¢ ztozonosci algorytmu
wzorcowego jedynie czynnikiem poprzedzajacym wyraz 2".

Algorytm 3.1. Algorytm polega na podobnym jak w rozwiazaniu wzorcowym
przeszukiwaniu tylko tych podzialéw, ktére sa potowieniami. Dla kazdego potowienia
w czasie O(|E|) obliczana jest liczba krawedzi pomigdzy potéwkami grafu. W rezultacie

ztozono$¢ algorytmu wynosi O (\E\Z‘V‘/w/|V|) = O(|V|%2‘V|). Przektada si¢ to na
kilkunastokrotnie gorszy czas dziatania w stosunku do algorytmu wzorcowego.

Algorytm pozwalal uzyska¢ 30%—-40% punktéw, a jego implementacja znajduje sig
w plikach podsl.cpp i podsé.pas.

Algorytm 3.2. Algorytm jest prostszy, cho¢ na pierwszy rzut oka bardziej rozrzutny
niz poprzedni. Przegladamy wszystkie podzialy zbioru wierzchotkéw grafu i dla kazdego
podziatu bedacego potowieniem od nowa zliczamy liczbe krawedzi pomigdzy potéwkami.
W ten sposéb dla (2N)!/(N!N!) podzialéw bedacych potowieniami wykonujemy operacje
w czasie O(|V| + |E|), a dla pozostatych — w czasie O(|V|) (generacja kolejnego podziatu).
W rezultacie dostajemy algorytm o ztozonosci O ( |V[2IV! + %ZW‘ , czyli O(|v|321V)).
Ztozono$¢ tego algorytmu jest taka sama jak poprzedniego, lecz stata proporcjonalnosci jest
nieco gorsza. Pozwalal on jednak takze uzyska¢ 30%—40% punktéw. Jego implementacja
znajduje si¢ w plikach pods2.cpp i pods5.pas.

Algorytm 3.3. Algorytm polega na przegladaniu wszystkich podzbioréw zbioru
wierzchotkéw, ale w uporzadkowany sposéb. Wszystkie stowa zerojedynkowe okreSlonej
dlugosci mozna ulozyé w ciag w ten sposéb, by kolejne dwa rdéznity si¢ doktadnie
jednym bitem (podobny efekt uzyskaliSmy w Lemacie 1, ale dotyczyt on stéw o ustalone;j
liczbie jedynek i wymagal zmiany dwdch bitéw). Woéwczas §ledzenie liczby krawedzi
pomiedzy czg$ciami podziatu oraz kontrole, czy podzial jest polowieniem, mozna wykonaé
w czasie O(|V]). Oczywiscie aktualizacje znalezionego minimum wykonujemy tylko wtedy,
gdy aktualny podziat jest polowieniem. W rezultacie otrzymujemy algorytm o ztozonosci
O(|[V|2IV1), czyli tylko troche gorszej od ztozonosci algorytmu wzorcowego. Dla wigkszych
testow nie miescit si¢ on juz w zatozonych ograniczeniach czasowych — pozwalal uzyskac
okoto 80% punktéw.

Implementacja znajduje si¢ w plikach pods3.cpp i pods6.pas.

Rozwigzania niepoprawne

Wigkszo$¢ rozwiazan niepoprawnych polega na losowaniu duzego zbioru potowien i préobie
,»,Zlozenia” z nich mozliwie dobrego rozwiazania, niekoniecznie optymalnego. Ze wzgledu
na stosunkowo mata przestrzen stanéw, niektére z algorytméw moga trafi¢ na rozwiazanie
optymalne i podaé dobra odpowiedz.
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Algorytm 4.1. Losujemy wiele podziatéw i dla kazdego z nich sprawdzamy, czy jest to
potowienie. Jesli tak, to obliczamy liczbg krawedzi pomigdzy potéwkami grafu. Wypisujemy
ten sposréd wylosowanych podziatéw, ktéry ma najmniejsza liczbe krawedzi. Jest to
algorytm bardzo podobny do algorytmu 3.2 — zamiast sprawdzaé przestrzeni podziatow
w uporzadkowany sposdb, testujemy ja losowo.

Takie rozwiazanie pozwalato uzyska¢ 0-20% punktéw. Jego implementacja znajduje sig
w pliku podbl. cpp.

Algorytm 4.2. To rozwiazanie opiera si¢ na obserwacji, ze fragment grafu tworzacy
potéwke w optymalnym potowieniu powinien by¢ jak najbardziej zageszczony, czyli jak
najbardziej przypominaé klike. Dlatego w algorytmie najpierw losuje si¢ wierzchotek,
a nastgpnie dotacza do niego inne wierzcholki zachtannie tak, aby w kazdym ruchu
maksymalizowaé liczbe krawedzi pomigdzy nowo dodanym a poprzednio wybranymi. Jesli
istnieje kilka mozliwosci optymalnych ruchéw, to algorytm wybiera losowo jedna z nich.
Zauwazmy, ze w algorytmie zaklada sig¢, ze jesli graf jest spdjny, to co najmniej jedna
czeS$¢ potowienia jest spdjna. Tak by¢ nie musi, na co kontrprzyktadami sa wszystkie testy
oznaczone literka b. Stad algorytm, jako btedny, nie pozwala zdoby¢ zadnych punktow.

Implementacja znajduje si¢ w pliku podb2 . cpp.

Algorytm 4.3. Jest to drobna modyfikacja algorytmu 4.2. Tym razem, zamiast zachtannie
budowac gesty podgraf, dobieramy wierzchotki tak, aby w kazdym kroku minimalizowaé
liczbe krawedzi pomigdzy wierzchotkami wybranymi i pozostatymi. Podstawowa wada tego
algorytmu jest to, ze ma tendencj¢ do dobierania najpierw wierzchotkéw o matych stopniach,
a dopiero potem o wigkszych, co moze juz na poczatku przekresli¢ optymalno$é rozwiazania.
Wigkszo$¢ kontrprzyktadéw na heurystyke 4.2 jest rowniez kontrprzyktadami na ten pomyst,
ale w trzech przypadkach to testy z literka e obnazaja jego bledy. Implementacja znajduje si¢
w pliku podb3. cpp. Program nie dostaje zadnych punktéw.

Algorytm 4.4. W algorytmie losuje si¢ polowienie i poprawia si¢ je dopdty, dopdki jest
to mozliwe. Dla biezacego potowienia sprawdza sig, czy istnieja dwa wierzchotki z réznych
potéwek, ktérych wymiana zmniejsza liczbe krawedzi pomigdzy potéwkami. Jesli tak, to
wierzchotki zostaja wymienione, w przeciwnym razie uznaje si¢ rozwiazanie za lokalnie
optymalne i losuje kolejne. Kazda poprawke realizujemy w czasie O(|V|?), wiec przy
kazdym losowaniu wykonujemy operacje o ztozonosci O(|E||V|?). Jako wyjscie wypisujemy
najlepsze znalezione potowienie. Dos$¢ dobrymi kontrprzyktadami, dla ktérych ta heurystyka
zawodzi, sa dopelnienia prostych graféw takich jak cykl, Sciezka itp. oraz rzadkie grafy
strukturalne, najlepiej o duzej liczbie wierzchotkéw o stopniach parzystych. Algorytm ten
pozwalat uzyska¢ okoto 20% punktéw.

Implementacja znajduje si¢ w pliku podb4 . cpp.

Algorytm 4.5. Jest to drobna modyfikacja algorytmu 4.4. Zamiast wybieraé dowolna
pare wierzchotkéw, wybieramy zawsze te, ktérej zamiana najbardziej zmniejsza liczbe
krawedzi migedzy potdwkami. W rzeczywistoSci zmniejsza to losowos¢ algorytmu 4.4, co
powoduje, ze heurystyka ta daje nieznacznie gorsze wyniki.

Implementacja znajduje si¢ w pliku podb5. cpp. Algorytm pozwalat uzyskac okoto 20%
punktow.
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Testy

Przygotowano nastgpujace testy:

Nazwa n Opis

podlabcde.in | 2,18,20 | mala grupa poprawnosciowa

pod2abcd.in 18,20 | mata grupa poprawnosciowa

pod3abcde.in 18,20 | mata grupa poprawnosciowa

pod4abc.in 22,24 | $rednia grupa poprawnosciowa

podSabc.in 24 | $rednia grupa poprawnosciowa

podbabc.in 24 | Srednia grupa poprawno$ciowo-wydajnosciowa
pod7abcde.in 24 | §rednia grupa poprawno$ciowo-wydajnosciowa
pod8abcde.in 26 | duza grupa poprawnosciowo-wydajnosciowa
pod9abcd.in 26 | duza grupa poprawnosciowo-wydajnosciowa
podlQOabc.in 26 | duza grupa poprawnos$ciowo-wydajno$ciowa

Testy a sa ogdlnymi testami poprawnosciowymi, sprawdzajacymi btedy implementa-
cyjne. Nie sa kontrprzyktadami na zadna konkretna heurystyke. Sa w zasadzie strukturalnymi
testami z elementami losowosci, raczej z grafami rzadkimi.

Testy b stanowia kontrprzyktady dla rozwigzafi niepoprawnych typu 2, jak i innych
wymySlonych przez zawodnikéw. Sg ,,zto§liwymi” testami z mata liczba potowien
optymalnych, przy czym we wszystkich potowieniach optymalnych mimo spdjnosci catego
grafu, podgrafy indukowane przez potéwki sa niespéjne. Sprawia to, ze heurystyka 2
generuje niepoprawne rozwiazania. Testy te stanowig raczej grafy rzadkie.

Testy c i d sa testami poprawnosciowo-wydajno$ciowymi. Sa tworzone na zasadzie
znalezienia dopelnienia pewnego prostego grafu, np. cyklu, Sciezki, gwiazdy itp. Sa to grafy
geste, dzigki czemu testuja szybko$¢ dzialania programu. Ponadto takie grafy czesto stanowia
dobre kontrprzyktady na heurystyki typu 41 5.

Testy e stanowia (oprécz le) kontrprzykiady dla heurystyki typu 3. Sa to zazwyczaj
grafy, w ktérych wierzchotki o matych stopniach nie moga naleze¢ do tej samej potéwki
grafu. W momencie, gdy jest klika wierzchotkéw o matych stopniach, a reszta ma duze
stopnie, heurystyki typu 3 maja tendencjg¢ do dobierania na poczatku wierzchotkéw o matych
stopniach, co z reguly nie jest optymalne.

Testy sa podzielone na 10 grup. Grupy od 1. do 3. zawieraja tylko testy z n < 20 —
powinny je przej$¢ rowniez rozwiazania nieefektywne. Na testach od 4. do 10. rozwigzania
efektywne miescily si¢ w %—% limitu czasowego, w zalezno$ci od implementacji i jezyka
programowania. Rozwiazania nieefektywne traca punkty za przekroczenie polowy limitu
czasowego lub nie koncza dziatania w okreslonym czasie. Grupy od 4. do 7. zawieraja testy
on =22,24, za$ grupy od 8. do 10. dostgpne tylko dla algorytméw efektywnych n = 26.

W praktyce okazato sig¢, ze na oceng¢ rozwiazan mialy wptyw takze drobne rdéznice
implementacyjne, wybér jezyka programowania itp.
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Tre$¢ zadania, Opracowanie Program

Ol, Etap III, dzien pierwszy, 02.04.2008

Tré6jkaty

n-(n—1)-(n—2)

Mamy danych n parami réznych punktéw na plaszczyénie (n = 8). Istnieje 5
tréjkatow, ktérych wierzcholkami sq pewne parami rézne sposréd tych punktéw (wliczajgc
tréjkaty zdegenerowane, tzn. takie, ktérych wierzcholki sq wspélliniowe).

Checemy obliczyé sume powierzchni wszystkich tréjkgtéow o wierzchotkach w danych
punktach.

Fragmenty plaszczyzny nalezgce do wielu tréjkgtow liczymy wielokrotnie. Przyjmujemy, Ze
powierzchnia trojkgtow zdegenerowanych jest réwna zero.

Zadanie
Napisz program, ktory:
o wczyta ze standardowego wejscia wspdlrzedne danych punktow na plaszczyinie,
® wyznaczy sume powierzchni wszystkich trojkgtow o wierzcholkach w danych punktach,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

W pierwszym wierszu wejscia znajduje sie jedna liczba calkowita n (3 < n < 8000),
oznaczajgca liczbe wybranych punktéow. Kolejne n wierszy zawiera po dwie liczby calkowite
x;i oraz y; (0 < zjyy; < 10 000), oddzielone pojedynczym odstepem i oznaczajgce wspdlrzedne
i-tego punktu (dlai=1,2,...,n). Zadna para (uporzgdkowana) wspélrzednych na wejsciu nie
powtarza sie.

Wyjscie

W pierwszym i jedynym wierszu wyjscia powinna sie znajdowacé jedna liczba rzeczywista,
rowna sumie powierzchni wszystkich tréjkgtow o wierzchotkach w danych punktach. Wynik
powinien byé wypisany z dokladnie jedng cyfrqg po kropce dziesietnej i nie powinien si¢ réznic¢
od faktycznej wartosci o wiecej niz 0.1.
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Trogkqty

Przyktad

Dla danych wejsciowych:

5

00 2 03 02

12

02 5

10 17 @

11
01 04 f
0 1 2

poprawnym wynikiem jest:

7.0

Rozwigzanie

Rozwigzanie 0(n3 )

Zadanie polega na wyznaczeniu sumy pol wszystkich tréjkatéw, ktérych wierzchotki
pochodza z zadanego zbioru n punktéw. Najprostsze rozwigzanie to przejrzenie wszystkich
tréjkatéw i zsumowanie ich p6l — jego ztozonosé to O(n?). Pole tréjkata mozna policzy¢ na
kilka sposob6w.

Metoda 1
Bodaj najbardziej znanym wzorem na pole tréjkata jest
ah
S=—
2 )

czyli potowa iloczynu dlugosci podstawy i wysokosci tréjkata. Podstawa tréjkata moze przy
tym by¢ dowolny z jego bokow.

C

Metoda 11

Aby policzy¢ pole tréjkata, mozna wybraé dwa jego boki i wyznaczy¢é potowe wartosci
bezwzglednej iloczynu wektorowego wektoréw odpowiadajacych tym bokom:

— =
_ \vl ><V2|

S 2



Trogkqty
Przypomnijmy, ze wartos¢ iloczynu wektorowego v = [x1,y1] oraz v; = [x2,>] to

-, =
Vi X V) =X1-Y2 —X2-Y1-

c

Metoda III

Pole tréjkata, podobnie jak i pole dowolnego innego wielokata, mozna wyznaczy¢ za
pomoca metody trapezow, czyli obchodzac boki tréjkata w kolejnosci zgodnej z kierunkiem
ruchu wskazéwek zegara i dodajac do wyniku sktadowe odpowiadajace kolejnym bokom.
Sktadowa dla boku taczacego punkty P = (x1,y1) i P» = (x2,y2) jest ,pole” trapezu
ograniczonego tym bokiem, osig OX oraz liniami rzutéw punktéw P i P, na o§ OX. Wartos¢
nazwana umownie ,,polem” wyraza si¢ wzorem

(x2 —x1)(y1 +y2)
2

i moze by¢ ujemna (na przyktad, jezeli x; > x, oraz y;,y; > 0).

Py = (x2,y2)

2

Y1

X2 — X1 X
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Dziatanie metody trapezow dla catej figury (AABC) jest przedstawione na kolejnym
rysunku:

c
/

X

Obchodzac ten tréjkat w kolejnosci zgodnej z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara,
uzyskujemy ,,Sciezk¢”: A — C — B — A. Sktadowe bokéw AC i CB (pola trapezow
zakreskowanych na rysunku odpowiednio pionowo i poziomo) sa dodatnie, natomiast
sktadowa boku BA (zanegowane pole szarego trapezu na rysunku) jest ujemna. Zsumowanie
wszystkich sktadowych daje wigc w wyniku pole bialego, zakreskowanego obszaru
z rysunku, czyli faktycznie pole tréjkata AABC.

Jak to przyspieszy¢?

Trzeba poszukaé rozwiazania efektywniejszego niz dzialajace w czasie O(n?), jesli chcemy
zmiesci¢ si¢ w limicie czasowym dla najwigkszych danych. Skoro sumowanie p6l wszystkich
tréjkatoéw jest zbyt czasochtonne, to moze powinni§my sprébowac zlicza¢ pola trojkatéw nie
pojedynczo, a wigkszymi partiami?

Mozemy, na przyklad, rozwazy¢é wszystkie tréjkaty zawierajace jako bok okre§lony
odcinek AB. Wszystkich mozliwych odcinkéw utworzonych z n punktéw jest O(n?),
wigc daje to pewne szanse na rozwiazanie o lepszej ztozonosci niz poprzednie, jesli tylko
poradzimy sobie szybko z kazda grupa. Rzeczywiscie, wlasnie na tym pomysle opieraja si¢

wszystkie rozwiazania wzorcowe niniejszego zadania'.

Dla kazdego odcinka skierowanego AB, czyli wektora zaczepionego w pewnych dwoch
sposréd zadanych punktéw, bedziemy wyliczaé jego wage Wap, czyli sume zaleznych
od niego sktadnikéw wchodzacych w sktad koricowego wyniku. Waga ta bedzie miata

'Rozwiazania te réznig si¢ przede wszystkim zastosowanym wzorem na pole tréjkata. Poniewaz kazdy
z Czytelnikéw ma zapewne swodj ulubiony, wigc w dalszym ciagu opisu przedstawiamy ,,réwnolegle” rozwiazania
wzorcowe dla kazdej z trzech wczesniej przytoczonych metod wyznaczania pola trojkata.
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r6zna warto$¢ i znaczenie w zaleznosci od tego, z jakiej metody obliczania pola tréjkata
zamierzamy skorzystaé:

Metoda I — waga odcinka skierowanego bedzie suma pol tréjkatow, w ktorych jest on
jednym z bokdéw;

Metoda I — waga wektora AB jest suma pdl tréjkatéw, w ktérych wektor AB pojawia sig
przy liczeniu pola za pomoca iloczynu wektorowego;

Metoda III — waga wektora jest suma (po odpowiednich tréjkatach) pdl trapezéw, ktére sa
ograniczone tym wektorem, osiag OX i liniami rzutéw punktéw koficowych wektora
na o§ OX, z uwzglednieniem znaku; innymi stowy, bedzie to iloczyn pola ze
znakiem trapezu wyznaczonego przez ten wektor oraz liczby tréjkatéw, na ktérych
(odpowiednio skierowanym) obwodzie ten wektor wystepuje.

Zauwazmy, ze jesli zsumujemy wagi Wyp dla wszystkich mozliwych wektoréw A # B, to
pole kazdego tréjkata policzymy kilkakrotnie. Doktadniej, w przypadku:

Metoda I — obwdd kazdego tréjkata sktada sig¢ z trzech bokéw, z ktérych kazdy mozna
skierowaé na dwa sposoby, a zatem pole tréjkata zostanie uwzglednione szesciokrotnie;

Metoda IT — na sze$¢ sposobow mozna wybraé parg bokéw skierowanych, czyli wektoréw
zaczepionych w jednym wierzchotku tréjkata (zauwaz, ze trzy sposrdd tych szesciu par
beda réznity sig od pozostatych trzech jedynie kolejnoscia wektoréow);

Metoda III — skierowany zgodnie z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara obwdd trojkata
sktada si¢ z 3 wektoréw, stad pole tréjkata zostanie wliczone do sumy koncowej
trzykrotnie.

Skoro wiemy juz, jak na podstawie sum wag wszystkich wektoréw uzyskaé¢ wynik
koricowy, to mozemy zastanowié sig, jak wyznaczy¢é Wyp w kazdej z metod. Oznaczmy
przez Py, P,, ..., P,_» wszystkie punkty dane w zadaniu, oprécz punktéw A i B.

Metoda I — szukang waga odcinka skierowanego AB jest suma p6l trojkatow:
Wap = S(AABP;) 4+ S(AABP) + ... +S(AABP, ).
Wybierajac w kazdym z nich jako podstawe bok AB, dostajemy nastgpujacy wzor:

_ahl ahy ah,,,z_a
Wap = 5 + > +...+ > —2(h1+h2+~-~+hn—2)a

gdzie a = |AB|, natomiast hihy,....hy_n oznaczaja
wysokosci tréjkatéw AABP), AABP;, ..., AABP,_, opuszczone na podstawg AB —
inaczej méwiac, sa to odlegtosci punktéw Py, P, ..., P, od prostej pr(AB).

Jezeli réwnanie tej prostej zapiszemy jako ax + by + ¢ = 0, to odlegto$¢ punktu
P; = (x;,y:) od pr(AB) wyraza si¢ znanym wzorem:
_axi+byi+
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Gdyby dla wszystkich punktéw P; wyrazenie ax; + by; + ¢ byto dodatnie, to mogliby-
$my bardzo tadnie uprosci¢ wzor na Wyp, gdyz woéwczas suma hy +hy+ ...+ hy—2
wynosiloby:

alxi+...+x,2)+b(y1+...+yp2)+c

Va?+b?

Chociaz nie mozemy liczy¢ na powyzszy przypadek, to mozemy jednak podzieli¢
wszystkie punkty P; na lezace po jednej stronie prostej pr(AB) — gdzie rzeczywiscie
ax;+by;+c > 0, oraz na potozone po drugiej stronie — gdzie ax; + by; + ¢ < 0 (punkty
lezace na prostej sa i tak dla nas nieistotne, gdyz tworza z A i B wylacznie tréjkaty
zdegenerowane o zerowym polu). To spostrzezenie pozwala przedstawi¢ wage wektora
AB jako réznice dwéch utamkow postaci analogicznej jak (1).

(D

Metoda IT — waga odcinka skierowanego AB jest, tak samo jak w metodzie I, suma:
Wag = S(AABP) + S(AABPy) + ...+ S(AABP, ).

Wyznaczajac pole tréjkata AABP; w oparciu o skierowana parg bokéw AB i zﬁ,
dostajemy nastgpujacy wzér na Wyp:

|AB < AP| |AB x AP,| |AB x AP,
= + +o /=

W
AB 2 2 2

Iloczyn wektorowy jest liniowy ze wzgledu na kazdy z dwéch argumentéw.
W szczegdlnosci, dla dowolnych wektoréw %', V' i W mamy:

— — = — = = —
UX(V4+W)=UuUXxV4+u xw.

Poniewaz we wzorze na Wyp wystepuja wartosci bezwzgledne iloczynéw wektoro-

wych, aby skorzysta¢ z powyzszej wtasnosci, podzielimy punkty P; na dwie grupy ze
- =

wzgledu na znak iloczynu AB x AP;. Zauwazmy, ze jest on dodatni dla punktéow P;

lezacych na lewo od wektora 1@ czyli tworzacych z nim kat wypukty, natomiast nie-
dodatni dla pozostatych punktéw (punkty lezace na prostej pr(AB) sa, jak w metodzie
I, nieistotne). Dla kazdej z grup wystarczy wyznaczy¢ wartos$¢ postaci:

1 — —_— — —
Wag = 5AB x (AP, + APy, + ...+ AP,). )
Wage AB dostajemy jako réznicg tych wartoSci.
Metoda III — waga odcinka skierowanego AB dla punktéw A = (x4,y4) i B= (xp,yp) jest

warto$¢:

(xB —xA)z(yA +yB)’ 3)

gdzie m oznacza liczbg tréjkatéw AABP;, na ktérych obwodzie, skierowanym zgodnie

WAB:m'

z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara, wystgpuje odcinek AB. Zauwazmy, ze aby
—
tréjkat AABP; miat t¢ wiasnosé, punkt P; musi lezeé na prawo od wektora AB, czyli
—
wektor BP; musi tworzy¢ z nim kat skierowany wklesty:
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e P;

Dla punktéw P; potozonych na lewo od wektora A‘é, trjkat AABP; nie zawiera na
— —
swoim (prawoskretnym) obwodzie wektora AB, lecz wektor BA:

P;

Punkty P; lezace na prostej pr(AB) nie maja, tak samo jak poprzednio, wptywu na

wage odcinka AB. Parametr m ze wzoru (3) jest wigc réwny liczbie punktéw P;, ktére
—

leza na prawo od wektora AB.

Analiza przeprowadzona dla wszystkich trzech metod wykazuje, ze niezaleznie od
obranego wzoru liczenia pél tréjkatéw, musimy umieé dla wektora AB efektywnie podzieli¢
wszystkie punkty P; na lezace na prawo i na lewo od niego?. Dla kazdej z tych grup musimy
takze wyznaczyC okreslona warto$¢ majaca wplyw na wage wektora AB — w kolejnych
metodach jest to: suma odcigtych i rzegdnych punktéw z grupy (metoda I), suma wektorow
o poczatku w A i koricach w punktach z grupy (metoda II) czy po prostu liczba punktow
w grupie (metoda III). Do efektywnego rozwiazania zadania moze wigc doprowadzic
wybranie takiej kolejnosci przegladania wszystkich wektorow A_B), zeby podzial punktéw na
lezace na lewo i na prawo od wektora byt tatwy do przeprowadzenia lub zaktualizowania na
podstawie podziatu dla poprzednio rozwazanego wektora.

2W przypadku metody I méwilismy raczej o punktach potozonych nad oraz pod prosta pr(AB). Zauwazmy
jednak, ze punkty potozone nad i pod prosta pr(AB) odpowiadaja punktom lezacym na lewo i na prawo od wektora
S

AB.
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Zamiatanie katowe

Dobrym kierunkiem poszukiwania wlasciwej kolejnosci analizowania wektoréw wydaje si¢
by¢ rozwazenie punktow posortowanych kqtowo (biegunowo). Niech Z = {Py,Ps,...,P,}
oznacza zbiér wszystkich zadanych punktéw. W porzadku katowym okres§lamy Srodek
— moze to by¢ dowolny punkt P = (x,y) ze zbioru Z. Nastepnie sortujemy pozostate
punkty O € Z niemalejaco wzgledem katéw skierowanych, jakie tworza z pétprosta pozioma
o poczatku w punkcie P, czyli wzgledem /P PQ, gdzie P = (x+8,y), 6 > 0. Kolejnos¢
punktéw tworzacych z pdtprosta taki sam kat moze by¢ dowolna. Dla ustalenia uwagi
mozemy przyjaé, ze w przypadku jednakowych katéw wczesniejszy jest punkt potozony
blizej Srodka P.
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Rys. 1:  Przyktad posortowania katowego dziewigciu punktéw wokaét punktu P umieszczo-

nego w Srodku uktadu wspétrzednych (numery punktéw odpowiadaja kolejnosci
W posortowanej sekwencji).

Punkty ze zbioru Z bedziemy sortowac katowo kolejno wokét Py, P», ..., P,. Uporzadko-
wanie Z wokoét P; pozwoli nam przeanalizowac wszystkie wektory P,—P; dla j # i w kolejnosci
zgodnej z porzadkiem katowym P; i okresli¢ ich wagi zgodnie z metoda L, II lub III. Algorytm
bedzie zatem pewna forma klasycznej metody zamiatania, z ta tylko réznica, ze miotta bedzie
polprosta obracajaca si¢ wokdt punktu P;.

Zamiatanie dla punktu P; rozpoczynamy od pdtprostej poziomej p o poczatku w P,
skierowanej ku rosnacym warto$ciom odcigtej. Uzupetnienie p do prostej, czyli pdiprosta
o poczatku w P; skierowana ku malejacym warto$ciom odcigtej, nazwiemy g — oznaczenie
to przyda nam si¢ pdZniej, przy opisie algorytmu. Dla pétprostej p tatwo jest wyznaczyc
wszystkie punkty lezace na lewo (zbiér L) i na prawo od niej (zbiér P):

L = {P;j:|£P'PP;| €(0°,180°)}
P = {P;j:|£P'PP;| € (180°,360°)},

gdzie P’ jest dowolnym, réznym od P; punktem polprostej p.
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—
Potrzebne do wyliczenia wagi wektora PP’ wartosci dla zbioru L (odpowiednio P) sa
wowczas rowne:

Metoda I — sumom postaci:

Z x; (odpowiednio Z x;j)

Pj=(x]uyj)€L Pj=(x]-7yj)EP
Z y; (odpowiednio Z yj)
Pj:(x]‘,yj)GL Pj:(xj‘,yj)EP

Metoda II — sumie postaci:

P . . P
P,P; (odpowiednio Z P;P;)
Pj L P_]'GP

Metoda III — rozmiarowi zbioru |L| (odpowiednio |P)|).

Znajac powyzsze zbiory i wartoSci dla poczatkowego potozenia miotly, mozemy
przystapi¢ do zamiatania. Wykonamy p6iprosta p obrét o 360° wokét srodka P;, powiedzmy
przeciwnie do kierunku ruchu wskazéwek zegara. W trakcie obrotu na miotle p beda
pojawiaé si¢ punkty zbioru Z w porzadku katowym wzgledem §rodka P;. Gdy na p znajdzie
sie punkt P; € Z, bedziemy wyznacza¢ wage odcinka skierowanego ITP]) . Po rozwazeniu P;
punkt ten przerzucimy ze zbioru L do P, aktualizujac jednoczesnie interesujace nas wartoSci
zwiazane z L1 P. JeSli w trakcie obrotu miotly, na pétprostej g znajdzie sig¢ jakis punkt Py, € Z,
to punkt ten przenosimy z kolei ze zbioru P do L, takze uaktualniajac odpowiednie wartoSci
stuzace do wyliczania wag.

Aby sprawnie wykona¢ obrét miotla p, odnotowujac wszystkie wystapienia punktéw ze
zbioru Z na pétprostej p lub ¢, dla kazdej z tych pétprostych bedziemy pamigtac ostatni punkt
ze zbioru Z, przez ktéry ona przechodzita. Oznaczmy te punkty odpowiednio Q i R, a ich
nastepniki w porzadku katowym — odpowiednio Q' i R'. Obrét prostej bedziemy wykonywaé
zawsze o mniejszy z katow: pomiedzy P;Q i P;,Q’ lub pomigedzy P,R i P;R’.

Rozwazmy konkretny przyktad, ktéry pozwoli lepiej zrozumie¢ mechanizm opisanego
zamiatania katowego. Na rys. 2—6 przedstawiamy, jak ksztaltuja si¢ zbiory L i P przy kilku
kolejnych obrotach pétprostych p i g dla zbioru punktéw z rys. 1.

4 3
. .

\\;5 "
{rmmmmmmmma s >
q ¢ - - gp
” R
.7 ~. 9
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Rys. 2:  Nasamym poczatku mamy L = {3,4,5}, P = {6,7,8,9}. Tuz po tym, jak péiprosta
p zacznie si¢ obracaé, do zbioru P dotacza punkty o numerach 11 2.
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Rys. 3: W kolejnym kroku p napotyka na punkt 3, a ¢, réwnoczesnie, na punkty 6 i 7.
Wszystkie te punkty wskutek tego zdarzenia zmieniaja swoje potozenia w ramach
zbioréw L i P. Doktadniej, zaraz po tym, jak pétprosta zacznie si¢ obracaé, bedzie
L={4,5,6,7},aP=1{1,2,3,8,9}.

Rys. 4:  Po tym, jak p napotka punkt 4, nowe postaci zbioré6w L i P to: L = {5,6,7}
iP={1,2,3,4,8,9}.

Rys. 5:  Przed tym, jak p napotka punkt 5, jej przedtuzenie, czyli g, napotka punkty 8
oraz 9, ktére zostang wéwczas przerzucone z L do P. Nowe postaci zbioréw to:
L: {576777879}5 P: {1!273‘,4}'
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Rys. 6:  Tuz po napotkaniu przez p punktu 5 mamy L = {6,7,8,9}, P = {1,2,3,4,5}.

»Arytmetyka na katach” — uwaga na pulapki!

Teoretycznie juz wszystko wiemy — jak posortowac punkty, jak je potem przetwarzac i jak
wyznaczy¢ wynik koficowy (nawet na trzy sposoby). Pozostaje bardzo praktyczne pytanie:
jak poréwnywacé katy i jak wtasciwie posortowaé punkty katowo. Mozna sprobowaé si¢ do
tego zabra¢ na (co najmniej) dwa sposoby.

Pierwszy sposéb to przypisanie punktom katéw, jakie tworzg one z wyjsciowa potprosta
p, 1 sortowanie (poréwnywanie) wzgledem tych katow. Warto$¢ kata pomiedzy p i P,Q
mozemy wyznaczy¢ za pomoca funkcji odwrotnych do funkcji trygonometrycznych (na
przyktad arcsin, arccos, ...). W obliczeniach komputerowych, szczegdlnie rozwiazujac
problemy geometryczne, staramy si¢ jednak unikac stosowania liczb zmiennoprzecinkowych,
gdy tylko da si¢ zastapi¢ je obliczeniami na liczbach catkowitych. W obliczeniach na
zmiennoprzecinkowych warto$ciach katéw, szczegdlnie z wykorzystaniem tak ztozonych
funkcji, jak odwrotne funkcje trygonometryczne, trudno bowiem uniknaé btedéw zaokraglen.
Ich konsekwencja mogtaby by¢ na przyktad niewtasciwa kolejno$¢ w posortowanym ciagu
punktéw, ktdre sa ,,prawie wspotliniowe” z P;. Taka pomytka moglaby oczywiscie skonczy¢
si¢ zZtym wynikiem koficowym.

Sprobujmy wigc obejs¢ si¢ bez funkcji trygonometrycznych (i ich odwrotno$ci) i obliczen
zmiennoprzecinkowych. Mozemy zaimplementowaé wilasng funkcje poréwnujaca dwa
punkty, tzn. zwracajaca dla punktéw P; i P, prawde wtedy i tylko wtedy, gdy P; powinien
wystapi¢ w porzadku przed P,. Naturalne jest zastosowanie do tego celu iloczynu
wektorowego, ktérego znak pozwala badaé, czy przechodzac przez wspélny koniec dwéch
odcinkéw skrecamy w lewo, w prawo, czy tez idziemy prosto’. Na rysunku 7 mozemy
znaleZ¢ przyktad takiego poréwnania punktow.

Reguta skretu w prawo kryje jednak w sobie putapki. Wyznacza ona bowiem porzadek,
w ktérym moga wystapic¢ cykle (czyli tak naprawde nie jest to porzadek!). Przyktad tej
sytuacji przedstawiony jest na rysunku 8.

Jesli tylko dostrzezemy powyzszy problem, to tatwo sobie z nim poradzié. Wystarczy
w pierwszej kolejnosci zbadaé, do ktorej potowy uktadu wspétrzednych naleza rozwazane
punkty P; i P;. Jesli oba naleza do gérnej lub oba naleza do dolnej, to do ich poréwnania

3Doktadniejszy opis takiego testu mozna znalezé w ksiazce [20].
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Rys. 7:  Punkt P; znajduje si¢ w porzadku katowym wzgledem Srodka P; przed punktem P,
gdyz idac Sciezkg P; — P; — Py, skregcamy w prawo.

Rys. 8:  Zgodnie z reguta, P; jest przed Py, Py przed Py, a P; przed Pj, czyli rzeczywiscie
mamy cyKkl.

mozemy zastosowaé iloczyn wektorowy. Jesli natomiast naleza do réznych pétplaszczyzn,
to od razu decydujemy, ze punkt z gérnej potplaszczyzny jest wczedniejszy w porzadku od
punktu z dolnej pétptaszczyzny.

To nie koniec pulapek kryjacych si¢ w sortowaniu katowym. Kolejnym przypadkiem,
w ktérym bardzo tatwo o biad, sa punkty lezace na osi poziomej, czyli na granicy
potptaszczyzny goérnej i dolnej. By uniknaé probleméw z okresleniem ich potozenia
i porzadku, najlepiej punkty postaci (x,0) dla x > 0 zaliczyé do gérnej pétptaszczyzny,
natomiast pozostate — do dolne;j.

W ogdlnym przypadku trzeba jeszcze zwrdci¢ uwage, w jakiej kolejnosci powinny
wystgpowaé punkty lezace na tej samej potprostej wychodzacej ze Srodka sortowania. Na
szczescie w naszym przypadku nie jest to istotne.

Liczne przyktady implementacji sortowania katowego mozna znalezé w podrgcznikach
i innych opracowaniach. Tutaj ja pominiemy, polecajac ja Czytelnikowi jako éwiczenie.
Z racji mnozacych si¢ putapek i trudnosci w wychwyceniu ewentualnych btedéw jest to
¢wiczenie bardzo pouczajqce!
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Ztozonos¢ rozwigzania

Najwyzsza pora oszacowaé ztozono$¢ przedstawionych rozwiazan i ocenic¢ ich efektywnos¢.
Posortowanie katowe n punktéw ma zlozono$¢ czasowa taka sama, jak i kazde inne
sortowanie, gdyz potrafimy juz poréwna¢ dwa punkty w czasie stalym. Stad etap ten
wymaga czasu O(nlogn), oczywiscie o ile tylko zastosujemy jaki$ efektywny algorytm
sortowania, np. przez scalanie. Koszt czasowy pojedynczego zamiatania katowego jest, jak
fatwo zauwazy¢, liniowy wzgledem n. Ztozono$¢ czasowa catego algorytmu, ktéry sktada
sie z n takich faz, to zatem O(n*logn).

Czy jest to najefektywniejsza metoda rozwigzania naszego problemu? Okazuje sig, ze
nie. Ot6z istnieje bardzo skomplikowany algorytm jednoczesnego sortowania katowego
wzgledem wszystkich punktéw o ztozonosci czasowej O(n?) *. Nie byt on jednakze
brany pod uwagg przy sprawdzaniu efektywnosci rozwiazan niniejszego zadania, wlasnie ze
wzgledu na duze skomplikowanie, ale takze i niewielka réznice rzedu ztozonosci czasowej
w stosunku do rozwigzania wzorcowego.

Warto jednakze wspomnie¢ o ciekawym, a prostym pomys$le na usprawnienie opisanych
rozwigzan wzorcowych. Nie poprawia on co prawda rzgdu ztozono$ci czasowej, ale polepsza
stata, co czgSciowo (badZ catkowicie) zapobiega wielokrotnemu wyliczaniu pdl wszystkich
tréjkatéw. Otéz po rozwazeniu danego punktu jako $rodka sortowania P;, mozna ten punkt
po prostu wyrzuci¢ ze zbioru Z. Dzigki temu, w kolejnych iteracjach maleje liczba punktéw
koniecznych do rozwazenia, a tréjkaty postaci APP;P; dla i < j < k sa liczone tylko
w iteracji algorytmu odpowiadajacej P;. To oznacza, ze w przypadku metod I i II, pole
kazdego tréjkata jest w nowej wersji algorytmu wliczane zaledwie dwukrotnie, natomiast
w przypadku metody III jest uwzglgdniane doktadnie raz!

Implementacje i inne rozwigzania

W rozwiazaniach wzorcowych zostaly zaimplementowane metody oparte o dwa z opisanych
sposobéw wyznaczania pola trdjkata. W plikach tro.cpp, troO.pas i tro2.java
znajduja si¢ implementacje rozwiazania wzorcowego oparte o metode II, natomiast w pliku
trol.java — oparte o metode III. Wobec wczeSniejszych uwag na temat arytmetyki
zmiennoprzecinkowej, nie powinno nikogo dziwié, ze rozwiazanie oparte o metode I nie
zostalo w ogdle zaimplementowane. W metodzie tej bowiem wielokrotnie zachodzi potrzeba
operowania na liczbach rzeczywistych (pojawiaja si¢ w nim utamki — na przyktad przy
wyznaczaniu parametréw prostej A, B i C — czy pierwiastki kwadratowe), co moze
powodowa¢é problemy z doktadnoscia.

Ciekawym spostrzezeniem dotyczacym obliczenn w metodach 111 III, o ktérym dotychczas
nie wspominali§my, jest postac liczbowa rozwazanych tam wag. Okazuje sig, ze pole trojkata
lub trapezu o wierzchotkach w punktach o catkowitoliczbowych wspétrzgdnych musi by¢
calkowita wielokrotnoscig % Dzigki temu, wszystkie obliczenia w rozwigzaniach opartych
o metody II oraz III moga by¢ wykonywane na liczbach catkowitych, a dopiero na samym
koncu trzeba wynik podzieli¢ przez 2. To spostrzezenie wyjasnia takze, dlaczego w zadaniu
wystarczy wypisaé wynik z doktadnoscig do zaledwie jednej cyfry po przecinku.

4Wiecej szczegtéw mozna znalezé w artykule [35].
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Testy

Rozwigzania zawodnikéw byly sprawdzane na 11 zestawach testéw. Rozwigzania
o ztozonosci O(n?) miescity sig w limicie czasowym tylko dla testéw 1-3.

Nazwa n Opis

trola.in 10 | prosty test poprawnosciowy, losowy

trolb.in 3 | test poprawnoSciowy w ksztalcie malego tréjkata, odpowiedz
niecatkowita

tro2a.in 10 | prosty test poprawnoS$ciowy, duzo punktow na jednej prostej

tro2b.in 30 | prosty test poprawnosciowy, odpowiedz to 0.0

tro2c.in 5 | prosty test poprawnosciowy

tro2d.in 3 | test poprawnosciowy w ksztalcie matego tréjkata, odpowiedz
niecatkowita

tro3a.in 20 | prosty test poprawnosciowy, losowy

tro3b.in 100 | maty test w postaci prostokata punktéw kratowych, duzo tréjek
wspotliniowych punktéw

tro3c.in 3 | test poprawnoSciowy w ksztalcie matego tréjkata, odpowiedz
niecatkowita

tro4.in 1300 | test Sredniej wielkoSci, losowy

tro5.in 1500 | test Sredniej wielkosci, losowy

tro6.in 1750 | test duzy, losowy

tro7.in 1900 | test duzy, losowy

tro8a.in 2000 | test duzy, losowy

tro8b.in 1500 | Sredni test w postaci prostokata punktéw kratowych, duzo tréjek
wspotliniowych punktéw

tro9a.in | 2500 | test duzy, losowy

tro9b.in 2000 | duzy test w postaci prostokata punktéw kratowych, duzo tréjek
wspotliniowych punktéw

trol0.in 3000 | test duzy, losowy

trolla.in | 3000 | test duzy, losowy

trollb.in | 3000 | duzy test w postaci prostokata punktéw kratowych, duzo tréjek
wspotliniowych punktéw
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Kupno gruntu

Bajtazar planuje kupno dziatki przemystowej. Jego majgtek jest wyceniany na k bajtalaréw.
Tyle tez zamierza on przeznaczyé na zakup gruntu. Jednak znalezienie dzialki, ktora kosztuje
doktadnie k bajtalarow, jest klopotliwe. W zwigzku z tym, Bajtazar jest gotéw kupic
ewentualnie drozszq dzialke. Dodatkowe fundusze moze uzyskaé przez zaciggniecie kredytu.
Maksymalny rozmiar kredytu, jaki moze mu udzieli¢c Bajtocki Bank Kredytowy, wynosi tyle,
ile majgtek Bajtazara, czyli k bajtalarow. Innymi stowy, Bajtazar chcialby przeznaczyé na
kupno dzialki kwote w wysokosci od k bajtalaréw do 2k bajtalaréow wilgcznie.

Teren, na ktorym Bajtazar zamierza kupié¢ dzialke, ma ksztalt kwadratu o boku dtugoscin
metrow. Aktualni wlasciciele ziems wyznaczyli rézne ceny w przeliczeniu na metr kwadratowy.
Bajtazar przeprowadzil dokladny wywiad i sporzqdzil mape cenowq tego terenu. Mapa ta
opisuje cene kaidego kwadratu o rozmiarze metr na metr. Takich kwadratéw jest dokladnie n?.
Teraz pozostaje wyznaczyé wymarzong dziatke. Musi ona mieé ksztalt prostokgta, ztoZonego
wylgcznie z catych kwadratow jednostkowych. Bajtazar zaczql szukaé na mapie odpowiednie)
dzialki, ale mimo wzmozZonych wysitkéw nie byl w stanie znaleZé wlasciwego prostokgta. Pomadz
Bajtazarows.

Zadanie
Napisz program, ktory:
e wczyta ze standardowego wejscia liczby k i n oraz mape cenowq terenu,
o wyznaczy dzialke o cenie z przedzialu [k, 2k] lub stwierdzi, ze taka dzialka nie istnieje,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

W pierwszym wierszu wejscia znajdujq sie dwie liczby catkowite k i n oddzielone pojedynczym
odstepem, 1 <k < 1000000000, 1 <n<2000. Kazdy z nastepnych n wierszy zawiera n
liczb catkowitych nieujemnych, pooddzielanych pojedynczymi odstepami. Liczba i-ta w wierszu
numer j + 1 okresla cene jednego kwadratu metr na metr, ktdrego wspdilrzedne w terenie to
(i,7). Cena jednego metra nie przekracza 2 000 000 000 bajtalardw.

Wyjscie

Jezeli nie istnieje dzialka o cenie z przedzialu [k,2k], to program powinien wypisaé jeden
wiersz zawierajgey stowo NIE. W przeciwnym przypadku powinien wypisaé jeden wiersz
zawierajgey cztery liczby caltkowite dodatnie x1,y1,22,y> pooddzielane pojedynczymi odstepams,
okreslajqce wspdlrzedne prostokgta. Para (xy,y1) oznacza lewy gdrny rdg prostokgta, a para
(z2,y2) — prawy dolny 1ég prostokgta. Wtedy taki prostokat okreslony jest przez zbidr



178

Kupno gruntu

wspdlrzednych kwadratéw: {(z,y) |z <z <2y iy <y<ypt. Suma cen kwadratéw c lezgeych
wewngtrz wskazanego prostokgta powinna spelniaé nieréwnosci k < ¢ < 2k. Jezeli jest wiele
dziatek spetniajgcych wymagany warunek, to nalezy wypisaé dowolng z nich.

Przyktad
Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
4 3 NIE
111
191
111
a dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
8 4 2142
1213
26121
4 20 3 3
330 12 2

1121113

2501121

4120|813

3012\ 2

Cenowa mapa terenu i wyznaczona dziatka w drugim przykladzie

Rozwigzanie

Rozwigzania nieoptymalne

Dla uproszczenia, kwadraty jednostkowe, na ktére podzielona jest mapa, bedziemy nazywac
polami, a sumg cen pdl zawartych w prostokacie — cenq prostokqta. Zadanie polega na
znalezieniu prostokata, ktérego cena miesci si¢ w przedziale od k do 2k.

Proste rozwigzania

Najprostsze rozwiazanie polega na przejrzeniu wszystkich mozliwych prostokatéw i wyzna-
czeniu ceny kazdego z nich przez proste zsumowanie cen pdl. Jednak wszystkich prosto-
katéw jest O(n*) i kazdy zawiera srednio O(n?) pél. Prosty program zlozony z szesciu
zagniezdzonych petli for dziata wiec w czasie rzedu O(n®). Rozwiazanie takie zostato zaim-
plementowane w programach kups3.cpp i kupsé6. java.

W poszukiwaniu efektywniejszego podejscia mozemy zajrze¢ do réznych archiwow
zadain — takze z Olimpiady Informatycznej. Mozna znalezé w nich wiele probleméw
opartych na schemacie podobnym jak ,.Kupno gruntu”. Zazwyczaj jest w nich dana
prostokatna ,,mapa” podzielona na jednostkowe pola, ktérym sa przypisane pewne nieujemne
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wagi, i nalezy znaleZ¢ prostokat o sumarycznej wadze spetniajacej okreslone warunki (patrz,
na przyklad, zadania ,,Artemis” z XVI IOI [12] oraz ,,Piramida” z XVIII IOI [14]). Istnieja
pewne standardowe techniki, ktére mozna zastosowaé przy rozwigzywaniu tego typu zadan.
Jedna z nich polega na wstepnym przetworzeniu mapy tak, aby potem méc w stalym czasie
okresla¢ dla dowolnego prostokata sume¢ wag zawartych w nim pél. (Zostala ona opisana
takze w zadaniu ,,Mapa gestosci” w [8].)

Oznaczmy przez c;j ceng pola o wspétrzednych (i, j), a przez K;jj’.’/ cen¢ prostokata,
ktérego lewy gérny rég ma wspétrzedne (i, j), a prawy dolny (7', j'):

il

]
K/ =¥ Yoo

x=iy=j
1 -1 i
1
-1
i
i
Rys. 1:  Wyznaczanie ceny prostokata
Jezeli znamy wartoSci Kf_’f dla wszystkichx=1,2,...,n,y=1,2,...,n, to mozemy tatwo

o
wyznaczy¢ kazda inng warto§¢ Kl’ J’-J , korzystajac z tozsamosci (patrz tez rys. 1):

i i—1,j' i, j—1 i—1,j-1
K7 =K —-K,” -Kj +K," "
Z kolei, aby wyznaczy¢ wartosci K}], wystarczy przejrze¢ kolejne wiersze mapy, idac z gory
na dot, i skorzystac z tozsamosci:

Xy _ px—Ly x,y—1 x—ly-1_ |
K=K, "+K —K, tCry
ub sumowac na biezaco wagi pol w danym wierszu i skorzysta¢ z tozsamosci:
Iub b 1 w dany korzyst: t
X,y x,y—1
Ky :Kl.{ +(cry ooyt +exy)

Widzimy wiec, ze mozemy wyznaczy¢ wszystkie wartosci Ki7) w czasie i pamigci O(n?).
Majac te wartosci, wystarczy przejrzeé wszystkie mozliwe prostokaty (jest ich O(n*))
i sprawdzi¢ ich ceny (kazda obliczamy w czasie O(1)). W ten sposéb dostajemy algorytm
dziatajacy w czasie rzedu O(n*) i pamieci rzedu O(n?). Jest on zaimplementowany w plikach
kups2.cppikups5. java.

Poszukiwanie w przedziale

Jak dotad przedstawiliSmy rozwiazania, w ktérych analizujemy ceny wszystkich prostoka-
tow. Nie wykorzystaliSmy faktu, ze szukana suma musi by¢ liczba z podanego przedziatu —
najwyzsza pora uwzglednic¢ ten fakt.
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Obserwacja 1. Zal6zmy, ze mamy dwa prostokaty: jeden wigkszy, a drugi mniejszy,
zawarty w wigkszym. Poniewaz ceny pdl sa nieujemne, wigc cena wigkszego prosto-
kata nie moze by¢ mniejsza niz cena mniejszego prostokata. Inaczej mdwiac, jesli
I<ii<ip<iz<ip<norazl <ji<jp<j3<ja<n,to
13, 14,
K < K-

Korzystajac z tej obserwacji, mozemy pomina¢ niektore prostokaty. Jesli trafimy na prostokat
o cenie wigkszej niz 2k, to mozemy pominaé wszystkie wigksze, zawierajace go prostokaty.
Analogicznie, jeSli mamy prostokat o cenie mniejszej niz k, to mozemy pominaé wszystkie
zawarte w nim prostokaty.

Ustalmy na chwile pewne warto$ci wspéirzednych pionowych 1 < j < j/ < n. Mozemy
przejrze¢ wszystkie prostokaty o gérnej krawedzi na wysokosci j i dolnej na wysokosci j/
tzw. metoda ,,gasienicy”. Prostokaty rozwazamy w kolejnosci od lewej do prawej, przy czym,
jak zobaczymy, wystarczy, ze sprawdzimy tylko niektdére z nich. Zaczynamy od prostokata
o lewym gérnym rogu w (1, j) i prawym dolnym rogu w (1, ).

Powiedzmy, ze lewy gérny rég aktualnie rozwazanego prostokata ma wspéirzedne (i, j),
a prawy dolny — (i’, j'). W zaleznosci od warto$ci Kl'/jj " rozrézniamy trzy przypadki:

o Jesli Kl’/}’/ < k, to znaczy, ze ani nasz prostokat, ani zaden w nim zawarty nie spetnia
warunkow zadania. W szczegdlnosci, mozemy pominaé prostokaty o prawym dolnym
rogu w (7, ;') i lewym gérnym na prawo od (i,j). Mozemy wigc powigkszy¢ nasz
prostokat, zwigkszajac i’ o 1.

o Jesli K,l,jj > 2k, to znaczy, ze ani nasz prostokat, ani zaden zawierajacy go wigkszy
prostokat nie spelniaja warunkéw zadania. W szczeg6lnos$ci, mozemy pominaé
prostokaty o lewym gérnym rogu w (i,j) i prawym dolnym na prawo od (7, ;).
Mozemy wiec zmniejszy¢ nasz prostokat, zwigekszajac i o 1.

e Jezeli zaden z poprzednich przypadkéw nie zachodzi, to znaczy, ze k < K,’// <k
i nasz prostokat spelnia warunki zadania.

Badany prostokat jest raz wezszy, raz szerszy — jak gasienica pelznaca z lewa na prawo.
Ile krokéw moze wykonac taka ,.gasienica”? Co najwyzej 2n, gdyz w kazdym kroku
zwigkszamy o 1 wspdtrzedna lewego lub prawego boku prostokata. Jezeli weZmiemy pod
uwage, ze mozliwych par j i j/ jest O(n?), otrzymujemy algorytm dziatajacy w czasie
O(n?) i pamigci O(n?). Rozwiazanie takie jest zaimplementowane w plikach kups1.cpp
i kups4.java.

Opisany algorytm mozemy stosowac¢ wszedzie tam, gdzie cena szukanego prostokata
powinna naleze¢ do zadanego przedziatu. Jednak w naszym przypadku nie jest to dowolny
przedzial, ale przedzial postaci: od k do 2k. Wykorzystujac ten fakt, mozna skonstruowaé
jeszcze szybsze rozwiazanie.

Rozwigzanie optymalne

Zacznijmy od kilku prostych obserwacji.
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Obserwacja 2. Jezeli, dla pewnych i i j, ¢;; > 2k, to pole (i, j) nie moze by¢ zawarte
w zadnym prostokacie spetniajacym warunki zadania.

Jest to dosy¢ oczywisty fakt: cena dowolnego prostokata zawierajacego pole (i, j) musi by¢
wigksza niz 2k. W zwiazku z tym pola o cenach wigkszych niz 2k nazwiemy zabronionymi.
Pozostate pola nazwiemy dozwolonymi. Caly prostokat nazwiemy dozwolonym, jesli
wszystkie pola w nim zawarte sa dozwolone. Dla uproszczenia przyjmiemy, ze wszystkie
pola lezace poza mapa sa zabronione.

Fakt 1. Jezeli prostokqt jest dozwolony i jego cena jest nie mniejsza niz k, to istnieje zawarty
w nim prostokqt, ktorego cena jest miedzy k a 2k.

Dowéd: Dowdd przeprowadzimy przez indukcje ze wzglgdu na wielko$¢ prostokata.
Oznaczmy przez P dozwolony prostokat o cenie S > k.

1. Jesli prostokat P sktada si¢ tylko z jednego pola, to musi ono by¢é dozwolone, czyli
S < 2k. Tym samym P stanowi szukane rozwigzanie.

2. Zalézmy, ze prostokat P sktada si¢ z wigcej niz jednego pola. Jezeli S < 2k, to stanowi
on szukane rozwiazanie.

Zalézmy przeciwnie, ze S > 2k. Woéwczas mozna podzielié P, w pionie lub
w poziomie, na dwa mniejsze prostokaty P; i P,. Oznaczmy ich ceny, odpowiednio,
przez S; i S». Bez straty ogdlnosci mozemy zatozyé, ze S| < S>. Mamy wigc
S1+ 5> =S > 2k. Tak wigc S» > k. Z zalozenia indukcyjnego, prostokat P, zawiera
szukane rozwigzanie.

Pokazany fakt pozwala nam zredukowaé problem z zadania do znalezienia prostokqta
dozwolonego o maksymalnej cenie:

e Jedli jego cena jest mniejsza od k, to prostokat bedacy rozwiazaniem nie istnieje.

e Jesli zas$ jego cena jest wigksza lub réwna k, to zawiera on szukany prostokat.
Dow6d Faktu 1 stanowi jednocze$nie przepis na konstrukcje rozwiazania zadania
w obrebie znalezionego maksymalnego prostokata. Jezeli w kazdym kroku begdziemy
dzieli¢ dany prostokat mniej wigcej w potowie, to po co najwyzej O(logn) krokach
otrzymamy rozwiazanie.

Maksymalny dozwolony prostokat

Zastanowmy sig, jak znalezZ¢ prostokat dozwolony o maksymalnej cenie. Jak w przypadku
rozwigzan nieoptymalnych, okazuje si¢, ze pomocne moze by¢ poszperanie w olimpijskich
archiwach — rozwiazanie tego problemu zostalo opisane w rozdziale ,,.Dziatka” w [9].
Opiszemy je jednak réwniez tutaj.

Rozwiazanie polega na sukcesywnym przegladaniu prostokatéw dozwolonych, ktére
moga by¢ maksymalne ze wzglgdu na ceng. Zauwazmy, Ze pewne prostokaty mozemy
pomina¢ — jesli mamy dwa dozwolone prostokaty A i B, gdzie A zawiera si¢ w B, to
wystarczy rozwazyC B (A nie moze mie¢ ceny wigkszej niz B). Przypomnijmy, ze nasza mape
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zorientowaliSmy tak, ze lewy gérny rég ma wspétrzedne (0,0), pierwsza wspéirzedna (x)
ro$nie w prawo wzdluz osi poziomej, a druga (y) — w do6t wzdtuz osi pionowej. Oznaczmy
przez M, zbiér lewych gérnych rogéw prostokatow dozwolonych, ktérych prawy dolny
rég ma wspdétrzedne (x,y). Dodatkowo bedziemy wymagaé, by prostokatéw umieszczonych
w zbiorze M, , nie dato si¢ rozszerzy¢ w gére lub w lewo do prostokata dozwolonego —
takie prostokaty nazwiemy nierozszerzalnymi. Punkty nalezace do zbioréw M., bedziemy
utozsamiaé z prostokatami, ktére one (wraz z punktem (x,y)) wyznaczaja, i dla uproszczenia
bedziemy méwic o prostokatach nalezacych do My .

Oczywiscie dla kazdego pola zabronionego (x,y) (w tym dla kazdego pola spoza mapy)
mamy M, , = 0. Rozwazmy pole dozwolone (x,y). Jesli x = 1, to:

M, ={(1,max{j:0< j <y, (1,)) jest zabronione} +1)}.

