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Krzysztof Diks

Wstep

Drogi Czytelniku!

Juz po raz czternasty przygotowaliSmy sprawozdanie z Olimpiady Informatycznej. Przepraszamy za opdZnienie,
mamy jednak nadzieje, ze jako$¢ przygotowanych materialdw zrekompensuje to w pelni. W tym miejscu nalezy goraco
podzigkowaé autorom wszystkich opracowan oraz redaktorom tego wydania: dr Przemce Kanarek z Uniwersytetu
Wroctawskiego oraz Adamowi Iwanickiemu i Jakubowi Radoszewskiemu — studentom informatyki na Uniwersytecie
Warszawskim.

Rok 2007 to kontynuacja sukceséw naszej Olimpiady. Po raz drugi z rzedu Polak zostal zwycigzcq Migdzynarodowej
Olimpiady Informatycznej. Dokonal tego Tomasz Kulczyfiski z Bydgoszczy, ktéry okazal si¢ najlepszy sposréd 282
reprezentantéw z ponad 70 krajow Swiata. Pozostali Polacy takze spisali si¢ znakomicie: Marcin Andrychowicz
z Warszawy zdobyl ztoty medal, a Marcin Kurczych i Jakub Kallas zdobyli medale brazowe. Warty podkre$lenia
jest tez fakt, ze druzyna ztozona z ubieglorocznego zwycigzcy Migdzynarodowej Olimpiady Informatycznej — Filipa
Wolskiego — oraz juroréw Olimpiady — Marka Cygana i Marcina Pilipczuka — wygrala Akademickie Mistrzostwa
Swiata w Programowaniu Zespotowym.

Mijajacy rok 2007 to takze czas startu mtodszej ,,siostry”” Olimpiady Informatycznej — Olimpiady Informatyczne;j
Gimnazjalistow. Juz wkrétce najlepsi gimnazjaliSci wzmocnia szeregi ,,duzej” Olimpiady. Twoércom Olimpiady
Gimnazjalistéw, panom Ryszardowi Szubartowskiemu i Tadeuszowi Kuranowi, naleza si¢ podzigkowania za wizj¢
i tytaniczng prace wtozona w jej przygotowanie.

W roku 2007 przeprowadziliSmy tez warsztaty olimpijskie dla nauczycieli, ktére cieszyly si¢ ogromnym zaintereso-
waniem. Podczas warsztatéw nauczyciele mogli w praktyce zapozna¢ si¢ z metodami pracy z uczniami uzdolnionymi
informatycznie wychowawcéw wielu olimpijczykéw — panéw Andrzeja Dyrka i Ryszarda Szubartowskiego. Mamy
nadzieje, ze wszystkie te przedsigwzigcia przyczynia si¢ do ugruntowania pozycji Olimpiady Informatycznej i do zainte-
resowania informatyka jeszcze wigkszej liczby uczniéw.

Zycze wszystkim przyjemnej lektury, a uczestnikom XV Olimpiady — wielu sukces6w.

Krzysztof Diks






Komitet Glowny Olimpiady Informatycznej

Sprawozdanie z przebiegu XIV Olimpiady
Informatycznej w roku szkolnym 2006/2007

Olimpiada Informatyczna zostata powotana 10 grudnia 1993 roku przez Instytut Informatyki Uniwersytetu Wroctaw-
skiego zgodnie z zarzadzeniem nr 28 Ministra Edukacji Narodowej z dnia 14 wrzesnia 1992 roku. Olimpiada dziata
zgodnie z Rozporzadzeniem Ministra Edukacji Narodowej i Sportu z dnia 29 stycznia 2002 roku w sprawie organizacji
oraz sposobu przeprowadzenia konkurséw, turniejéw i olimpiad (Dz. U. 02.13.125). Obecnie organizatorem Olimpiady
Informatycznej jest Uniwersytet Wroctawski.

ORGANIZACJA ZAWODOW

W roku szkolnym 2006/2007 odbyly si¢ zawody XIV Olimpiady Informatycznej. Olimpiada Informatyczna jest
tréjstopniowa. Rozwigzaniem kazdego zadania zawod6w I, I i III stopnia jest program napisany w jednym z ustalonych
przez Komitet Gtéwny Olimpiady jezykow programowania lub plik z wynikami.

Zawody I stopnia mialy charakter otwartego konkursu dla uczniéw wszystkich typéw szkét miodziezowych.
16 pazdziernika 2006 r. rozestano plakaty zawierajace zasady organizacji zawodéw I stopnia oraz zestaw 5 zadan
konkursowych do 3721 szkét i zespotéw szkét mlodziezowych ponadgimnazjalnych. Zawody I stopnia rozpoczety sig
dnia 23 paZzdziernika 2006 r. Ostatecznym terminem nadsytania prac konkursowych byt 20 listopada 2006 roku.

Zawody II i III stopnia byty dwudniowymi sesjami stacjonarnymi, poprzedzonymi jednodniowymi sesjami probnymi.
Zawody II stopnia odbyly si¢ w siedmiu okrggach: Katowicach, Krakowie, Poznaniu, Rzeszowie, Toruniu, Warszawie,
Wroctawiu oraz w Sopocie w dniach 06-08.02.2007 r., natomiast zawody III stopnia odbyty si¢ w osrodku firmy
Combidata Poland S.A. w Sopocie, w dniach 27-31.03.2007 r.

Uroczysto$¢ zakonczenia XIV Olimpiady Informatycznej odbyta si¢ w dniu 31.03.2007 r. w Sali Posiedzen Urzedu
Miasta w Sopocie.

SKEAD OSOBOWY KOMITETOW OLIMPIADY INFORMATYCZNEJ

Komitet Gléwny

przewodniczacy:
dr hab. Krzysztof Diks, prof. UW (Uniwersytet Warszawski)

zastepcy przewodniczacego:
prof. dr hab. Maciej M. Systo (Uniwersytet Wroctawski)
prof. dr hab. Pawet Idziak (Uniwersytet Jagielloniski)

sekretarz naukowy:
dr Marcin Kubica (Uniwersytet Warszawski)

kierownik Jury:
dr hab. Krzysztof Stencel (Uniwersytet Warszawski)
kierownik organizacyjny:
Tadeusz Kuran
cztonkowie:
dr Piotr Chrzastowski—Wachtel (Uniwersytet Warszawski)
prof. dr hab. Zbigniew Czech (Politechnika Slaska)
dr Przemystawa Kanarek (Uniwersytet Wroctawski)
mgr Anna Beata Kwiatkowska (IV LO im. T. Ko$ciuszki w Toruniu, UMK)
prof. dr hab. Krzysztof Lory$ (Uniwersytet Wroctawski)
prof. dr hab. Jan Madey (Uniwersytet Warszawski)
dr hab. inz. Jerzy Nawrocki, prof. PP (Politechnika Poznariska)
prof. dr hab. Wojciech Rytter (Uniwersytet Warszawski)
mgr Krzysztof J. Swigcicki
dr Maciej Slusarek (Uniwersytet Jagielloriski)
dr hab. inz. Stanistaw Waligérski, prof. UW (Uniwersytet Warszawski)
dr Mirostawa Skowroniska (Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu)
dr Andrzej Walat
mgr Tomasz Walen (Uniwersytet Warszawski)
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sekretarz Komitetu Gtéwnego:
Monika Koztowska—Zajac (OELZK)

Komitet Gtéwny mieSci sig w Warszawie przy ul. Nowogrodzkiej 73, w Osrodku Edukacji Informatycznej i Zastosowan
Komputeréw.
Komitet Gtéwny odbyt 5 posiedzen.

Komitety okregowe

Komitet Okregowy w Warszawie
przewodniczacy:

dr Adam Malinowski (Uniwersytet Warszawski)
sekretarz:

Monika Koztowska—Zajac (OELZK)
cztonkowie:

dr Marcin Kubica (Uniwersytet Warszawski)
dr Andrzej Walat

Komitet Okrggowy miesci si¢ w Warszawie przy ul. Nowogrodzkiej 73, w Osrodku Edukacji Informatycznej i Zastosowarn
Komputeréw.

Komitet Okregowy we Wroclawiu
przewodniczacy:

prof. dr hab. Krzysztof Lory$ (Uniwersytet Wroctawski)
zastgpca przewodniczacego:

dr Helena Krupicka (Uniwersytet Wroctawski)
sekretarz:

inz. Maria WoZniak (Uniwersytet Wroctawski)
cztonkowie:

dr Tomasz Jurdzinski (Uniwersytet Wroctawski)

dr Przemystawa Kanarek (Uniwersytet Wroctawski)

dr Witold Karczewski (Uniwersytet Wroctawski)

Siedzibg Komitetu Okrggowego jest Instytut Informatyki Uniwersytetu Wroctawskiego we Wroctawiu, ul. Joliot—Curie
15.

Komitet Okregowy w Toruniu:
przewodniczacy:

prof. dr hab. Adam Jakubowski (Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu)
zastepca przewodniczacego:

dr Mirostawa Skowroriska (Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu)
sekretarz:

dr Barbara Klunder (Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu)
cztonkowie:

dr Andrzej Kurpiel (Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu)

mgr Anna Beata Kwiatkowska (IV Liceum Ogolnoksztalcace w Toruniu)

Siedziba Komitetu Okrggowego w Toruniu jest Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika
w Toruniu, ul. Chopina 12/18.

Komitet Okregowy w Poznaniu:
przewodniczacy:

dr hab. inz. Maciej Drozdowski, prof. PP (Politechnika Poznariska)
zastgpca przewodniczacego:

dr Jacek Marciniak (Uniwersytet Adama Mickiewicza w Poznaniu)
sekretarz:

mgr Ewa Nawrocka (Politechnika Poznanska)
cztonkowie:

inz. Wiadystaw Bodzek (Politechnika Poznariska)

inz. Piotr Gawron (Politechnika Poznanska)

mgr inz. Przemystaw Wesolek (Politechnika Poznainiska)

Szymon Wasik (Politechnika Poznariska)

Siedziba Komitetu Okrggowego w Poznaniu jest Instytut Informatyki Politechniki Poznarnskiej, ul. Piotrowo 2.
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Gornoslaski Komitet Okregowy
przewodniczacy:
prof. dr hab. Zbigniew Czech (Politechnika Slaska w Gliwicach)
zastgpca przewodniczacego:
mgr inz. Jacek Widuch (Politechnika §1aska w Gliwicach) sekretarz:
mgr inz. Tomasz Wesotowski (Politechnika Slaska w Gliwicach)
cztonkowie:
mgr inz. Przemystaw Kudtacik (Politechnika Slaska w Gliwicach)
mgr inz. Krzysztof Simiriski (Politechnika Slaska w Gliwicach)
mgr inz. Tomasz Wojdyta (Politechnika Slaska w Gliwicach)

Siedziba Gérnoslaskiego Komitetu Okrggowego jest Politechnika Slaska w Gliwicach, ul. Akademicka 16.

Komitet Okregowy w Krakowie
przewodniczacy:
prof. dr hab. Pawet Idziak (Uniwersytet Jagielloriski)
zastgpca przewodniczacego:
dr Maciej Slusarek (Uniwersytet Jagielloriski)
sekretarz:
mgr Henryk Biatek (Kuratorium Oswiaty w Krakowie) cztonkowie:
dr Marcin Kozik (Uniwersytet Jagielloniski)
mgr Jan Pawlowski (Kuratorium O$wiaty w Krakowie)
mgr Grzegorz Gutowski (Uniwersytet Jagielloniski)

Siedziba Komitetu Okregowego w Krakowie jest Katedra Algorytmiki Uniwersytetu Jagielloiskiego w Krakowie, ul.
Gronostajowa 3.

Komitet Okregowy w Rzeszowie
przewodniczacy:
prof. dr hab. inz. Stanistaw Paszczynski (WSIiZ)
zastgpca przewodniczacego:
dr Marek Jaszuk (Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania w Rzeszowie)
sekretarz:
mgr inz. Grzegorz Owsiany (Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania w Rzeszowie)
cztonkowie:
mgr Czestaw Wal (Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania w Rzeszowie)
mgr inz. Dominik Wojtaszek (Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania w Rzeszowie)
mgr inz. Piotr Btajdo (Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania w Rzeszowie)
Maksymilian Knap (Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania w Rzeszowie).

Siedzibag Komitetu Okregowego w Rzeszowie jest Wyzsza Szkota Informatyki i Zarzadzania w Rzeszowie, ul.
Sucharskiego 2.

Jury Olimpiady Informatycznej

W pracach Jury, ktére nadzorowat Krzysztof Diks, a ktérymi kierowat Krzysztof Stencel, brali udzial pracownicy,
doktoranci i studenci Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego oraz Wydziatu
Informatyki i Zarzadzania Politechniki Poznanskiej:

Szymon Acedanski mgr Pawel Parys
Michat Brzozowski mgr Jakub Pawlewicz
Marek Cygan Marcin Pilipczuk
mgr Krzysztof Dulgba Michat Pilipczuk
mgr Tomasz Idziaszek Jakub Radoszewski
Adam Iwanicki mgr Piotr Staczyk
Maciej Jaskowski Wojciech Tyczynski
Marian Kedzierski Tomasz Warchot
Karol Kurach Szymon Wasik
Marek Marczykowski Bogdan Yakovenko
mgr Anna Niewiarowska mgr Marek Zylak

9
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ZAWODY 1 STOPNIA

W zawodach I stopnia XIV Olimpiady Informatycznej wziglo udziat 825 zawodnikéw. Decyzja Komitetu Gtéwnego
zdyskwalifikowano 16 zawodnikow. Powodem dyskwalifikacji byta niesamodzielno$¢ rozwiazan zadai konkursowych.

Decyzja Komitetu Gléwnego do zawodéw zostalo dopuszczonych 34 uczniéw gimnazjéw i jeden uczen szkoty
podstawowej. Byli to uczniowie z nastgpujacych szkot:

e Gimnazjum nr 24 przy III LO Gdynia 8 uczniéw
e Gimnazjum nr 16 Szczecin 3
e Gimnazjum Towarzystwa Salezjafiskiego ~ O$wigcim 2
e Gimnazjum i Liceum Akademickie Torun 2
e Gimnazjum nr 7 Gdansk 1 uczen
e Gimnazjum nr 17 Gdynia 1
e Gimnazjum przy ZS nr 2 Hrubieszéw 1
e Gimnazjum nr 24 Katowice 1
e Gimnazjum nr 1 im. St. Konarskiego Krakéw 1
e Gimnazjum nr 18 Krakéw 1
e Szkota Podstawowa nr 50 Lublin 1
e Gimnazjum nr 2 Olsztyn 1
e Gimnazjum Opinogéra Gérna 1
e Gimnazjum Akademickie WSIiZ Rzeszéw 1
e Publiczne Gimnazjum Skérez 1
e Gimnazjum nr 5 Stupsk 1
e KNG nr 5 im. §w. Jana Bosko Sosnowiec 1
e Gimnazjum nr 1 Wadowice 1
e Gimnazjum nr 13 im St. Staszica Warszawa 1
e Gimnazjum nr 11 im. Jana Paderewski Warszawa 1
e Gimnazjum nr 49 Warszawa 1
e Gimnazjum nr 123 im. Jana Pawta II Warszawa 1
e Gimnazjum nr 86 Warszawa 1
e Gimnazjum Dwujezyczne nr 49 Wroctaw 1
Kolejnos¢ wojewddztw pod wzgledem liczby uczestnikow byta nastgpujaca:
malopolskie 127 zawodnikéw dolnoslaskie 38
mazowieckie 103 wielkopolskie 33
pomorskie 93 Swigtokrzyskie 30
Slaskie 92 16dzkie 29
podkarpackie 63 lubuskie 26
kujawsko—pomorskie 43 lubelskie 23
podlaskie 41 warmifisko-mazurskie 15
zachodniopomorskie 39 opolskie 13
Jeden zawodnik uczgszczat do Stuyvesant High School w Nowym Jorku.
W zawodach I stopnia najliczniej reprezentowane byly szkoty:
V LO im. Augusta Witkowskiego Krakéw 64 uczniéw
IIT LO im. Marynarki Wojennej RP Gdynia 40
XIV LO im. Stanistawa Staszica Warszawa 38
ILO im. Adama Mickiewicza Biatystok 21
VIII LO im. M. Sktodowskiej—Curie Katowice 16
V Liceum Ogolnoksztatcace Bielsko—Biata 13
VILO im. J. i J. Sniadeckich Bydgoszcz 13
XIII Liceum Ogdlnoksztalcace Szczecin 12
VI LO im. Wactawa Sierpiniskiego Gdynia 11
I LO im. Tadeusza KoSciuszki Legnica 10
Gimnazjum nr 24 przy I LO Gdynia 8
IV LO im. Tadeusza Kos$ciuszki Torun 8
LO Zakonu Pijaréw Krakéw 7
VIII LO im. Adama Mickiewicza Poznan 7
III LO im. Adama Mickiewicza Tarnéw 7
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IV LO im. H. Sienkiewicza

VII LO im. Mikotaja Kopernika
II LO im. Jana III Sobieskiego
XXVII LO im. T. Czackiego

VI LO im. Tadeusza Rejtana

V LO im. Jana III Sobieskiego
I'LO im. C. K. Norwida

I LO im. Wiadystawa Jagietty
Ogodlnoksztatcace Liceum Jezuitéw
I Liceum Ogdlnoksztatcace

I LO im. T. Ko$ciuszki

VIII LO im S. Wyspiariskiego

I LO im. Mikotaja Kopernika

I LO im. T. KoSciuszki

I LO im. Mikotaja Kopernika
Spoteczne LO nr 5

Gimnazjum Towarzystwa Salezjariskiego

IIT Liceum Ogdlnoksztatcace

LO im. St. Matachowskiego

LO $w. Marii Magdaleny

II Liceum Ogolnoksztatcace
VILO im. J. Kochanowskiego

II LO im. Adama Mickiewicza

I LO im. Bolestawa Krzywoustego
X Liceum Ogo6lnoksztatcace

II LO im. St. Staszica

Zespot Szkot Elektrycznych

II1 LO im. Stefana Zeromskiego
V Liceum Ogolnoksztatcace

I LO im. M. Kopernika

ILO im. E. Dembowskiego

ILO im. M. Kromera

II Liceum Ogdlnoksztatcace

II Liceum Ogo6lnoksztatcace

I LO im. M. Kopernika

ILO im. B. Nowodworskiego
LO im. Marii Konopnickiej

I LO im. Stanistawa Staszica

II LO im. J. Zamoyskiego

IT LO im. Marii Konopnickiej
Zesp6t Szkot Elektrycznych

I LO im. Karola Marcinkowskiego
Zespo6t Szkét Komunikacji

II Liceum Ogolnoksztatcace

I Liceum Ogdlnoksztatcace
Zesp6t Szkot Elektronicznych

II Liceum Og6lnoksztatcace

IV LO im. Mikotaja Kopernika
Liceum Ogdlnoksztatcace WSIiZ
I1LO im. KEN

II LO im. Emilii Plater
Gimnazjum nr 16

I LO im. Kazimierza Brodziriskiego
Zespo6t Szkot nr 36 im. M. Kasprzaka
XIV LO im. Polonii Belgijskiej
VII LO

IIT LO im. Adama Mickiewicza

I Liceum Ogodlnoksztalcace

Najliczniej reprezentowane byly miasta:

Czestochowa
Czestochowa
Krakéw
Warszawa
Warszawa
Biatystok
Bydgoszcz
Debica
Gdynia
Glogéw
Gorzéw Wlkp.
Krakow
Krosno
fomza

Lodz
Milanéwek
Oswiecim
Ptock

Ptock
Poznan
Przemysl
Radom
Stupsk
Stupsk
Szczecin
Tarnowskie Gory
Wioctawek
Bielsko—Biata
Gdansk
Gdansk
Gliwice
Gorlice
Gorzéw Wlkp.
Grudziadz
Jarostaw
Krakéw
Legionowo
Lublin
Lublin
Opole

Opole
Poznan
Poznan
Poznan
Racibérz
Radom
Radomsko
Rzeszow
Rzeszow
Sanok
Sosnowiec
Szczecin
Tarnéw
Warszawa
Wroctaw
Wroctaw
Wroctaw
Zielona Goéra
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Krakéw 98 uczniéw Poznan 24
Warszawa 70 Katowice 23
Gdynia 66 Bydgoszcz 18
Biatystok 31 Bielsko—Biata 16
Szczecin 27 Czestochowa 15
Kielce 15 Koszalin
Wroctaw 14 Krosno
Gdansk 13 Limanowa
Rzeszow 13 Lomza
Torun 13 Milanéwek
Legnica 11 Oswigcim
Lublin 11 Racib6rz
Tarnéw 11 Radomsko
Kielce 10 Wodzistaw Slaski
Lodz 10 Zary
Opole 9 Belchatéw
Plock 9 Chorzéw
Stupsk 9 Elblag
Gorzéw Wlkp. 7 Gliwice
Radom 7 Gorlice
Przemysl 6 Jastrzgbie Zdroj
Wioctawek 6 Konin
Zielona Goéra 6 Legionowo
Gtlogow 5 Lowicz
Sanok 5 Nowy Sacz
Sosnowiec 5 Olsztyn
Tarnowskie Géry 5 Ostrowiec Swigtokrzyski
Debica 4 Siedlce
Grudziadz 4 Skarzysko—Kamienna
Jarostaw 4 Wadowice
Jasto 4
Zawodnicy uczeszczali do nastgpujacych klas:
doklasy V. szkoly podstawowej 1
do klasy I gimnazjum
do klasy II 12
do klasy III 20
do klasy I szkoly Srednie;j 157
do klasy II 336
do klasy IIT 275
do klasy IV 3

3 zawodnikéw nie podato informacji o klasach, do ktérych uczeszczali.

W zawodach I stopnia zawodnicy mieli do rozwiazania pig¢ zadan: ,,Atrakcje turystyczne”, ,,Biura”, ,,Drzewa”, ,,Osie

symetrii” i ,,Zapytania”.

W wyniku zastosowania procedury sprawdzajacej wykryto niesamodzielne rozwigzania.
w zaleznoSci od indywidualnej sytuacji, nie brat tych rozwigzan pod uwage lub dyskwalifikowal zawodnikow, ktérzy

je nadestali.

Ponizsza tabela przedstawia liczbg zawodnikéw, ktérzy uzyskali okreslone liczby punktéw za poszczegdlne zadania,

w zestawieniu iloSciowym i procentowym:

LW LW W WWWLWWWWWWWWEERERBEBEBRAEREERALN

Komitet Gtéwny,
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o ATR — Atrakcje turystyczne

e BIU — Biura

e DRZ — Drzewa

e OSI — Osie symetrii

e ZAP — Zapytania

W sumie za wszystkie 5 zadan konkursowych:

ATR
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 32 4,0%
75-99 pkt. 24 3,0%
50-74 pkt. 18 2.2%
1-49 pkt. 57 7,0%
0 pkt. 85 10,5%
brak rozwigzania 593 73,3%
BIU
liczba zawodnikéw czyli
100 pks. 144 17,8%
75-99 pkt. 44 5,4%
50-74 pkt. 67 8.3%
1-49 pkt. 131 16,2%
0 pkt. 113 14,0%
brak rozwigzania 310 38,3%
DRZ
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 5 0,6%
75-99 pkt. 0 0%
50-74 pkt. 86 10,6%
1-49 pkt. 466 57,6%
0 pkt. 94 11,7%
brak rozwigzania 158 19,5%
OSI
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 167 20,6%
75-99 pkt. 42 5.2%
50—74 pkt. 84 10,4%
1-49 pkt. 134 16,6%
0 pkt. 83 10,2%
brak rozwiazania 299 37,0%
ZAP
liczba zawodnikéw czyli
100 pks. 83 10,3%
75-99 pkt. 18 2.,2%
50-74 pks. 33 4,1%
1-49 pkt. 435 53,8%
0 pkt. 170 21,0%
brak rozwigzania 70 8,6%
SUMA liczba zawodnikéw czyli
500 pkt. 3 0,4%
375-499 pkt. 39 4,8%
250-374 pkt. 120 14,8%
125-249 pkt. 148 18,3%
1-124 pkt. 418 51,7%
0 pkt. 81 10,0%

Wszyscy zawodnicy otrzymali informacje o uzyskanych przez siebie wynikach. Na stronie internetowej Olimpiady
udostgpnione byly testy, na podstawie ktdrych oceniano prace.
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ZAWODY 1II STOPNIA

Do zawodéw 11 stopnia zakwalifikowano 381 zawodnikéw, ktérzy osiagneli w zawodach I stopnia wynik nie mniejszy niz
99 pkt.

Siedmiu zawodnikéw nie stawito si¢ na zawody. W zawodach II stopnia uczestniczyto 374 zawodnikéw.

Zawody II stopnia odbyty si¢ w dniach 06-08 lutego 2007 r. w siedmiu statych okregach oraz w Sopocie:

e w Gliwicach — 20 zawodnikéw z nastgpujacych wojewddztw:
— malopolskie (1)
— Slaskie (19)

e w Krakowie — 60 zawodnikéw z nastgpujacych wojewodztw:
— malopolskie (60)

e w Poznaniu — 34 zawodnikéw z nastgpujacych wojewddztw:
— lubuskie (6)
— wielkopolskie (14)
— zachodniopomorskie (14)

o w Rzeszowie — 53 zawodnikéw z nastgpujacych wojewddztw:
— lubelskie (8)
— malopolskie (6)
— podkarpackie (27)
— Slaskie (1)
— Swigtokrzyskie (11)

e w Toruniu — 31 zawodnikéw z nastepujacych wojewddztw:

kujawsko—pomorskie (17)
lubelskie (2)
mazowieckie (2)
podlaskie (5)
warminsko—mazurskie (4)
zachodniopomorskie (1)

o w Warszawie — 68 zawodnikéw z nastepujacych wojewodztw:

lubelskie (2)

mazowieckie (46)

podkarpackie (1)

podlaskie (19)

e we Wroctawiu — 51 zawodnikéw z nastgpujacych wojewddztw:
— dolnoslaskie (12)

lubuskie (6)

— 16dzkie (8)

— matopolskie (2)

— opolskie (5)

— Slaskie (17)

— wielkopolskie (1)

e w Sopocie — 57 zawodnikéw z nastgpujacych wojewddztw:

— mazowieckie (1)
— pomorskie (55)
— zachodniopomorskie (1)

W zawodach II stopnia najliczniej reprezentowane byly szkoty:

V LO im. Augusta Witkowskiego Krakéw 53 uczniéw
IIT LO im. Marynarki Wojennej RP  Gdynia 37

XIV LO im. Stanistawa Staszica Warszawa 28

I LO im. Adama Mickiewicza Bialystok 16

VII LO im. M. Sktodowskiej—Curie =~ Katowice 11

VILO im. J. i J. Sniadeckich Bydgoszcz 9

XII Liceum Ogdlnoksztatcace Szczecin 8
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V Liceum Ogdlnoksztatcace Bielsko—Biata 6
Gimnazjum nr 24 przy III LO Gdynia 5
I LO im. Stefana Zeromskiego Kielce 5
[T LO im. Adama Mickiewicza Tarnéw 5
XXVII LO im. T. Czackiego Warszawa 5
V LO im. Jana III Sobieskiego Biatlystok 4
I LO im. T. KoSciuszki Gorzow Wlkp. 4
II LO im. Jana III Sobieskiego Krakow 4
I LO im. Tadeusza Kosciuszki Legnica 4
I LO im. Wt. Broniewskiego Betchatow 3
Ogdlnoksztatcace Liceum Jezuitéw  Gdynia 3
I LO im. E. Dembowskiego Gliwice 3
IILO im. J. Zamoyskiego Lublin 3
I LO im. Mikotaja Kopernika Lo6dz 3
LO $w. Marii Magdaleny Poznan 3
II LO im. Adama Mickiewicza Stupsk 3

Najliczniej reprezentowane byly miasta:

Krakow 65 uczniéw Wroctaw 5
Gdynia 46 Legnica 4
Warszawa 41 Lodz 4
Biatystok 23 Opole 4
Szczecin 12 Rzeszow 4
Katowice 11 Betchatéw 3
Bydgoszcz 10 Czestochowa 3
Bielsko-Biata 7 Gdansk 3
Kielce 7 Gliwice 3
Poznan 7 Konin 3
Tarnéw 7 Sosnowiec 3
Gorzéw Wlkp. 6 Torun 3
Lublin 6 Wodzistaw glaski 3
Stupsk 6 Zielona Goéra 3

W dniu 6 lutego odbyta si¢ sesja prébna, na ktérej zawodnicy rozwiazywali nie liczace si¢ do ogdlnej klasyfikacji
zadanie ,,Grzbiety i doliny” . W dniach konkursowych zawodnicy rozwiazywali zadania: ,,Megalopolis”, ,,Pow6dz”,
»Skalniak”, , Tetris Attack”, kazde oceniane maksymalnie po 100 punktéw.

Ponizsze tabele przedstawiajq liczby zawodnikéw 11 etapu, ktérzy uzyskali podane liczby punktéw za poszczegdlne
zadania, w zestawieniu ilo§ciowym i procentowym:

¢ GRZ — préobne — Grzbiety i doliny

GRZ — probne

liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 148 39,6%
75-99 pkt. 48 12,8%
50-74 pkt. 30 8,0%
1-49 pkt. 43 11,5%
0 pkt. 75 20,1%
brak rozwigzania 30 8,0%

e MEG — Megalopolis
MEG

liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 34 9,1%
75-99 pkt. 5 1,3%
50-74 pkt. 2 0,5%
1-49 pkt. 283 75,7%
0 pkt. 22 5.9%
brak rozwigzania 28 7,5%
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e POW — Powdédz

POW
liczba zawodnikéw czyli
100 pks. 14 3,7%
75-99 pkt. 2 0,5%
50-74 pkt. 4 1,1%
1-49 pkt. 277 74,1%
0 pkt. 11 2,9%
brak rozwigzania 66 17,7%
e SKA — Skalniak
SKA
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 4 1,1%
75-99 pkt. 2 0,5%
50-74 pkt. 3 0,8%
1-49 pkt. 66 17,7%
0 pkt. 173 46,2%
brak rozwigzania 126 33,7%
e TET — Tetris Attack
TET
liczba zawodnikéw czyli
100 pks. 19 5,1%
75-99 pkt. 1 0,3%
50-74 pkt. 27 7.2%
1-49 pkt. 67 17,9%
0 pkt. 168 44.9%
brak rozwiazania 92 24,6%

W sumie za wszystkie 4 zadania konkursowe rozktad wynikéw zawodnikéw byt nastepujacy:

SUMA liczba zawodnikéw czyli
400 pkt. 0 0%
300-399 pkt. 3 0,8%
200-299 pkt. 18 4,8%
100-199 pkt. 54 14,4%
1-99 pkt. 292 78,1%
0 pkt. 7 1,9%

Wszystkim zawodnikom przestano informacje o uzyskanych wynikach, a na stronie Olimpiady dostgpne byly testy,
wedtug ktérych sprawdzano rozwiazania. Poinformowano tez dyrekcje szkét o kwalifikacji uczniéw do finatéw XIV
Olimpiady Informatyczne;j.

ZAWODY III STOPNIA

Zawody III stopnia odbyly si¢ w osrodku firmy Combidata Poland S.A. w Sopocie w dniach od 27 do 31 marca 2007 r.
Do zawodéw 111 stopnia zakwalifikowano 72 najlepszych uczestnikéw zawoddéw II stopnia, ktérzy uzyskali wynik nie
mniejszy niz 102 pkt.

Zawodnicy uczeszczali do szk6t w nastepujacych wojewddztwach:

pomorskie 18 zawodnikéw 16dzkie 2
matopolskie 12 podkarpackie 2
Slaskie 9 Swigtokrzyskie 2
mazowieckie 8 lubelskie 1 zawodnik
wielkopolskie 7 podlaskie 1
dolnoslaskie 5 warminsko-mazurskie 1
kujawsko—pomorskie 3 zachodniopomorskie 1
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Nizej wymienione szkoty miaty w finale wigcej niz jednego zawodnika:

IIT LO im. Marynarki Wojennej RP Gdynia 16
V LO im. Augusta Witkowskiego Krakéw 9
XIV LO im. Stanistawa Staszica Warszawa 6
V Liceum Ogdlnoksztalcace Bielsko—Biata 3
VILO im. J. i J. Sniadeckich Bydgoszcz 3
VIII LO im. M. Sktodowskiej—Curie =~ Katowice 3
II LO im. Jana IIT Sobieskiego Krakéw 3
II Liceum Ogodlnoksztatcace Gorzéw Wlkp. 2
ILO im. T. Kosciuszki Gorzé6w Wlkp. 2
I LO im. Stefana Zeromskiego Kielce 2

27 marca odbyta si¢ sesja probna, na ktérej zawodnicy rozwiazywali nie liczace si¢ do ogdlnej klasyfikacji zadanie
,,Koleje”. W dniach konkursowych zawodnicy rozwigzywali zadania: ,,Gazociagi”, ,,Egzamin na prawo jazdy”, ,,Klocki”,
,»Odwazniki” i ,,Waga czwérkowa”, kazde oceniane maksymalnie po 100 punktéw

Ponizsze tabele przedstawiaja liczby zawodnikéw, ktérzy uzyskali podane liczby punktéw za poszczegdlne zadania
konkursowe, w zestawieniu ilo§ciowym i procentowym:

¢ KOL — prébne — Koleje

KOL — proébne
liczba zawodnikéw czyli
100 pks. 6 8.3%
75-99 pkt. 9 12,5%
50-74 pkt. 14 19,5%
1-49 pkt. 17 23,6%
0 pkt. 9 12,5%
brak rozwigzania 17 23,6%
e GAZ — Gazociagi
GAZ
liczba zawodnikéw czyli
100 pks. 19 26,4%
75-99 pkt. 0 0%
50-74 pkt. 5 6,9%
1-49 pkt. 13 18,1%
0 pkt. 35 48,6%
brak rozwigzania 0 0%
e EGZ — Egzamin na prawo jazdy
EGZ
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 3 4.2%
75-99 pkt. 0 0%
5074 pkt. 1 1,4%
1-49 pkt. 1 1,4%
0 pkt. 34 47,2%
brak rozwigzania 33 45,8%
¢ KLO — Klocki
KLO
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 7 9,7%
75-99 pkt. 2 2,8%
50-74 pkt. 0 0%
1-49 pkt. 28 38,9%
0 pkt. 25 34,7%
brak rozwigzania 10 13,9%
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e ODW — Odwazniki

ODW
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 38 52,8%
75-99 pkt. 4 5,6%
5074 pkt. 1 1,4%
1-49 pkt. 14 19,4%
0 pkt. 14 19,4%
brak rozwigzania 1 1,4%
o WAG — Waga czwoérkowa
WAG
liczba zawodnikéw czyli
100 pkt. 10 13,9%
75-99 pkt. 1 1,4%
50-74 pkt. 0 0%
1-49 pkt. 19 26,4%
0 pkt. 27 37,5%
brak rozwiazania 15 20,8%

W sumie za wszystkie 5 zadan konkursowych rozktad wynikéw zawodnikéw byt nastgpujacy:

SUMA liczba zawodnikéw czyli
500 pkt. 1 1,4%
375-499 pkt. 2 2,.8%
250-374 pkt. 11 15,3%
125-249 pkt. 24 33,3%
1-124 pkt. 27 37,5%
0 pkt. 7 9,7%

W dniu 31 marca 2007 roku, w Sali Posiedzenn Urzgdu Miasta w Sopocie, ogloszono wyniki finatu XIV Olimpiady
Informatycznej 2006/2007 i rozdano nagrody ufundowane przez: PROKOM Software S.A., Wydawnictwa Naukowo—
Techniczne, Ogélnopolska Fundacje Edukacji Komputerowej i Olimpiade Informatyczna.

Ponizej zestawiono listg wszystkich laureatéw i finalistow:

(1) Tomasz Kulczynski, 3 klasa, VI LO im. J. i J. Sniadeckich w Bydgoszczy, 500 pkt., laureat I miejsca
(2) Marcin Andrychowicz, 2 klasa, XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie, 400 pkt., laureat I miejsca
(3) Jakub Kallas, 3 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni, 400 pkt., laureat I miejsca
(4) Marcin Kurczych, 3 klasa, I LO im. Stefana Zeromskiego w Kielcach, 349 pkt., laureat II miejsca
(5) Jarostaw Gomulka, 3 klasa, XIV LO im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu, 345 pkt., laureat I miejsca
(6) Piotr NiedZwiedz, 3 klasa, VIII LO im. M. Sktodowskiej—Curie w Katowicach, 345 pkt., laureat II miejsca
(7) Jarostaw Blasiok, 1 klasa, VIII LO im. M. Sktodowskiej—Curie w Katowicach, 341 pkt., laureat II miejsca
(8) Maciej Klimek, 2 klasa, IT Liceum Og6lnoksztatlcace w Gorzowie Wilkp., 316 pkt., laureat II miejsca
(9) Marcin KoScielnicki, 2 klasa, I LO im. Juliusza Stowackiego w Chorzowie, 315 pkt., laureat II miejsca
(10) Rafal Jozefowicz, 3 klasa, II LO w Olsztynie, 306 pkt., laureat IT miejsca
(11) Michat Jastrzebski, 3 klasa, XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie, 300 pkt., laureat II miejsca
(12) Damian Karasinski, 3 klasa, I LO im. T. Kosciuszki w Gorzowie Wlkp., 300 pkt., laureat II miejsca
(13) Lukasz Wolochowski, 2 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni, 298 pkt., laureat II miejsca
(14) Jacek Migdal, 3 klasa, V Liceum Ogolnoksztatcace w Bielsku—Biatej, 276 pkt., laureat III miejsca
(15) Wojciech Baranowski, 2 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni, 249 pkt., laureat III miejsca
(16) Marek Rogala, 2 klasa, Ogdlnoksztatcace Liceum Jezuitéw w Gdyni, 249 pkt., laureat III miejsca
(17) Marcin Babij, 3 klasa, IX LO we Wroctawiu, 234 pkt., laureat III miejsca
(18) Blazej Osinski, 3 klasa, VI LO im. J. i J. Sniadeckich w Bydgoszczy, 209 pkt., laureat I miejsca
(19) Piotr Kufel, 3 klasa, XXVIII LO im. J. Kochanowskiego w Warszawie, 208 pkt., laureat III miejsca
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(20) Mateusz Klimek, 3 klasa, II Liceum Ogdlnoksztatcace w Gorzowie Wlkp., 206 pkt., laureat III miejsca
(21) Aleksandra Lipiec, 3 klasa, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie, 200 pkt., laureat III miejsca
(22) Robert Obryk, 2 klasa, V LO im. A. Witkowskiego w Krakowie, 200 pkt., laureat III miejsca

(23) Filip Wieczorek, 3 klasa, ITII LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni, 200 pkt., laureat III miejsca

(24) Tomasz Zurkowski, 3 klasa, I Liceum Ogdlnoksztatcace w Swarzedzu, 200 pkt., laureat III miejsca

(25) Mateusz Baranowski, 2 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni, 199 pkt., laureat III miejsca

Lista pozostatych finalistéw w kolejnoSci alfabetyczne;j:

e Pawet Blokus, 3 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

e Michatl Derezinski, 3 klasa, XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie

e Fukasz Dudek, 3 klasa, II LO im. Jana III Sobieskiego w Krakowie

e Dominik Dudzik, 2 klasa, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie

e Artur Dwornik, 3 klasa, I LO im. T. Kosciuszki w Koninie

e Przemystaw Gajda, 3 klasa, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie
o Krzysztof Gogolewski, 3 klasa, I LO im. Hugona Kottataja w Krotoszynie

e Konrad Gotuchowski, 3 klasa, VIII LO im. M. Sktodowskiej—Curie w Katowicach
e Bartosz Gorski, 3 klasa, VIII LO im. Wtadystawa IV w Warszawie

e Jan Inowolski, 3 klasa, XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie

e Michat Iwaniuk, 1 klasa, XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie

e Wojciech Jamrozy, 2 klasa, IT Liceum Og6lnoksztatcace w Mielcu

Piotr Janik, 3 klasa, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie

Jacek Jendrej, 2 klasa, III LO im. Unii Lubelskiej w Lublinie

Piotr Kie¢, 3 klasa, ZSO Liceum Ogdlnoksztatcace w Kamiennej Gorze
Marek Kiszkis, 3 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

Jerzy Kozera, 3 klasa, VI LO im. J. i J. Sniadeckich w Bydgoszczy

e Bolestaw Kulbabinski, 2 klasa, I LO im. Stefana Zeromskiego w Kielcach

e Bartosz Lewinski, 2 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

e Tomasz Marmotowski, 3 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

e Przemystaw Mazur, 2 klasa, II LO im. Jana III Sobieskiego w Krakowie
e Lukasz Mazurek, 2 klasa, XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie
e Mirostaw Michalski, 2 klasa, IIT LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni
e Cezary Myczka, 3 klasa, I LO im. T. Kosciuszki w Gorzowie Wlkp.

e Jakub O¢éwieja, 1 klasa, V Liceum Ogdlnoksztatcace w Bielsku—Biatej

e Maciej Pacut, 2 klasa, III LO im. Stefana Zeromskiego w Bielsku—Biatej
e Szymon Patka, 2 klasa, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie

e Jonasz Pamulta, 2 klasa, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie

e Szymon Piechowicz, 3 klasa, II LO im. Adama Mickiewicza w Stupsku
e Michat Pilch, 3 klasa, I LO im. Adama Mickiewicza w Biatystoku

e Mateusz Piwnicki, 3 klasa, I LO im. Tadeusza KoSciuszki w Wieluniu
Robert Pohnke, 2 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni
Piotr Polesiuk, 2 klasa, I Liceum Ogdlnoksztatcace w Walbrzychu
Tomasz Roda, 3 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni
Rafat Rucinski, 1 klasa, XIII Liceum Ogdlnoksztatcace w Szczecinie
Jan Rudol, 2 klasa, IT LO im. Jana III Sobieskiego w Krakowie

e Marek Sapota, 3 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

e Michat Stachurski, 2 klasa, I LO im. M. Kopernika w Jarostawiu

e Damian Straszak, 2 klasa, I Liceum Ogdélnoksztalcace w Raciborzu

e Marcin Walas, 3 klasa, V Liceum Ogélnoksztatcace w Bielsku—Biatej
e Oskar Wantota, 3 klasa, Il LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni
e Eryk Wieliczko, 1 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni
e Jarostaw Wadka, 3 klasa, I LO im. Wt. Broniewskiego w Belchatowie
e Marek Wrébel, 3 klasa, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie
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e Michal Wszotek, 3 klasa, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie
e Fukasz Zatorski, 2 klasa, X Liceum Ogdlnoksztatcace we Wroctawiu
e Artur Zylinski, 3 klasa, III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni

Komitet Gtéwny Olimpiady Informatycznej przyznal nastepujace nagrody rzeczowe:
(1) puchar ufundowany przez Olimpiad¢ Informatyczna przyznano zwycigzcy XIV Olimpiady — Tomaszowi
Kulczynskiemu,

(2) roczny abonament na ksiazki ufundowany przez Wydawnictwa Naukowo—Techniczne przyznano zwycigzcy XIV
Olimpiady — Tomaszowi Kulczyriskiemu,

(3) zlote, srebrne i brazowe medale ufundowane przez Olimpiadg Informatyczng przyznano odpowiednio laureatom I,
IT i IIT miejsca,

(4) laptopy (3 szt.) ufundowane przez Prokom Software S.A. przyznano laureatom I miejsca,

(5) aparaty cyfrowe ufundowane przez Prokom Software S.A. i Olimpiade Informatyczna przyznano laureatom II
miejsca,
(6) odtwarzacze mp4 ufundowane przez Prokom Software S.A. przyznano laureatom III miejsca,

(7) pamigci pendrive ufundowane przez Ogdlnopolska Fundacje Edukacji Komputerowej przyznano wszystkim
finalistom,

(8) ksiazki ufundowane przez Wydawnictwa Naukowo-Techniczne przyznano wszystkim uczestnikom zawodéw
finatowych.

Ogtoszono komunikat o powotaniu reprezentacji Polski na:

e Migdzynarodowa Olimpiade Informatyczna I0I'2007, ktéra odbedzie sig¢ w Chorwacji, w miejscowosci Zagrzeb
w terminie 15-22 sierpnia 2007 r.:
(1) Tomasz Kulczynski
(2) Marcin Andrychowicz
(3) Jakub Kallas
(4) Marcin Kurczych
rezZerwowi:
(5) Jarostaw Gomutka
(6) Piotr Niedzwiedz
e Olimpiadg Informatyczna Krajéw Europy Srodkowej CEOI' 2007, ktéra odbedzie si¢ w Czechach w miejscowosci
Brno, w terminie 1-7 lipca 2007 r.:
(1) Tomasz Kulczynski
(2) Marcin Andrychowicz
(3) Jakub Kallas
(4) Marcin Kurczych
rezZerwowi:
(5) Jarostaw Gomutka
(6) Piotr NiedzwiedzZ
e Baltycka Olimpiade Informatyczna, ktéra odbedzie si¢ w Niemczech w miejscowosci Giistrow, w terminie 24-28
kwietnia 2007 r.:
(1) Jarostaw Btasiok
(2) Maciej Klimek
(3) Marcin KoScielnicki
(4) Lukasz Wotochowski
(5) Wojciech Baranowski
(6) Marek Rogala
rezerwowi:
(7) Robert Obryk
(8) Mateusz Baranowski
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e Oboz czesko—polsko—stowacki, Czechy — Praga, 10-16 czerwca 2007 r.:
— cztonkowie reprezentacji oraz zawodnicy rezerwowi powotani na Miedzynarodowa Olimpiad¢ Informatyczna
(I0I'2007) i Olimpiade Informatyczna Krajéw Europy Srodkowej (CEOI’2007).
e Oboz im. A. Kreczmara, Nowy Sacz, 22 lipca — 4 sierpnia 2007 r.:

— reprezentanci na migdzynarodowe zawody informatyczne, zawodnicy rezerwowi oraz wszyscy laureaci
i finalisci, ktoérzy uczgszczaja do klas nizszych niz maturalna.

Sekretariat wystawit tacznie 25 zaswiadczen o uzyskaniu tytutu laureata i 47 za§wiadczen o uzyskaniu tytutu finalisty
XIV Olimpiady Informatyczne;j.

Komitet Gléwny wyréznit za wktad pracy w przygotowanie finalistéw Olimpiady Informatycznej nastgpujacych
opiekunéw naukowych:

e Ireneusz Bujnowski (I LO w Biatymstoku)
— Michat Pilch — finalista
e Czestaw Drozdowski (XIII LO w Szczecinie)
— Rafat Ruciriski — finalista
e Beata Duszynska (I LO im. W1. Broniewskiego w Belchatowie)
— Jarostaw Woédka — finalista
e Andrzej Dyrek (V LO im. A. Witkowskiego w Krakowie)
— Dominik Dudzik — finalista
Przemystaw Gajda — finalista
Piotr Janik — finalista
Aleksandra Lipiec — laureatka III miejsca
Robert Obryk —laureat III miejsca
Szymon Patka — finalista
Jonasz Pamuta — finalista
Michat Wszotek — finalista
e Grzegorz Gutowski (V LO im. A. Witkowskiego w Krakowie)

— Piotr Janik — finalista
— Marek Wrébel — finalista

e Wiestaw Jakubiec (LO im. S. Zeromskiego w Bielsku—Biatej)
— Maciek Pacut — finalista
e Witold Jarnicki (Instytut Matematyki Uniwersytetu Jagielloiiskiego w Krakowie)

— Fukasz Dudek — finalista
— Przemystaw Mazur — finalista
— Jan Rudol — finalista

e Anna Kamoda (I LO im. T. KoSciuszki w Koninie)
— Artur Dwornik — finalista
e Rafal Kosmalski (X LO we Wroctawiu)
— Lukasz Zatorski — finalista
e Anna Kowalska (V LO w Bielsku—Bialej)
— Jacek Migdatl — laureat III miejsca
— Jakub O¢wieja — finalista
e Maria Krdl (I LO im. M. Kopernika w Jarostawiu)
— Michat Stachurski — finalista
o Kirzysztof Magiera (student Wydziatu Informatyki AGH w Krakowie)
— Lukasz Dudek — finalista
e Marek Nitkiewicz (I LO w Olsztynie)
— Rafat Jézefowicz — laureat II miejsca
o Rafal Nowak (Instytut Informatyki Uniwersytetu Wroctawskiego)
— Jarostaw Gomutka — laureat II miejsca
o Alfred Ortyl (I LO im. M. Kopernika w Mielcu)
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— Wojciech Jamrozy — finalista
e Jakub Piasecki (I LO w Swarzedzu)
— Tomek Zurkowski — laureat ITI miejsca
e Adam Pucia (Patac Mtodziezy w Katowicach)
— Piotr NiedZwiedZ — laureat II miejsca
e Witodzimierz Raczek (V LO w Bielsku—Biatej)
— Jacek Migdat — laureat III miejsca
— Jakub O¢wieja — finalista
e Jerzy Saran (III LO w Lublinie)
— Jacek Jendrej — finalista
e Hanna Stachera (XIV LO im. St. Staszica w Warszawie)
— Marcin Andrychowicz — laureat I miejsca

— Michat Derezinski — finalista
— Lukasz Mazurek — finalista

e Piotr Szczeciniski (I LO im. Hugona Kottataja w Krotoszynie)

— Krzysztof Gogolewski — finalista

e Ryszard Szubartowski (III LO im. Marynarki Wojennej RP w Gdyni)

— Mateusz Baranowski — laureat III miejsca
— Wojciech Baranowski — laureat III miejsca
— Pawel Blokus — finalista

— Jakub Kallas — laureat I miejsca

— Marek Kiszkis — finalista

— Bartosz Lewinski — finalista

— Tomasz Marmotowski — finalista

— Mirostaw Michalski — finalista

— Robert Pohnke — finalista

— Tomasz Roda — finalista

— Marek Sapota — finalista

— Oskar Wantota — finalista

Filip Wieczorek — laureat III miejsca
Eryk Wieliczko — finalista

Lukasz Wotochowski — laureat II miejsca
Artur Zylinski — finalista

e Pawel Walter (V LO im. A. Witkowskiego w Krakowie)
— Dominik Dudzik — finalista

— Robert Obryk — laureat III miejsca
— Jonasz Pamula — finalista

e Iwona Waszkiewicz (VI LO im. J. i J. Sniadeckich w Bydgoszczy)

— Jerzy Kozera — finalista
— Tomasz Kulczynski — laureat I miejsca
— Btlazej Osinski — laureat III miejsca
e Jacek Ztydach (V LO im. A. Witkowskiego w Krakowie)

— Michat Wszotek — finalista

Zgodnie z decyzja Komitetu Gléwnego z dn. 30 marca 2007 r. nauczyciele — opiekunowie naukowi laureatéw i finalistow

— otrzymaja nagrody pieni¢zne.

Programy wzorcowe w postaci elektronicznej i testy uzyte do sprawdzania rozwigzan zawodnikéw beda dostgpne na

stronie Olimpiady Informatycznej: www.oi.edu.pl.

Warszawa, 29 czerwca 2007 roku



Komitet Glowny Olimpiady Informatycznej

Regulamin Olimpiady Informatycznej

§1 WSTEP

Olimpiada Informatyczna jest olimpiadg przedmiotowa powolang przez Instytut Informatyki Uniwersytetu Wroctaw-
skiego, w dniu 10 grudnia 1993 roku. Olimpiada dziata zgodnie z Rozporzadzeniem Ministra Edukacji Narodowe;j
i Sportu z dnia 29 stycznia 2002 roku w sprawie organizacji oraz sposobu przeprowadzenia konkurséw, turniejéw i olim-
piad (Dz. U. 02.13.125). Organizatorem Olimpiady Informatycznej jest Uniwersytet Wroctawski. W organizacji Olim-
piady Uniwersytet Wroctawski wspotdziata ze Srodowiskami akademickimi, zawodowymi i o§wiatowymi dziatajacymi
w sprawach edukacji informatyczne;.

§2 CELE OLIMPIADY

(1) Stworzenie motywacji dla zainteresowania nauczycieli i uczniéw informatyka.

(2) Rozszerzanie wspdtdziatania nauczycieli akademickich z nauczycielami szkét w ksztatceniu mtodziezy uzdolnio-
nej.

(3) Stymulowanie aktywnoSci poznawczej miodziezy informatycznie uzdolnione;j.

(4) Ksztaltowanie umiejetnosci samodzielnego zdobywania i rozszerzania wiedzy informatyczne;j.

(5) Stwarzanie mtodziezy mozliwosci szlachetnego wspéizawodnictwa w rozwijaniu swoich uzdolnien, a nauczycie-
lom — warunkéw twérczej pracy z mtodzieza.

(6) Wylanianie reprezentacji Rzeczypospolitej Polskiej na Migdzynarodowa Olimpiad¢ Informatyczna i inne
migdzynarodowe zawody informatyczne.

§3 ORGANIZACJA OLIMPIADY

(1) Olimpiade przeprowadza Komitet Gtéwny Olimpiady Informatycznej, zwany dalej Komitetem.
(2) Olimpiada jest tréjstopniowa.

(3) W Olimpiadzie moga bra¢ indywidualnie udziat uczniowie wszystkich typéw szkét ponadgimnazjalnych i szkét
Srednich dla mtodziezy, dajacych mozliwo$¢ uzyskania matury.

(4) W Olimpiadzie moga réwniez uczestniczyé — za zgoda Komitetu Gléwnego — uczniowie szkdt podstawowych,
gimnazjéw, zasadniczych szk6t zawodowych i szkét zasadniczych.

(5) Zawody I stopnia maja charakter otwarty i polegaja na samodzielnym rozwiazywaniu przez uczestnika zadan
ustalonych dla tych zawodéw oraz przekazaniu rozwiazan w podanym terminie, w miejsce i w sposoéb okreslony

w ,,Zasadach organizacji zawodéw”, zwanych dalej Zasadami.

(6) Zawody II stopnia sg organizowane przez komitety okregowe Olimpiady lub instytucje upowaznione przez Komitet
Gtéwny.

(7) Zawody II i III stopnia polegaja na samodzielnym rozwiazywaniu zadan. Zawody te odbywaja si¢ w ciagu dwéch
sesji, przeprowadzanych w r6znych dniach, w warunkach kontrolowanej samodzielnoSci. Zawody poprzedzone sa
sesja probna, ktorej rezultaty nie licza sig do wynikéw zawodow.

(8) Liczbe uczestnikéw kwalifikowanych do zawodéw II i III stopnia ustala Komitet Gtéwny i podaje ja w Zasadach.

(9) Komitet Gtéwny kwalifikuje do zawodéw II i III stopnia odpowiednia liczbe uczestnikéw, ktérych rozwigzania
zadan stopnia nizszego zostang ocenione najwyzej. Zawodnicy zakwalifikowani do zawodéw III stopnia otrzymuja
tytut finalisty Olimpiady Informatyczne;j.

(10) Rozwiazaniem zadania zawod6w I, II i III stopnia sa, zgodnie z trescig zadania, dane lub program. Program
powinien by¢ napisany w jezyku programowania i Srodowisku wybranym z listy jezykéw i srodowisk ustalanej
przez Komitet Gtéwny i oglaszanej w Zasadach.

(11) Rozwiazania sa oceniane automatycznie. Jesli rozwigzaniem zadania jest program, to jest on uruchamiany na
testach z przygotowanego zestawu.
Podstawa oceny jest zgodno$¢ sprawdzanego programu z podana w treSci zadania specyfikacja, poprawnos¢
wygenerowanego przez program wyniku oraz czas dzialania tego programu. Jesli rozwiazaniem zadania jest plik
z danymi, wéwczas ocenia si¢ poprawnos$¢ danych i na tej podstawie przyznaje punkty.
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(12) Komitet Gléwny zastrzega sobie prawo do opublikowania rozwiazan zawodnikéw, ktérzy zostali zakwalifikowani
do nastgpnego etapu, zostali wyréznieni lub otrzymali tytut laureata.

(13) Rozwiazania zespotowe, niesamodzielne, niezgodne z ,,Zasadami organizacji zawodéw” lub takie, co do ktérych
nie mozna ustali¢ autorstwa,nie beda oceniane.

(14) Kazdy zawodnik jest zobowiazany do zachowania w tajemnicy swoich rozwigzan w czasie trwania zawoddow.

(15) W szczegélnie razacych wypadkach tamania Regulaminu i Zasad Komitet Gtéwny moze zdyskwalifikowaé
zawodnika.

(16) Komitet Gtéwny przyjat nastgpujacy tryb opracowywania zadan olimpijskich:
(a) Autor zglasza propozycje zadania, ktére powinno by¢ oryginalne i nieznane, do sekretarza naukowego
Olimpiady.

(b) Zgtoszona propozycja zadania jest opiniowana, redagowana, opracowywana wraz z zestawem testow,
a opracowania podlegaja niezaleznej weryfikacji. Zadanie, ktére uzyska negatywna opini¢ moze zostaé
odrzucone lub skierowane do ponownego opracowania.

(c) Wyboru zestawu zadan na zawody dokonuje Komitet Gtéwny, sposréd zadan, ktére zostaly opracowane
i uzyskaty pozytywna opinig.

(d) Wszyscy uczestniczacy w procesie przygotowania zadania sa zobowigzani do zachowania tajemnicy do czasu
jego wykorzystania w zawodach lub ostatecznego odrzucenia.

§4 KOMITET GEOWNY OLIMPIADY
INFORMATYCZNEJ

(1) Komitet Gtéwny jest odpowiedzialny za poziom merytoryczny i organizacj¢ zawodéw. Komitet sktada corocznie
organizatorowi sprawozdanie z przeprowadzonych zawodéw.

(2) W sktad Komitetu wchodza nauczyciele akademiccy, nauczyciele szk6t ponadgimnazjalnych i ponadpodstawowych
oraz pracownicy o§wiaty zwiazani z ksztalceniem informatycznym.

(3) Komitet wybiera ze swego grona Prezydium na kadencj¢ trzyletnia. Prezydium podejmuje decyzje w nagtych
sprawach pomigdzy posiedzeniami Komitetu. W sktad Prezydium wchodza w szczegdlnosci: przewodniczacy,
dwéch wiceprzewodniczacych, sekretarz naukowy, kierownik Jury i kierownik organizacyjny.

(4) Komitet dokonuje zmian w swoim skladzie za zgoda Organizatora.
(5) Komitet powotuje i rozwigzuje komitety okrggowe Olimpiady.
(6) Komitet:

(a) opracowuje szczegbdtowe ,,Zasady organizacji zawodow
I stopnia Olimpiady,

, ktore sa ogltaszane razem z trescig zadan zawodéw

(b) powotuje i odwoluje cztonkéw Jury Olimpiady, ktore jest odpowiedzialne za sprawdzenie zadan,
(c) udziela wyjasnienr w sprawach dotyczacych Olimpiady,
(d) ustala listy laureatéw i wyréznionych uczestnikéw oraz kolejnos¢ lokat,
(e) przyznaje uprawnienia i nagrody rzeczowe wyrdzniajacym si¢ uczestnikom Olimpiady,
(f) ustala sktad reprezentacji na Migdzynarodowa Olimpiade Informatyczng i inne miedzynarodowe zawody
informatyczne.
(7) Decyzje Komitetu zapadaja zwykta wigkszoscia gtoséw uprawnionych przy udziale przynajmniej potowy cztonkéw
Komitetu. W przypadku réwnej liczby gloséw decyduje gtos przewodniczacego obrad.

(8) Posiedzenia Komitetu, na ktérych ustala sig treSci zadafi Olimpiady, sa tajne. Przewodniczacy obrad moze zarzadzié¢
tajno$¢ obrad takze w innych uzasadnionych przypadkach.

(9) Do organizacji zawodéw II stopnia w miejscowosciach, ktérych nie obejmuje zaden komitet okrggowy, Komitet
powotuje komisje zawoddw co najmniej trzy miesigce przed terminem rozpoczecia zawodow.

(10) Decyzje Komitetu we wszystkich sprawach dotyczacych przebiegu i wynikéw zawoddéw sa ostateczne.
(11) Komitet dysponuje funduszem Olimpiady za posrednictwem kierownika organizacyjnego Olimpiady.

(12) Komitet zatwierdza plan finansowy dla kazdej edycji Olimpiady na pierwszym posiedzeniu Komitetu w nowym
roku szkolnym.
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(13) Komitet przyjmuje sprawozdanie finansowe z kazdej edycji Olimpiady w ciagu czterech miesigcy od zakoniczenia
danej edycji.
(14) Komitet ma siedzibe w OsSrodku Edukacji Informatycznej i Zastosowan Komputeréw w Warszawie. Osrodek

wspiera Komitet we wszystkich dzialaniach organizacyjnych zgodnie z Deklaracja z dnia 8 grudnia 1993 roku
przekazang Organizatorowi.

(15) Pracami Komitetu kieruje przewodniczacy, a w jego zastepstwie lub z jego upowaznienia jeden z wiceprzewodni-
czacych.
(16) Przewodniczacy:

(a) czuwa nad catoksztaltem prac Komitetu,

(b) zwotuje posiedzenia Komitetu,

(c) przewodniczy tym posiedzeniom,

(d) reprezentuje Komitet na zewnatrz,

(e) czuwa nad prawidlowoscia wydatkéw zwigzanych z organizacja i przeprowadzeniem Olimpiady oraz
zgodnoscia dziatalnosci Komitetu z przepisami.

(17) Komitet prowadzi archiwum akt Olimpiady przechowujac w nim migdzy innymi:

(a) zadania Olimpiady,

(b) rozwiazania zadan Olimpiady przez okres 2 lat,

(c) rejestr wydanych zaswiadczen i dyploméw laureatow,
(d) listy laureatéw i ich nauczycieli,

(e) dokumentacje statystyczng i finansowa.

(18) W jawnych posiedzeniach Komitetu moga bra¢ udziat przedstawiciele organizacji wspierajacych, jako obserwatorzy
z glosem doradczym.

§5 KOMITETY OKREGOWE

(1) Komitet okregowy sktada si¢ z przewodniczacego, jego zastepcy, sekretarza i co najmniej dwéch cztonkéw.
(2) Zmiany w skladzie komitetu okregowego sa dokonywane przez Komitet.

(3) Zadaniem komitetéw okregowych jest organizacja zawoddéw II stopnia oraz popularyzacja Olimpiady.

§6 PRZEBIEG OLIMPIADY

(1) Komitet rozsyta do szk6t wymienionych w § 3.3 oraz kuratoriéw o§wiaty i koordynatoréw edukacji informatycznej
tresci zadan I stopnia wraz z Zasadami.

(2) W czasie rozwiazywania zadain w zawodach II i III stopnia kazdy uczestnik ma do swojej dyspozycji komputer.

(3) Rozwiazywanie zadari Olimpiady w zawodach II i III stopnia jest poprzedzone jednodniowymi sesjami prébnymi
umozliwiajacymi zapoznanie si¢ uczestnikéw z warunkami organizacyjnymi i technicznymi Olimpiady.

(4) Komitet zawiadamia uczestnika oraz dyrektora jego szkoly o zakwalifikowaniu do zawodéw stopnia IT i III, podajac
jednocze$nie miejsce i termin zawodow.

(5) Uczniowie powotani do udzialu w zawodach II i III stopnia sa zwolnieni z zaje¢ szkolnych na czas niezbedny do
udziatu w zawodach, a takze otrzymuja bezptatne zakwaterowanie i wyzywienie oraz zwrot kosztow przejazdu.

§7 UPRAWNIENIA I NAGRODY

(1) Laureaci i finaliSci Olimpiady otrzymuja z informatyki lub technologii informacyjnej celujaca roczna (semestralna)
oceng klasyfikacyjna.

(2) Laureaci i finaliSci Olimpiady sa zwolnieni z egzaminu maturalnego z informatyki. Uprawnienie to przystuguje
takze wtedy, gdy przedmiot nie byt objety szkolnym planem nauczania danej szkoty.

(3) Uprawnienia okre§lone w p. 1. i 2. przystuguja na zasadach okreslonych w rozporzadzeniu MENiS z dnia
7 wrzesnia 2004 r. w sprawie warunk6éw i sposobu oceniania, klasyfikowania i promowania uczniéw i stuchaczy
oraz przeprowadzania sprawdzianéw i egzaminéw w szkotach publicznych. (Dz. U. z 2004 r. Nr 199, poz. 2046,
§ 181§ 56).
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(4) Laureaci i finaliSci Olimpiady maja utatwiony lub wolny wstep do tych szkét wyzszych, ktérych senaty podjety
uchwaly w tej sprawie, zgodnie z przepisami ustawy z dnia 12 wrze$nia 1990 r. o szkolnictwie wyzszym, na
zasadach zawartych w tych uchwatach (Dz. U. z 1990 r. Nr 65 poz. 385, Art. 141).

(5) Zaswiadczenia o uzyskanych uprawnieniach wydaje uczestnikom Komitet. Zaswiadczenia podpisuje przewodni-
czacy Komitetu. Komitet prowadzi rejestr wydanych zaswiadczen.

(6) Nauczyciel, ktérego praca przy przygotowaniu uczestnika Olimpiady zostanie oceniona przez Komitet jako
wyrdzniajaca, otrzymuje nagrodg wyptacang z budzetu Olimpiady.

(7) Komitet przyznaje wyrdzniajacym si¢ aktywnoscia cztonkom Komitetu i komitetéw okregowych nagrody pienigzne
z funduszu Olimpiady.

(8) Osobom, ktére wniosty szczegdlnie duzy wktad w rozwdj Olimpiady Informatycznej Komitet moze przyznac
honorowy tytut: ,,Zastuzony dla Olimpiady Informatyczne;j”.

8 FINANSOWANIE OLIMPIADY

Komitet bgdzie si¢ ubiegat o pozyskanie §rodkéw finansowych z budzetu panstwa, skladajac wniosek w tej sprawie do
Ministra Edukacji Narodowej i Sportu i przedstawiajac przewidywany plan finansowy organizacji Olimpiady na dany rok.
Komitet bedzie takze zabiegat o pozyskanie dotacji z innych organizacji wspierajacych.

§9 PRZEPISY KONCOWE

(1) Koordynatorzy edukacji informatycznej i dyrektorzy szk6t majq obowiazek dopilnowania, aby wszystkie wytyczne
oraz informacje dotyczace Olimpiady zostaly podane do wiadomo$ci uczniéw.

(2) Komitet zatwierdza sprawozdanie merytoryczne z przeprowadzonej edycji Olimpiady w ciagu 3 miesigcy po
zakonczeniu zawod6w III stopnia i przedstawia je Organizatorowi i Ministerstwu Edukacji Narodowej i Sportu.

(3) Niniejszy regulamin moze by¢ zmieniony przez Komitet tylko przed rozpoczeciem kolejnej edycji zawodow
Olimpiady po zatwierdzeniu zmian przez Organizatora.

Warszawa, 8 wrzesnia 2006 r.



Komitet Glowny Olimpiady Informatycznej

Zasady organizacji zawodoéw w roku szkolnym
2006/2007

Podstawowym aktem prawnym dotyczacym Olimpiady jest Regulamin Olimpiady Informatycznej, ktérego peny
tekst znajduje si¢ w kuratoriach. Ponizsze zasady sa uzupelnieniem tego Regulaminu, zawierajacym szczegétowe
postanowienia Komitetu Gléwnego Olimpiady Informatycznej o jej organizacji w roku szkolnym 2006/2007.

§1 WSTEP

Olimpiada Informatyczna jest olimpiadg przedmiotowa powolana przez Instytut Informatyki Uniwersytetu Wroctaw-
skiego, w dniu 10 grudnia 1993 roku. Olimpiada dziata zgodnie z Rozporzadzeniem Ministra Edukacji Narodowe;j
i Sportu z dnia 29 stycznia 2002 roku w sprawie organizacji oraz sposobu przeprowadzenia konkurséw, turniejéw i olim-
piad (Dz. U. 02.13.125). Organizatorem Olimpiady Informatycznej jest Uniwersytet Wroctawski. W organizacji Olim-
piady Uniwersytet Wroctawski wspotdziata ze Srodowiskami akademickimi, zawodowymi i o§wiatowymi dziatajacymi
w sprawach edukacji informatyczne;.

§2 ORGANIZACJA OLIMPIADY

(1) Olimpiadg przeprowadza Komitet Gtéwny Olimpiady Informatyczne;j.
(2) Olimpiada Informatyczna jest tréjstopniowa.

(3) W Olimpiadzie Informatycznej moga bra¢ indywidualnie udzial uczniowie wszystkich typéw szkét ponadgimna-
zjalnych i szkét Srednich dla mtodziezy dajacych mozliwo$¢ uzyskania matury. W Olimpiadzie moga réwniez
uczestniczy¢ — za zgoda Komitetu Gléwnego — uczniowie szkét podstawowych, gimnazjéw, zasadniczych szkét
zawodowych i szkét zasadniczych.

(4) Rozwiazaniem kazdego z zadarh zawodow I, II i III stopnia jest program (napisany w jednym z nastgpujacych
jezykéw programowania: Pascal, C lub C+ +), lub plik z danymi.

(5) Zawody I stopnia maja charakter otwarty i polegaja na samodzielnym rozwigzywaniu zadan i nadestaniu rozwigzan
w podanym terminie.

(6) Zawody II i III stopnia polegaja na rozwiazywaniu zadain w warunkach kontrolowanej samodzielnosci. Zawody te
odbywaja si¢ w ciagu dwoch sesji, przeprowadzanych w réznych dniach.

(7) Do zawodéw 11 stopnia zostanie zakwalifikowanych 350 uczestnikéw, ktérych rozwiazania zadan I stopnia zostang
ocenione najwyzej; do zawod6éw III stopnia — 60 uczestnikéw, ktérych rozwiazania zadan II stopnia zostang
ocenione najwyzej. Komitet Gtéwny moze zmieni¢ podane liczby zakwalifikowanych uczestnikéw co najwyzej
0 20%.

(8) Podjete przez Komitet Gtéwny decyzje o zakwalifikowaniu uczestnikow do zawodéw kolejnego stopnia,
zajetych miejscach i przyznanych nagrodach oraz sktadzie polskiej reprezentacji na Migdzynarodowa Olimpiade
Informatyczna i inne migdzynarodowe zawody informatyczne sa ostateczne.

(9) Komitet Gléwny zastrzega sobie prawo do opublikowania rozwiazan zawodnikéw, ktérzy zostali zakwalifikowani
do nastgpnego etapu, zostali wyréznieni lub otrzymali tytut laureata.

(10) Terminarz zawodow:

e zawody I stopnia — 23.10-20.11.2006 r.
ogloszenie wynikow:
—  w witrynie Olimpiady — 18.12.2006 r.,
-  poczta — 28.12.2006 r.

e zawody II stopnia — 06-08.02.2007 r.
ogtoszenie wynikow:
—  w witrynie Olimpiady — 19.02.2007 r.
—  poczta — 02.03.2007 r.

e zawody III stopnia — 27-31.03.2007 r.
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§3 WYMAGANIA DOTYCZACE ROZWIAZAN ZADAN ZAWODOW
I STOPNIA

(1) Zawody I stopnia polegaja na samodzielnym rozwiazywaniu zadan eliminacyjnych (niekoniecznie wszystkich)
i przestaniu rozwigzan do Komitetu Gtéwnego Olimpiady Informatycznej. Mozliwe sg tylko dwa sposoby
przesylania:

e Poprzez witryng Olimpiady o adresie: www.oi.edu.pl do godziny 12:00 (w potudnie) dnia 20 listopada
2006 r. Komitet Gléwny nie ponosi odpowiedzialnosci za brak mozliwosci przekazania rozwigzan przez
witryng w sytuacji nadmiernego obciazenia lub awarii serwisu. Odbidr przesytki zostanie potwierdzony przez
Komitet Gléwny zwrotnym listem elektronicznym (prosimy o zachowanie tego listu). Brak potwierdzenia
moze oznaczaé, ze rozwiazanie nie zostalo poprawnie zarejestrowane. W tym przypadku zawodnik powinien
przestaé swoje rozwiazanie przesytka polecong za posrednictwem zwyklej poczty. Szczegdty dotyczace
sposobu postgpowania przy przekazywaniu zadan i zwiazanej z tym rejestracji beda podane w witrynie.

e Poczta, przesytka polecona, na adres:

Olimpiada Informatyczna
Osrodek Edukacji Informatycznej i Zastosowan Komputerow
ul. Nowogrodzka 73
02-006 Warszawa
tel. (0-22) 626-83-90

w nieprzekraczalnym terminie nadania do 20 listopada 2006 r. (decyduje data stempla pocztowego).
Prosimy o zachowanie dowodu nadania przesyiki.

Rozwiazania dostarczane w inny sposéb nie beda przyjmowane.

W przypadku jednoczesnego zgloszenia rozwiazania przez Internet i listem poleconym, ocenie podlega
jedynie rozwiazanie wyslane listem poleconym. W takim przypadku jest konieczne podanie w dokumencie
zgloszeniowym réwniez identyfikatora uzytkownika uzytego do zgloszenia rozwiazan przez Internet.

(2) Ocena rozwiazania zadania jest okre§lana na podstawie wynikow testowania programu i uwzglednia poprawnosé
oraz efektywnos$¢ metody rozwiazania uzytej w programie.

(3) Rozwiazania zespotowe, niesamodzielne, niezgodne z ,,Zasadami organizacji zawod6éw” lub takie, co do ktérych
nie mozna ustali¢ autorstwa, nie beda oceniane.

(4) Kazdy zawodnik jest zobowiazany do zachowania w tajemnicy swoich rozwiazan w czasie trwania zawodow.

(5) Rozwiazanie kazdego zadania, ktére polega na napisaniu programu, sktada si¢ z (tylko jednego) pliku Zrédtowego;
imi¢ i nazwisko uczestnika musza by¢ podane w komentarzu na poczatku kazdego programu.

(6) Nazwy plikow z programami w postaci Zrédtowej musza by¢ takie jak podano w tresci zadania. Nazwy tych plikéw
musza mie¢ nastgpujace rozszerzenia zalezne od uzytego jezyka programowania:

Pascal pas
C c
CH+ cpp

(7) Programy w C/C + + beda kompilowane w systemie Linux za pomoca kompilatora GCC/G++ v. 4.1.1.
Programy w Pascalu beda kompilowane w systemie Linux za pomoca kompilatora FreePascal v. 2.0.4. Wybé6r
polecenia kompilacji zalezy od podanego rozszerzenia pliku w nastepujacy sposob (np. dla zadania abc):

Dla c gcc -02 -static abc.c -1m
Dla cpp g++ -02 -static abc.cpp -1m
Dla pas ppc386 -02 -XS -Xt abc.pas

Pakiety instalacyjne tych kompilatoréw (i ich wersje dla DOS/Windows) sa dostgpne w witrynie Olimpiady
www.oi.edu.pl.

(8) Program powinien odczytywaé dane wejSciowe ze standardowego wejscia i zapisywaé dane wyjSciowe na
standardowe wyjscie, chyba ze dla danego zadania wyraznie napisano inaczej.

(9) Nalezy przyjac, ze dane testowe sg bezbtedne, zgodne z warunkami zadania i podana specyfikacja wejscia.

(10) Uczestnik korzystajacy z poczty zwyklej przysyla:

e Nosnik (dyskietkg lub CD-ROM) w standardzie dla komputerow PC, zawierajacy:
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— spis zawarto$ci no$nika oraz dane osobowe zawodnika w pliku nazwanym SPIS.TXT,
— do kazdego rozwiazanego zadania — program Zrédtowy lub plik z danymi.

Na nos$niku nie powinno by¢ zadnych podkatalogéw.

e Wypetniony dokument zgtoszeniowy (dostgpny w witrynie internetowej Olimpiady). Nalezy podac adres
elektroniczny. Podanie adresu jest niezbedne do wzigcia udzialu w procedurze reklamacyjnej opisanej
w punktach 14, 151 16.

(11) Uczestnik korzystajacy z witryny Olimpiady postepuje zgodnie z instrukcjami umieszczonymi w witrynie.

(12) W witrynie Olimpiady wsréd Informacji dla zawodnikéw znajduja si¢ Odpowiedzi na pytania zawodnikow
dotyczace Olimpiady. Poniewaz Odpowiedzi moga zawiera¢ wazne informacje dotyczace toczacych si¢ zawodow
wszyscy uczestnicy Olimpiady proszeni sg o regularne zapoznawanie si¢ z ukazujacymi si¢ odpowiedziami. Dalsze
pytania nalezy przysylaé poprzez witryng Olimpiady. Komitet Gtéwny moze nie udzieli¢ odpowiedzi na pytanie
z waznych przyczyn, m.in. gdy jest ono niejednoznaczne lub dotyczy sposobu rozwigzania zadania.

(13) Poprzez witryng dostgpne sa narzedzia do sprawdzania rozwiazan pod wzgledem formalnym. Szczegéty
dotyczace sposobu postgpowania sa doktadnie podane w witrynie.

(14) Od dnia 4 grudnia 2006 r. poprzez witryne Olimpiady kazdy zawodnik bedzie mégt zapoznad si¢ ze wstgpng ocena
swojej pracy. Wstepne oceny beda dostgpne jedynie w witrynie Olimpiady i tylko dla oséb, ktére podaty adres
elektroniczny.

(15) Do dnia 8 grudnia 2006 r. (wtacznie) poprzez witryng Olimpiady kazdy zawodnik bedzie mégt zgtasza¢ uwagi do
wstepnej oceny swoich rozwiazai. Reklamacji nie podlega jednak dobdr testow, limitéw czasowych, kompilatoréw
i sposobu oceny.

(16) Reklamacje ztozone po 8 grudnia 2006 r. nie beda rozpatrywane.

¢4 UPRAWNIENIA I NAGRODY

(1) Laureaci i finaliSci Olimpiady otrzymuja z informatyki lub technologii informacyjnej celujaca roczna (semestralna)
oceng klasyfikacyjna.

(2) Laureaci i finaliSci Olimpiady sa zwolnieni z egzaminu maturalnego z informatyki. Uprawnienie to przystuguje
takze wtedy, gdy przedmiot nie byt objety szkolnym planem nauczania danej szkoty.

(3) Uprawnienia okreslone w p. 1. i 2. przystuguja na zasadach okreslonych w rozporzadzeniu MENiS z dnia
7 wrzesnia 2004 r. w sprawie warunkéw i sposobu oceniania, klasyfikowania i promowania uczniéw i stuchaczy
oraz przeprowadzania sprawdziandéw i egzamindéw w szkotach publicznych. (Dz. U. z 2004 r. Nr 199, poz. 2046,
§ 18 i § 56) wraz z p6zniejszymi zmianami zawartymi w Rozporzadzeniu MENiS z dnia 14 czerwca 2005 r.
(Dz. U. z 2005 r. Nr 108, poz. 905).

(4) Laureaci i finaliSci Olimpiady maja utatwiony lub wolny wstep do tych szkét wyzszych, ktérych senaty podjety
uchwaly w tej sprawie, zgodnie z przepisami ustawy z dnia 27 lipca 2005 r. Prawo o szkolnictwie wyzszym, na
zasadach zawartych w tych uchwatach (Dz.U. z 2005 r. Nr 164 poz. 1365).

(5) Zaswiadczenia o uzyskanych uprawnieniach wydaje uczestnikom Komitet Gtéwny.

(6) Komitet Gtéwny ustala sktad reprezentacji Polski na XIX Migdzynarodowa Olimpiad¢ Informatyczna w 2007 roku
na podstawie wynikéw zawodéw III stopnia i regulaminu tej Olimpiady Miedzynarodowe;.

(7) Komitet Gtéwny moze przyznaé nagrode nauczycielowi lub opiekunowi naukowemu, ktéry przygotowat laureata
lub finalistg Olimpiady.

(8) Wyznaczeni przez Komitet Gtéwny reprezentanci Polski na olimpiady migdzynarodowe oraz finalisci, ktérzy nie
sa w ostatniej programowo klasie swojej szkoty, zostana zaproszeni do nieodptatnego udziatu w VIII Obozie
Naukowo-Treningowym im. Antoniego Kreczmara, ktéry odbedzie si¢ w czasie wakacji 2007 .

(9) Komitet Gléwny moze przyznawaé finalistom i laureatom nagrody, a takze stypendia ufundowane przez osoby
prawne lub fizyczne.

§5 PRZEPISY KONCOWE

(1) Koordynatorzy edukacji informatycznej i dyrektorzy szk6t maja obowiazek dopilnowania, aby wszystkie
informacje dotyczace Olimpiady zostaty podane do wiadomosci uczniéw.
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(2) Komitet Gtéwny zawiadamia wszystkich uczestnikéw zawodéw 11 I stopnia o ich wynikach. Uczestnicy zawodéw
I stopnia, ktorzy przesla rozwigzania jedynie przez Internet zostang zawiadomieni poczta elektroniczna, a poprzez
witryng Olimpiady beda mogli zapoznaé si¢ ze szczegétowym raportem ze sprawdzania ich rozwigzan. Pozostali
zawodnicy otrzymaja informacje o swoich wynikach w terminie p6Zniejszym zwykla poczta.

(3) Kazdy uczestnik, ktéry zakwalifikowal si¢ do zawodéw wyzszego stopnia oraz dyrektor jego szkoly otrzymuja
informacje o miejscu i terminie nastgpnych zawodow.

(4) Uczniowie zakwalifikowani do udziatu w zawodach II i III stopnia sa zwolnieni z zajg¢ szkolnych na czas niezbgdny
do udziatu w zawodach, a takze otrzymuja bezplatne zakwaterowanie, wyzywienie i zwrot kosztow przejazdu.

Witryna Olimpiady: www.oi.edu.pl




Zawody 1 stopnia

opracowania zadan






Zbigniew J. Czech Piotr Stanczyk

Tres$¢ zadania, Opracowanie Program

Ol, Etap I

Atrakcje turystyczne

Bajtazar jedzie z Bitowic do Bajtogrodu. Po drodze chce odwiedzié¢ kilka wybranych miejscowosci, w ktorych znajdujg
sie interesujgce zabytki, dobre restauracje czy inne atrakcje turystyczne. Kolejno$é odwiedzania wybranych miejscowosct
nie jest calkowicie obojetna. Na przyklad, Bajtazar wolalby nie wspinaé si¢ na wieze zamku Bitborku po sutym obiedzie
zjedzonym w Cyfronicach, a do Zipowic (na stynng kawe Compresso) chcialby wpasé raczej po obiedzie, a nie przed. Jednak
kolejno$é odwiedzania wybranych miejscowosci nie jest catkowicie ustalona i do pewnego stopmia elastyczna. Ze wzgledu
na obledne ceny benzyny, Bajtazar chce tak zaplanowaé trase przejazdu, zeby byta jak najkrétsza. Pomoz mu wyznaczyé
dlugosé nagkrotszej trasy speiniajgcej jego wymagania.

Sie¢ drogowa sklada sie z n miejscowosci i lgczgeych je m drdg. Miejscowosci sq ponumerowane od 1 do n, a drogi od
1 do m. Kazda droga lgczy dwie rézne miejscowosci i jest dwukierunkowa. Drogi spotykajq sie tylko w miejscowosciach
(w ktérych majq korice) i nie przecinajq sie poza nimi. Drogi mogq prowadzié przez estakady i tunele. Kazda droga ma
okreslong dlugosé. Pare miejscowosci moze lgczycé co najwyzej jedna bezposrednia droga.

Oznaczmy przez k liczbe wybranych miejscowosci, ktdre chee odwiedzi¢ Bajtazar. Numeracja miast jest taka, ze Bitowice
majqg numer 1, Bajtogrod numer n, a miejscowosci, ktore chce odwiedzi¢ Bajtazar, majg numery 2,3,....k+1.

Na rysunku przedstawiono przykiadowq sie¢ drég. Powiedzmy, zZe Bajtazar chce odwiedzi¢ miejscowosci 2, 3, 4 i 5, przy
czym miejscowos¢ 2 chee odwiedzié¢ przed miejscowosciq 3, a miejscowosci 4 i 5 po miejscowosci 3. Wowczas najkrotsza
trasa biegnie przez miejscowosci 1, 2, 4, 3, 4, 5, 8 i ma ona dlugos¢ 19.

Zauwaimy, ze miejscowosé 4 pojawia sie ma tej trasie przed i po miejscowosci 3. Jednak przed odwiedzeniem
miejscowosci 3 Bajtazar nie zatrzyma sie w niej, gdyz takie przyjel ograniczenia. Nie oznacza to jednak, Ze w ogdle
nie moze wczesniej przejezdzac przez te miejscowosé.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta ze standardowego wejscia opis sieci drogowej, liste wybranych miejscowosci, ktore chce odwiedzi¢ Bajtazar
oraz ograniczenia, co do kolejnoSci, w jakiej chce je odwiedzic,

o wyznaczy dlugosé najkrotszej trasy, przechodzgcej przez wszystkie wybrane przez Bajtazara miejscowosci w odpowied-
niej kolejnosci,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia znajduje sie trzy liczby catkowite m, m i k pooddzielane pojedynczymi
odstepami, 2 <n < 20000, 1 <m < 200000, 0< k< 20; ponadto jest spelniona nieréwnosé k < n— 2.

Kolejne m wierszy zawiera opisy drdg, po jednej w wierszu. Wiersz i + 1-szy zawiera trzy liczby catkowite p;, q; i l;,
pooddzielane pojedynczymi odstepami, 1 < p; < q <n, 1 <1; < 1000. Liczby te oznaczajqg droge lgczgeq miejscowosci
pi 1 qi, o dlugosci l;. Mozesz zalozyé, ze dla kaZdych danych testowych mozna z Bitowic dojechaé do Bajtogrodu oraz do
wszystkich miejscowosci, ktore Bajtazar chce odwiedzic.

W m + 1-szym wierszu znajduje sie jedna liczba catkowita g, 0 < g < k'(k{l). Jest to liczba ograniczen dotyczgcych
kolejnosci odwiedzania wybranych przez Bajtazara miast. Ograniczenia te sq podane w kolejnych g wierszach, po jednym

w wierszu. Wiersz m +1i + 1-szy zawiera dwie liczby calkowite r; i s; oddzielone pojedynczym odstepem, 2 <r;i <k+1,
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2<s;<k+1, ri #s;. Para liczb r; i s; oznacza, Ze Bajtazar chce odwiedzi¢ miejscowosé r; przed odwiedzeniem
miejscowosci s;. Nie oznacza to, Ze nie moze przejechaé przez s; przed odwiedzeniem r; ani zZe nie moze przejechac przez r;
po odwiedzeniu s;, jednak nie bedzie sie on wtedy zatrzymywal ani zwiedzal Zadnych atrakcji turystycznych. MozZesz zalozyd,
ze dla kazdych danych testowych istnieje przynajmniej jedna kolejno$é zwiedzania wybranych miejscowosci spetniajgca
wszystkie ograniczenia.

Wyjscie
W pierwszym i jedynym wierszu standardowego wyjscia nalezy wypisac jednq liczbe catkowitq, bedgcq dlugo$cig najkrotszej

trasy z Bitowic do Bajtogrodu, przechodzqcej przez wszystkie wybrane przez Bajtazara miejscowosci w odpowiedniej
kolegnosci.

Przyktad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
15 4 19
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ysunek i wyjasnienie do przykladu znajdujg sie w tresci zadania.

Rozwigzanie

Problem przestawiony w zadaniu mozemy w naturalny sposéb wyrazi¢ w jezyku graféw — miasta to wierzchotki grafu,
a drogi to nieskierowane krawegdzie o okreslonych dtugosciach. Wéwczas poszukiwana trasa to najkrétsza Sciezka w grafie
faczaca wierzcholek poczatkowy z koficowym i przebiegajaca w okre§lonym porzadku przez pozostate wierzchotki.

Zadanie polegajace na wyznaczaniu najkrétszej $ciezki taczacej dwa wierzcholki i przechodzacej przez zadany zbiér
wierzchotkéw jest problemem NP—trudnym, powiazanym z zagadnieniem wyznaczania drogi Hamiltona w grafie. Po
dodaniu ograniczen na kolejno$¢ odwiedzania miejscowosci przez Bajtazara, zadanie pozostaje NP—trudne — kazde znane
rozwiazanie tego zadania dziata w czasie wyktadniczym ze wzgledu na k.

Rozwiazanie zadania mozna podzieli¢ na dwie niezalezne czgéci. W czgsci pierwszej wyznaczamy odlegtosci migdzy
wszystkimi parami miejscowosci, ktére Bajtazar chce odwiedzi¢ (wlaczajac w to Bitowice i Bajtogréd), czyli pomigdzy
wierzchotkami o numerach {1,2,...,k+ 1,n}. Druga czg$¢ rozwiazania zadania polega na wyznaczeniu najkrétszej drogi
z Bitowic (wierzchotka o numerze 1) do Bajtogrodu (wierzchotka o numerze n), przechodzacej przez wszystkie wybrane
miejscowosci (wierzchotki o numerach {2,3,...,k+ 1}) w kolejnosci spetniajacej zadane warunki.

Faza 1

W celu wyznaczenia dtugosci najkrétszych Sciezek migdzy wszystkimi parami miast, ktére Bajtazar chce odwiedzié,
mozna wykona¢ k + 2 razy algorytm Dijkstry, zaczynajac kolejno z wierzchotkéw 1,2,...,k+ 1,n. Za kazdym razem
algorytm wykonywany jest na caltym grafie wejSciowym, zatem czas jego dziatania to O(m -logn). Poniewaz algorytm
powtarzamy O(k) razy, pierwsza faze jesteSmy w stanie wykonaé¢ w sumarycznym czasie O(k-m-logn). Po kazdym
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wykonaniu algorytmu Dijkstry zapamigtujemy odlegtosci od wierzchotka startowego do pozostatych wierzchotkéw ze
zbioru {1,2,...,k+ 1,n}.

Zamiast korzysta¢ z algorytmu Dijkstry, w fazie pierwszej mozna zastosowaé roéwniez algorytm Floyda-Warshalla,
uzyskujac ztozonosé rzedu O(n?). Biorac jednak pod uwagg mozliwy rozmiar danych, rozwiazanie to ma istotnie gorsza
ztozonos¢.

Faza 2

Druga faza algorytmu polega na wyznaczeniu najkrétszej Sciezki wychodzacej z wierzchotka 1 i konczacej sig
w wierzchotku n. Sciezka ta musi odwiedzi¢ wszystkie wierzchotki ze zbioru {2,3,...,k+ 1} i dodatkowo muszg by¢
uwzglednione wymagania dotyczace kolejnosci odwiedzania tych wierzchotkéw.

Prostym sposobem wyznaczenia najkrotszej Sciezki jest wygenerowanie wszystkich mozliwych $ciezek, a nastgpnie
wybranie najkrétszej sposrdd nich. Rozwiazanie takie sprowadza si¢ do wygenerowania wszystkich permutacji zbioru
k miast, ktére Bajtazar chce odwiedzi¢, sprawdzenia dla kazdej permutacji, czy zachowane sa ograniczenia dotyczace
kolejnosci odwiedzania miast, a nastgpnie obliczenia dtugosci $ciezki. Na koniec, sposréd wszystkich dozwolonych
Sciezek, wybieramy najkrétsza i jej dlugo$¢ zwracamy jako wynik. Algorytm taki moze by¢ zaimplementowany
w prosty sposéb, by dziatat w czasie O(k? - k!), gdyz mozemy mie¢ O(k?) ograniczeii, ktére nalezy sprawdzié¢ dla
kazdej z wygenerowanych permutacji. Mozna rozwiazanie to nieco poprawié, osiagajac ztozonosé O(k-k!). W tym
celu wykorzystujemy fakt, iz zaleznosci migdzy kolejnoscia odwiedzania wierzchotkéw mozemy reprezentowaé dla
pojedynczego wierzchotka przy uzyciu pojedynczej zmiennej typu catkowitego 32-bitowego (int w C/C++, longint
w Pascalu), dzigki temu, ze k < 20 < 32. Dla kazdego wierzchotka przechowujemy jedna taka zmienna, ktdrej
m-ty bit jest ustawiony na 1, o ile rozpatrywany wierzcholek jest zalezny od wierzchotka o numerze m. Podczas
sprawdzania zgodnoS$ci permutacji wierzchotkdw z zadang kolejnosScia ich odwiedzania, konstruujemy 32-bitowa zmienna
odwiedzenia, ktérej m-ty bit jest ustawiony na 1, o ile wierzchotek o numerze m zostat juz odwiedzony. Sprawdzenie
zalezno$ci dla m-tego wierzchotka sprowadza si¢ w takiej sytuacji do zweryfikowania, czy wszystkie zapalone bity
w zmiennej zaleznoSci sa zapalone w zmiennej odwiedzenia (czyli wykonaniu operacji logicznej AND). Dodatkowo,
stosujac algorytm generowania permutacji w kolejnoSci wymagajacej wykonywania jedynie transpozycji sasiednich
elementéw!, jestesmy w stanie zaimplementowa¢ rozwiazanie tak, by dziatato w czasie O(k!).

Mozliwe jest takze inne rozwiazanie, takze oparte na pomysle generowania wszystkich permutacji odwiedzanych
wierzchotkéw. Mozemy mianowicie generowac stopniowo rozwiazanie (permutacj¢), zatrzymujac si¢ w momencie, gdy
dochodzimy do miejsca, z ktérego nie mozna juz kontynuowac poprawnej Sciezki. Algorytm ten mozna zaimplementowac
tak, by dziatal w czasie O(k- p), gdzie p to liczba poprawnych permutacji.

W tym celu zaczynamy od pustego ciagu i doktadamy do niego kolejne wierzchotki sposréd miast do odwiedzenia —
takie, ktore sa zalezne jedynie od wierzchotkéw juz znajdujacych si¢ w ciagu (czyli powinny by¢ odwiedzone pdZniej
niz one). W kroku pierwszym mozemy umiesci¢ w ciagu tylko wierzchotki niezalezne — zat6zmy, ze wybraliSmy
wierzchotek w. W drugim kroku mozemy dotaczy¢ wierzcholki niezalezne (inne niz w) oraz wierzchotki zalezne
wylacznie od wierzchotka w itd.

PowinniSmy jeszcze uzasadnié, ze opisana procedura pozwoli nam przejrze¢ wszystkie poprawne permutacje.
Wystarczy zauwazy¢, ze w kazdej poprawnej permutacji, ktéra chcielibySmy otrzymaé, wierzchotki wystepuja
w kolejnosci zgodnej z zasada, z jaka sa umieszczane w ciagu — przed wierzchotkiem u nie moze wystapi¢ zaden
wierzchotek zalezny od u. Dodatkowo, w zadaniu jest zagwarantowane, ze dla przedstawionych danych istnieje
rozwiazanie, wigc przynajmniej jedna permutacje znajdziemy.

Niestety, poprawnych permutacji moze by¢ wiele. W przypadku, gdy mamy niewiele warunkéw ograniczajacych
kolejnos¢ odwiedzania miast (w szczegdlnosci, gdy nie ma ich wcale) liczba poprawnych permutacji moze by¢ bliska k!
i czas dziatania opisanego algorytmu moze wynosié¢ O(k!).

Okazuje si¢ jednak, ze w zadaniu mozna zastosowac technike programowania dynamicznego. Dla kazdego podzbioru
A C{2,3,...,k+1} juz odwiedzonych wierzchotkéw? oraz wierzchotka v € A (o ile A jest niepusty) odwiedzonego jako
ostatni, mozemy zapamigta¢ dtugos¢ najkroétszej Sciezki z wierzchotka 1 do v odwiedzajacej wszystkie wierzchotki A
(i tylko przez te, sposréd wybranych). Poszukiwana warto$¢ dla zadanych A i v jest rowna

D(A,v) = min(DA —{w},w) +d(w,v)),

gdzie minimum obliczamy po wszystkich wierzchotkach w € A, a d(w,v) to minimalna odlegto$¢ migdzy wierzchotkami
w iv obliczona w pierwszej fazie. Gdy A = 0, wéwczas dla kazdego v € {2,3,...,k+ 1} przyjmujemy, ze

D(0,v) =0.

ITen i inne algorytmy generowania permutacji mozna znalezé w [22].

2Dowolny podzbiér A C {2,3,...,k+ 1} mozemy reprezentowaé przy uzyciu liczby naturalnej m € {0, 1,...,2F— l} — jesli i-ty bit liczby m jest
ustawiony na 1, oznacza to, ze do rozpatrywanego zbioru A nalezy wierzchotek o numerze i 4-2. Sprawdzanie przynaleznosci elementu do zbioru mozna
woéwczas zrealizowaé za pomocg operacji bitowej AND oraz przesunigcia bitowego.
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Po obliczeniu wszystkich wartosci 9, odpowiedzig na postawione w zadaniu pytanie bgdzie najmniejsza warto$¢
D(Ao,v), dla Ag = {2,...,k+ 1} oraz dowolnego v € Ap, powigkszona o odlegtos¢ migdzy wierzchotkiem v
a wierzchotkiem n. Uzyskujemy w ten sposéb algorytm dzialajacy w czasie O(k? - 2"), gdyz mamy do rozpatrzenia
nie wigcej niz k - 2€ par ztozonych z wierzchotka i podzbioru, a dla kazdej pary obliczenia wykonujemy w czasie O(k).

Zlozonos¢é pamieciowa rozwigzania dynamicznego

W warunkach zadania okreslono ograniczenie na pamigé¢ w wysokosci 64 MB. Rozwiazanie dynamiczne o ztozonosci
czasowej O(k? - 2F) wymaga zapamietania k - 2% rozwiazan — na kazde z nich potrzebne sa 4 bajty. Oznacza to,
ze dla maksymalnego zestawu danych potrzeba okoto 80 MB pamieci (20 -2%° -4 ~ 80000000). Nie miesci sig
to w zadanych ograniczeniach, wigc musimy zmodyfikowa¢ nasze rozwiazanie tak, by zmniejszy¢ zapotrzebowanie
na pamig¢é. Zauwazmy, ze przechowywanie przez caly czas wszystkich podrozwigzan nie jest konieczne. W celu
obliczenia rozwigzan czeSciowych dla wszystkich zbioréw o okreS§lonej mocy, wystarczy, ze bedziemy pamietali
rozwiazania czgSciowe dla zbioréw o mocy o jeden mniejszej. Tak wigc na poczatku, zaczynajac od zbioru pustego,
generujemy rozwiazania dla zbioré6w jednoelementowych, nastgpnie mozemy wygenerowaé rozwiazania dla zbioréw
dwuelementowych itd. Najwigcej pamigci potrzebujemy w czasie przetwarzania zbior6w o mocach k/2 i k/2 + 1.
Stad zapotrzebowanie na pamig¢ w calym algorytmie mozna ograniczy¢ do 2k - (kl;z) (dla uproszczenia zaktadamy, ze

2| k), co jest znaczna poprawa w stosunku do poczatkowej wartosci k - 2% i miesci si¢ w zadanych limitach. Podejscie
takie utrudnia nieco sposéb przechowywania wyliczanych wynikéw — nie mozemy sobie pozwoli¢ na uzycie tablicy
wielkosci k - 2%, Dlatego tez konieczne jest wprowadzenie dodatkowej listy, do ktérej beda wstawiane analizowane zbiory
o kolejnych rosnacych mocach. W celu szybkiego wyszukiwania zadanego podzbioru w licie, mozemy zastosowaé
tablice o wielkosci 2%, w ktérej bedziemy przechowywali pozycje poszczegdlnych zbioréw na liscie.

Rozwigzanie wzorcowe

Rozwiazanie wzorcowe, ktérego implementacja jest zawarta w plikach atr.cpp i atr0.pas, polega na wielokrotnym
zastosowaniu algorytmu Dijkstry w fazie 1, a algorytmu dynamicznego w fazie 2. Jego zlozono$¢ czasowa to
O(k-m-logn+k?-2%).

Testy

Programy zawodnikéw zostaly przetestowane na nastgpujacym zestawie danych testowych (kolumny zawieraja wartosci
n, m, k, g oraz ograniczenie na dtugo$¢ krawedzi w grafie):

Nazwa n m | k g | ogr
atrla.in 10 9 5 0 10
atrlb.in 10 30| 5 3 10
atrlc.in 4 5 0 0 10
atr2a.in 100 9 | 9| 30 100
atr2b.in 100 1000 | 9 15 100
atr3a.in 300 600 | 11 10 200
atr3b.in 300 5000 | 12 16 200
atrda.in 500 499 | 15 | 105 500
atr4b.in 500 9000 | 16 | 90 500
atrSa.in 1000 3000 | 20 0 500
atr5b.in 1000 5000 | 20 | 40 500
atréba.in 2000 1999 | 12 10 10
atr6b.in 2000 5000 | 12 | 20 10
atr7a.in 3000 30000 | 14 3 100
atr7b.in 7000 120000 | 14 2 100
atr8a.in 12000 | 200000 | 16 0 200
atr8b.in 5000 4999 | 16 10 200




Nazwa n m | k g | ogr
atr9a.in | 10000 50000 | 18 | 105 500
atr9b.in 10000 | 2000000 | 18 | 50 | 500
atrlOa.in | 20000 | 200000 | 20 0 | 1000
atrl0b.in | 20000 5000 | 20 | 50 | 1000
atrlla.in | 20000 20000 | 20 | 19 | 1000
atrllb.in | 20000 | 170000 | 20 2 | 1000

Atrakcje turystyczne

Wszystkie testy poza atrlla.in sa pseudolosowe, z podanymi wyzej parametrami. Test atrlla.in jest Sciezka, po ktérej

trzeba chodzi¢ ciagle od jednego korica do drugiego; odpowiedZ dla tego przypadku jest bardzo duza — wynosi okoto

500000000. ,,Ztosliwy” jest takze test atric.in, w ktérym k = 0.
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Biura

Firma Bagjtel jest potentatem na bajtockim rynku telefonow komdrkowych. Kazdy jej pracownik otrzymal stuzbowy telefon,
w ktérym ma zapisane numery telefondw niektérych swoich wspdlpracownikéw (a wszyscy ci wspdlpracownicy majg w swoich
telefonach zapisany jego numer). W zwigzku z dynamicznym rozwojem firmy zarzqd postanowil przenie$é siedzibe firmy
do nowych biurowcow. W celu polepszenia efektywnosci pracy zostalo postanowione, ze kazda para pracownikow, ktorzy bedg
pracowaé w réznych budynkach, powinna znaé (nawzajem) swoje numery telefondw, tzn. powinni oni mieé juz zapisane
nawzajem swoje numery w stuzbowych telefonach komorkowych. Rownoczesnie, zarzqd postanowil zajgc jak najwickszq
liczbe biurowcow, aby zapewnié pracownikom komfort pracy. Pomdz zarzgdowi firmy Bajtel zaplanowaé liczbe biur i ich
wielkosci tak, aby spelnié oba te wymagania.

Zadanie
Napisz program, ktory:

e wyczyta ze standardowego wejscia opis, czyje numery telefondw majqg zapisane w swoich telefonach komorkowych
poszczegdlni pracownicy,

o wyznaczy maksymalng liczbe biurowcow oraz ich wielko$ci, spelniajgce warunki postawione przez zarzad firmy Bajtel,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera dwie liczby calkowite: n oraz m (2 < n < 100000, 1 < m < 2000000), oddzielone
pojedynczym odstepem i oznaczajgce odpowiednio: liczbe pracownikow firmy Bajtel i liczbe par wspdlpracownikow, ktdrzy
majg zapisane nawzajem swoje numery telefonow w swoich telefonach komorkowych. Pracownicy firmy sq¢ ponumerowani
od 1 domn.

Kazdy z kolejnych m wierszy zawiera po jednej parze liczb calkowitych a; @ b; (1 < a; <b;<n dla 1 <i<m),
oddzielonych pojedynczym odstepem i oznaczajgcych, Ze pracownicy o numerach a; i bj majg zapisane nawzajem swoje
numery telefonow w swoich telefonach komdrkowych. Kazda para liczb oznaczajgeych pracownikéw pojawi sie na wejsciu
co najwyzej raz.

Wyjscie

Pierwszy wiersz wyjscia powinien zawierac jedng liczbe catkowitq: maksymalng liczbe biurowcow, ktore powinna zajgé firma
Bagtel. Drugi wiersz wyjscia powinien zawieraé niemalejgcy cigg dodatnich liczb calkowitych, pooddzielanych pojedynczymi
odstepami, oznaczajgcych wielkosci biurowcéw (liczby rozlokowanych w nich pracownikdéw). Jezeli istnieje wiecej niz jedno
poprawne rozwigzanie, Twdj program powinien wypisaé dowolne z nich.
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Przyklad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
7 16 3
13 124
14

15

2 3

34

4 5

47

4 6

56

67

2 4

27

25

35

37
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Przykladowy dobry przydzial pracownikéw do biur wyglgda nastepujgco: do pierwszego biura pracownik o numerze 4,
do drugiego pracownicy 5 i 7, a do trzeciego pracownicy 1, 2, 3 i 6.

Rozwigzanie

Analiza problemu

Problem z zadania mozna opisa¢ za pomoca nieskierowanego grafu G = (V,E). Przyjmijmy, ze pracownicy Bajtelu
to wierzchotki V = {1,2,...,n}. Zbiér krawedzi E to zbidr par (u,v) (mozemy zatozy¢, ze u < v, poniewaz graf jest
nieskierowany), gdzie u i v oznaczaja pracownikow posiadajacych nawzajem swoje numery telefonow.

Przydzielenie pracownikow do biur to w interpretacji grafowej podziat zbioru wierzchotkéw V na parami roztaczne,
niepuste podzbiory Vi U--- UV, =V, dla ktérego:

e dowolne dwa wierzchotki, nalezace do réznych podzbioréw sa potaczone krawedzia:
Vigi <j<kVuev;Vvev; (u,v) € E,

e liczba skonstruowanych podzbioréw Vi, Va, ...,V jest mozliwie najwigksza.

Rys. 1:  Struktura grafu G dla przyktadu z tresci zadania. = Wigksze kétka oznaczaja optymalny podziat zbioru V
(maksymalizujacy k), a krawedzie migdzy kétkami oznaczaja, ze kazda para pracownikéw z potaczonych podzbioréw
jest w G potaczona krawedzia.

Problem podziatu grafu na zbiory wierzchotkéw spelniajace podane wyzej kryteria nie brzmi naturalnie i znajomo.
Okazuje si¢ jednak, ze modyfikujac graf G, mozemy sprowadzi¢ zadanie do problemu dobrze znanego. Zmiefimy
radykalnie zbiér krawedzi w grafie G — usufimy wszystkie krawedzie ze zbioru E i dodajmy takie pary (u,v), ktére
dotychczas nie byty potaczone krawedzia. Skonstruowany graf nazwiemy dopetnieniem grafu G i bedziemy go oznaczaé
G =(V,E'), gdzie E' = {(u,v) : 1 <u<v<n}—E.
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Rys. 2:  Graf G’ — dopetnienie grafu dla przyktadu z tresci zadania.

Zauwazmy, ze jezeli w zmodyfikowanym grafie G’ dwa wierzcholki z V sa polaczone krawedzia, to musza oznaczac
pracownikéw pracujacych w tym samym biurze, czyli kazda spéjna sktadowa grafu G’ musi by¢ w calosci zawarta
w jednym biurze. Z drugiej strony, pracownicy, ktorym odpowiadaja wierzchotki z réznych sktadowych, moga by¢
umieszczeni w réznych biurach. Maksymalng liczbe biur k uzyskamy wigc, lokujac pracownikéw kazdej sktadowej
w odrebnym biurze.

SprowadziliSmy zatem oryginalne zadanie do problemu znajdowania spdjnych sktadowych w dopelieniu zadanego
grafu — problemu, ktéry ma wiele klasycznych rozwiazan. Sa wsréd nich przeszukiwanie grafu wszerz (BFS) badz
w glab (DFS), czy wykorzystanie struktury Find-Union (opisy tych metod mozna znalezé np. w ksiazce [19]). Jednak
ich zastosowanie w naszym zadaniu moze by¢ trudne — przeszkodg stanowi fakt, ze graf G’ moze mieé¢ bardzo duzo
krawedzi. Ich liczba moze wynosi¢ nawet @, co w przypadku ograniczen z zadania oznacza okoto 5 miliardéw
krawedzi. Poszukiwanie spojnych skladowych w grafie G’ o tak gigantycznym rozmiarze musimy przeprowadzié
bez konstruowania grafu G'. Zanim pokazemy, jak to zrobié, zastanéwmy sig, jak najlepiej zaimplementowaé jeden
z klasycznych algorytmoéw.

Rozwiazanie o zlozonosci czasowej 0<n2)

W plikach bius0.pas oraz biusl.cpp znajduja si¢ rozwiazania zadania, w ktérych spéjne sktadowe grafu G’

sa wyznaczane algorytmem przeszukiwania grafu w glab (DFS). W pliku bius2.cpp znajduje si¢ rozwiazanie,

wykorzystujace do tego celu algorytm Find-Union. Poniewaz graf G' moze mie¢ prawie 5 krawedzi, to ztozonos¢

czasowa zaimplementowanych rozwiazan wynosi O(n®) (w przypadku wykorzystania algorytmu BFS lub DFS) lub
O(n*log* n) (przy uzyciu struktury Find-Union).

W zalaczonych rozwiazaniach nie konstruujemy explicite grafu G, gdyz wymagaloby to zbyt wiele pamigci. Dla
kazdego wierzchotka, na biezaco, w miarg potrzeby wyznaczamy wychodzace z niego krawedzie. W tym celu wstepnie
sortujemy listy sasiadéw wszystkich wierzchotkéw grafu G. Lista sasiadow wierzchotka v w grafie G pozwala nam takze
przejrze¢ w czasie O(n) wszystkich sasiadéw wierzchotka v w grafie G’ — sg to wierzchotki, ktérych brak na liscie. Co
wigcej, taka reprezentacja grafu G’ nie wymaga wigcej pamigci niz reprezentacja grafu G.

Sortowanie list sagsiadéw G mozna zrealizowac w ztozonosci czasowej O(mlogm) za pomoca jednego z klasycznych
algorytméw sortowania, na przyktad sortowania przez scalanie. Operacj¢ t¢ mozna wykonaé takze w czasie O(n+m) za
pomocg sortowania pozycyjnego. W tym celu krawedzie grafu G przedstawiamy jako pary liczb naturalnych z przedziatu
[1,n]. Opisy algorytméw sortowania przez scalanie (ang. Merge Sort) i sortowania pozycyjnego (ang. Radix Sort) znajduja
si¢, na przyktad, w ksiazce [19].

Rozwigzanie wzorcowe

Poszukajmy efektywniejszej metody wyznaczania spéjnych sktadowych grafu G’ bez wiasciwej konstrukcji tego grafu.
Zmodyfikujmy w tym celu algorytm Find-Union (patrz [19]), ktéry polega na stopniowym grupowaniu wierzchotkéw
w zbiory odpowiadajace spdjnym skltadowym. Poczatkowo tworzymy n zbioréw jednoelementowych — kazdy
wierzchotek bedzie w swoim zbiorze. Nastepnie przetwarzamy wierzchotki grafu G w dowolnej kolejnosci. Dla kazdego
wierzchotka v chcieliby§my zaktualizowac istniejacy podzial na spéjne sktadowe, uwzgledniajac wszystkie krawedzie
w grafie G’ incydentne z tym wierzchotkiem, tzn. taczac zbiory, pomigdzy ktérymi przebiegaja te krawedzie.

Zalézmy, ze przed przetworzeniem wierzchotka v mamy w strukturze Find-Union zapisany aktualny podzial grafu

na sktadowe S1,5,,...,5; i niech v € §7. Uwzglednienie krawedzi wychodzacych z v moze spowodowaé zmiang podziatu
G’ na spojne sktadowe — pewne sposréd sktadowych S, ...,S; moga zostaé polaczone z S;. Aby stwierdzié, czy

krawedzie G’ incydentne z v spowoduja potaczenie sktadowych Sy oraz S;, wystarczy poréwnac:
e liczbe krawedzi faczacych wierzchotek v ze sktadowa S; w grafie G,

e 7 liczba wierzchotk6w tej sktadowe;j |S;|.
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Jesli pierwsza z tych liczb jest mniejsza, to w grafie G’ musi istnie¢ krawedZ taczaca wierzcholek v z wierzcholkiem ze
zbioru S;. W ten sposéb, korzystajac z reprezentacji grafu G, mozemy konstruowaé sktadowe grafu G' — uwalniajac si¢
tym samym od konieczno$ci my§lenia o reprezentacji ,,niewygodnego” grafu G'.

Oznaczmy przez a; liczbe krawedzi grafu G, taczacych wierzchotek v ze spdjna sktadowa S;. Czy potrafimy
efektywnie wyznaczy¢ t¢ liczbe? Okazuje sig, ze tak!

e Na poczatku dla kazdej spdjnej sktadowej ustalamy a; réwne 0.

e Dla kazdej krawedzi (v,u) wychodzacej z v w grafie G, gdzie u € S; oraz j # 1, zwigkszamy warto$¢ a; o jeden.
Znalezienie zbioru S, do ktérego nalezy wierzchotek u, wykonywane jest za pomoca operacji Find.

e Kazda sp6jna sktadowa S; (i # 1), dla ktérej a; < |S;
za pomoca operacji Union.

, faczymy ze sktadowa S;. Laczenie zbioréw jest wykonywane

Po rozwazeniu wszystkich wierzchotkéw v ze zbioru V otrzymujemy podziat G’ na spéjne sktadowe. Trzeba jeszcze
zastanowic sig, ile czasu zajmie nam osiagnigcie tego efektu. Niejasne wydaje sig, dlaczego zaprezentowany algorytm
mialby by¢ szybki: wszak zlozonos$¢ czasowa przetworzenia jednego wierzchotka v to pesymistycznie O(n) (tyle moze
by¢ tacznie sktadowych G'), a w algorytmie wykonywanych jest n krokéw. Przyjrzyjmy si¢ zatem dokladniej, ile razy
poszczegdlne operacje zostaja wykonane w trakcie dziatania algorytmu.

e Operacji zerowania zmiennych a; (pierwsza grupa operacji) wydaje si¢ by¢ zdecydowanie za duzo. Zauwazmy
jednak, ze jesli zmienna a; zwiazana ze sktadowa S; na zakoriczenie fazy jest réwna zero, to na pewno S; zostanie
potaczona z Sy i zniknie przed nastgpna faza. Operacji zerowania takich zmiennych moze wigc by¢ w czasie trwania
catego algorytmu najwyzej O(n), bo tyle jest operacji taczenia sktadowych. Jesli natomiast zmienna a; jest w danej
fazie zwigkszana, to musiata istnie¢ krawedZ w grafie G (faczaca S| z S;), ktéra to spowodowala. Niezaleznie od
tego, czy skladowa S; zostanie potaczona z S| w tej fazie czy nie, takich operacji zerowania a; moze by¢ w catym
algorytmie najwyzej m. Razem operacje z tej grupy mozna wigc wykonaé¢ w czasie O(m+n).

e Operacje z drugiej grupy sa w widoczny sposéb zwiazane z istnieniem krawedzi — dla kazdej krawedzi grafu G
wykonujemy jedno dodawanie i jedng operacj¢ Find. Razem wymaga to czasu O(mlog*n).

e Oszacujmy jeszcze koszt operacji z trzeciej grupy. Eaczna liczba sprawdzen warunku a; < |S;| jest taka sama, jak
taczna liczba zerowan zmiennych a;, czyli O(m+ n). Z kolei liczba wykonan operacji Union jest oczywiscie rzedu
O(n). Cata ta grupa operacji jest wigc wykonywana w czasie O(m + nlog* n).

Ostatecznie pokazaliSmy, ze zlozonos$¢ czasowa zaprezentowanego rozwiazania wynosi O((n+ m) -log*n). Jego
implementacja znajduje si¢ w plikach: biu.cpp oraz biul.pas.

Rozwigzanie alternatywne

Spéjne sktadowe G’ mozna takze znalezé, stosujac zupelnie odmienne podejscie niz poprzednio. W zalezno$ci od
whasnosci grafu G’ zastosujemy do niego klasyczny algorytm znajdowania sktadowych lub wykazemy, ze graf ma postac,
przy ktérej efektywne bedzie inne podejscie.

Podstawa podziatu graféw na grupy bedzie liczba krawedzi i wielkos¢ sktadowych. Wielkosci te mozna powiazaé
nastepujaco:

Obserwacja 1 Jesli w grafie G’ istnieje sp6jna sktadowa S zawierajaca k wierzchotkéw, to w grafie G jest co najmniej
k- (n—k) krawedzi.

Dowéd Poza spojna sktadowa S w grafie G (a zatem i w G’) jest dokltadnie n — k wierzchotkéw. Zaden z tych
wierzcholkéw nie moze by¢ polaczony krawedzia w grafie G’ z zadnym wierzcholkiem z S. To oznacza, ze w G kazdy
sposréd tych n — k wierzchotkéw jest potaczony z kazdym wierzchotkiem S, czyli w grafie G jest co najmniej k- (n — k)
krawedzi. [ |

Widzimy wiec, ze jezeli graf G’ zawiera spora sktadowa, powiedzmy o rozmiarze zblizonym do §, to graf G musi

mie¢ prawie é krawedzi. Stad, jezeli m jest mate w stosunku do 7%, to w G’ nie moze by¢ tak duzych sktadowych.
Zastanowmy sig, jak wykorzystaé t¢ zalezno$¢ do rozwigzania zadania. Zdefiniujmy stata, ktéra wykorzystamy przy
klasyfikacji graféw,

ko = max(k < g tk-(n—k) <m)

(dla uproszczenia zapisu bedziemy odtad zaktadaé, ze 2|n).
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Przypadek 1. Jezeli ky = % to ’2—2 =ko-(n—ko) < m. To oznacza, ze 2m > % > @ Poniewaz razem w grafie G oraz
w grafie G’ jest w krawedzi, to uzyskana zalezno$¢ oznacza, ze graf G’ posiada co najwyzej @ —m<2m—m=m
krawedzi. W takim przypadku mozemy po prostu wyznaczyc¢ graf G/, a jego spéjne sktadowe odnalezé za pomoca jednego
ze standardowych algorytmdéw opisanych na poczatku opracowania. Stosujac przegladanie DFS lub BFS, mozna uzyskaé

7tozonosé czasowa O(n+m).

Przypadek 2. Zastanéwmy sig, jak wyglada graf G', gdy ko < 5. W tym wypadku mamy nastepujaca wtasnosc.
Obserwacja 2 Jezeli ko < 5, to w grafie G’ musi istnie¢ spéjna sktadowa o licznosci co najmniej n — ko.

Dowéd Pokazemy najpierw, ze w tym przypadku w grafie G’ musi istnieé¢ spéjna sktadowa rozmiaru wigkszego niz 3
Dowdd przeprowadzimy przez sprzecznosS¢.
Gdyby wszystkie sktadowe G’ byly nie wigksze niz 4, to z kazdego wierzchotka G wychodzitoby co najmniej 5

krawedzi, laczacych go z wierzchotkami z pozostalych skladowych G’. To oznacza, ze graf G miatby co najmniej

n 1 _ n? : 02 _n n : : s . n
n-5-5 =" krawedzi, czyli r = 5 (n - 5) < m. To jest jednak sprzeczne z zatozeniem, ze ko < 5.

Wiemy juz, ze w grafie G’ istnieje spéjna sktadowa rozmiaru / > 5. To pozwala nam stwierdzi¢, ze graf G zawiera
co najmniej I - (n — ) krawedzi, czylim > [ - (n—1).

Zauwazmy, ze wartoSci i(n — i) wzrastaja dla i = 1,2,...,5. Gdyby wiec zachodzito I < n — ko, to z prostego
przeksztatcenia nieréwnosci mielibySmy ko < n—1 < 5 i dalej ko- (n—ko) < (n—1)-(n—(n—1)) = l(n—1) < m.
To jest jednak sprzeczne z definicja statej ko, wigc nieréwno$¢ I < n — ko nie moze zachodzi¢. Ostatecznie [ > n — ko
i rzeczywiscie w grafie G’ istnieje spjna sktadowa rozmiaru co najmniej n — k. ]

PokazaliSmy, ze w rozwazanym przypadku G’ ma duza sktadowa. Pozostaje jeszcze ja znalez¢. Ponizsze spostrzezenie
pozwala nam zidentyfikowaé spora grupg wierzchotkéw tej sktadowe;j.

Obserwacja 3 Jezeli graf G’ zawiera sp6jna skladowa S o liczno$ci nie mniejszej niz n — ko > 5, to nalezy do niej kazdy
wierzchotek ze zbioru V, z ktérego w grafie G wychodzi mniej niz n — ko krawedzi.

Dowéd Z dowolnego wierzchotka, ktéry nie nalezy do S, wychodzi w G co najmniej n — ko krawedzi, prowadzacych
wtlasnie do wierzchotkéw sktadowej S. Skoro tak, to wszystkie wierzcholki G, z ktérych w grafie G wychodzi mniej niz
n — ko krawedzi, musza naleze¢ do S. |

Zastanéwmy si¢ jeszcze, ile moze by¢ w grafie G wierzchotkéw o stopniu nie mniejszym niz n — ko (takie
wierzchotki moga, ale nie musza naleze¢ do S). Oznaczmy przez x liczbg tych wierzchotkéw. Laczna liczba
incydentnych z nimi krawegdzi w G to co najmniej @, wigc takze L;/c@ < m.  Gdyby x > 2kg + 2,
to mielibySmy zatem (ko + 1)(n — ko) < m, ale to jest niemozliwe, gdyz z definicji stalej ky wynika, ze
(ko+1)(n—ko) > (ko+1)(n— (ko + 1)) > m. Widzimy wiec, ze x < 2ko + 1.

Algorytm. JesteSmy gotowi do zapisania szkicu algorytmu, opartego na wszystkich wykonanych oszacowaniach:

1. Wyznaczamy stata ko = max(k < 5 : k- (n — k) < m), na przyktad przegladajac wszystkie mozliwosci w ztozonosci
czasowej O(n).

2. Jezeli ko = %, to do rozwiazania zadania wykorzystujemy klasyczna metodg: konstruujemy graf G’ i dzielimy go
bezposrednio na spdjne sktadowe. Ztozono$¢ czasowa w tym przypadku to O(n+m).

3. Jezeli kg < 5, to:

(a) Wszystkie wierzcholki grafu G o stopniu mniejszym niz n — ko taczymy w jedna sp6jna sktadowa S grafu G'.
Wierzcholki te znajdujemy w czasie O(n +m).

(b) Dla kazdego z pozostalych wierzchotkéw (jest ich co najwyzej 2ko + 1) znajdujemy listy krawedzi
incydentnych z nim w G’ — mozna to zrobi¢ w czasie O(kgn) za pomoca algorytmu podobnego do metody
znajdowania dopetnienia grafu, opisanej w pierwszym rozdziale.

(c) Przeksztalcamy graf G’, zastgpujac wszystkie wierzcholki ze sktadowej S jednym wierzchotkiem. W tak
zmienionym grafie znajdujemy spdjne sktadowe za pomoca klasycznego algorytmu. Zlozono$¢ czasowa
tego kroku to O(kon), gdyz graf ma co najwyzej 2k + 2 wierzchotkéw i co najwyzej (2kog + 2)n krawedzi.
Znalezione spéjne sktadowe tego grafu, to (po ,,;rozwinigciu” sktadowej S) szukane sp6jne skladowe grafu G'.

Jedynym aspektem powyzszego algorytmu, jaki moze nas martwié, jest wystgpowanie w punktach 3b oraz 3c trudne;j
do oszacowania ztozonosci czasowej O(kon). Sprébujmy wigc znaleZé gérne ograniczenie na warto$¢ wyrazenia kon,
pamigtajac o tym, ze kg < 5 < n—ko:

kon =ko(ko+ (n—ko)) < ko((n—ko) + (n—ko)) =2-ko(n—ko) < 2m.

Wykonane szacowanie pozwala nam ostatecznie podsumowaé ztozono$¢ zaprezentowanego algorytmu — wynosi ona
O(n+ m). Implementacje algorytmu znajduja si¢ w plikach biu2.pas oraz biu3.cpp.
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Testy

Rozwigzania zawodnikéw byly sprawdzane na zestawie 10 testéw. Krawedzie w kazdym tescie sa w losowym porzadku.

Nazwa n m Opis

biul.in 30 306 | test poprawnoSciowy: graf G’ sklada sie z kliki, drzewa wzbogaconego o kilka
krawedzi oraz matej liczby losowych krawedzi,

biu2.in 100 3877 | graf G’ sktada si¢ z dwéch klik i drzewa,

biu3.in 500 96063 | graf G’ sktada si¢ z klik o rozmiarach bedacych kolejnymi potggami 2,

biud.in 1000 483264 | graf G’ sklada si¢ z niewielkich klik oraz losowej czesci,

bius.in 5000 | 1962785 | graf G’ sklada sig¢ z kilku klik i drzew oraz losowej czgsci, bedacej grafem
stosunkowo rzadkim,

biub.in 10000 | 1944928 | graf G’ skiada si¢ z 5 klik i 5 drzew oraz losowej czesci, bedacej grafem
stosunkowo gestym,

biu7.in 20000 | 1955565 | graf G’ skiada si¢ z 5 klik uzupetnionych kilkoma krawedziami oraz losowej
czgdci, bedacej grafem stosunkowo rzadkim,

biuS.in | 40000 | 1832878 | duzy test, zawierajacy jednego pracownika, posiadajacego telefony do wszyst-
kich pozostatych (czyli tworzacego jednoosobowe biuro) oraz grupe kilku in-
nych pracownikow, ktérzy moga zajmowac oddzielne biuro,

biu.in | 69671 | 1792601 | graf G’ sktada si¢ zdwéch nieduzych klik z kilkoma dodatkowymi krawedziami
oraz losowej czgsci, bedacej grafem bardzo rzadkim,

biul0O.in | 99328 993211 | graf G’ sktada si¢ z 3 matych klik oraz losowej, pozostalej czesci.
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Tres¢ zadania, Opracowanie Program

Ol, Etap 1

Drzewa

Bajtazar ma domek na wsi. Niedawno kupit on n drzew i zlecil swojemu ogrodnikowi posadzenie ich w jednym rzedzie. Gdy
ogrodnik posadzil drzewa, Bajtazarowi nie spodobata sie kolejnosé, w jakiej zostaly one posadzone. Drazni go, Ze drzewa
niskie i wysokie zostaty pomieszane ze sobq i calosé nie wyglgda zbyt estetycznie.

Bagjtazar, chcge wyjasnié ogrodnikowi, jaki jest jego cel, zdefiniowal wspOtczynnik nieporzadku rzedu drzew jako:
|hi —ho| + |ho —hg| + - + |hy_1 — hul|, gdzie hi, hy,... h, to wysokosci kolejnych drzew w rzedzie. Im mniejsza warto$é
wspolczynnika nieporzgdku, tym ladniej wygleda rzqd drzew.

Przesadzanie drzew jest bardzo pracochtonne i klopotliwe. Dlatego tez Bajtazar zlecit ogrodnikowi przesadzemie
co najwyzej dwéch drzew (tak, Ze zostang one zamienione miejscami). Ogrodnik ma tak wybraé drzewa do przesadzenia,
aby wspdlczynnik nieporzqgdku rzedu drzew stat sie jak najmmniejszy.

Ogrodnik nie jest pewien, czy wlasciwie wybral drzewa do przesadzenia, a boi sie, ze w razie pomyltki straci prace. Pomdz
mu 1 oblicz, dla kazdego drzewa, jaki najmniejszy wspolczynnik nieporzqdku moze zostaé uzyskany poprzez ewentualng
zamiane jego pozycji z innym drzewem.

Zadanie
Napisz program, ktory:

o wczyta ze standardowego wejscia wysokosci drzew w rzedzie,

o dla kazdego drzewa obliczy najmniejszy wspotczynnik nieporzadku, jaki moze byé uzyskany, jezeli rozpatrywane drzewo
zostanie zamienione pozycjq z pewnym innym lub Zadne drzewo nie bedzie przesadzane,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera jedng liczbe calkowitgn (2 <n< 50 000). Drugi wiersz wejscia zawiera n liczb calkowitych
hi (1 < h; < 100000000 ), pooddzielanych pojedynczymi odstepami i oznaczajgcych wysokosci kolejnych drzew w rzedzie.
Wyjscie

Wyjscie powinno zawiera¢ doktadnie n wierszy. Wiersz i-ty powinien zawieraé dokladnie jednq liczbe calkowitq —
nagmniejszy wspotczynnik nieporzqdku mozliwy do uzyskania przez przesadzenie i-tego drzewa.

Przyklad
Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
5 7
74525 7
8
7
7
Natomiast dla danych: poprawnym wynikiem jest:
5 4
12345 4
4
4
4

W pierwszym przyktadzie wspolczynnik nieporzqdku rowny 7 moze bycé uzyskany poprzez przesadzenie drzew numer 114 4,
2405 1lub 415 Tak wiec przesadzajgc kazde z wymienionych w poprzednim zdaniu drzew (1, 2, 4 i 5) z odpowiednio wybranym
imnym drzewem, mozna uzyskaé wspolczynnik nieporzgedku 7. Jedynie dla drzewa 3 najlepszy mozliwy do uzyskania
wspolczynnik nieporzqgdku jest wiekszy i wynosi 8. W drugim przykladzie przesadzenie dowolnych dwdch drzew moze
jedynie powickszyé wspolczynnik nieporzadku, wiec Zadna zamiana nie powinna mieé miejsca i wszystkie wspolczynniki
nieporzqdku réwnajq sie poczgthkowemu wspdlezynnikowi (4).
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Drzewa

Rozwigzanie

Najprostsze rozwigzanie — symulacja

Najprostszy sposoéb rozwiazania zadania to zasymulowanie wszystkich mozliwych przesadzen i obliczenie, dla kazdego
z nich, wspéiczynnika nieporzadku powstatego szpaleru (czyli rzedu) drzew. Poniewaz musimy wdéwczas rozwazy¢
n(n— 1) przesadzanych par i dla kazdej z ich wyliczy¢ w czasie O(n) wsp6iczynnik nieporzadku, wigc ztozono$¢ czasowa
tego algorytmu wynosi O(n?). Jego implementacja znajduje si¢ w plikach drzs0.cpp i drzsl.pas.

Rozwiazanie mozna tatwo usprawnic¢, korzystajac z faktu, ze przesadzenie dwéch drzew ma dos¢ ,lokalny” wptyw
na wspétczynnik nieporzadku. Jesli wstepnie policzymy wspoétczynnik nieporzadku dla poczatkowego szpaleru, to po
przesadzeniu wybranej pary drzew (powiedzmy zajmujacych pozycje i oraz j dla 1 <i < i+ 1 < j < n), wystarczy
skorygowac wspétczynnik o wartos¢:

(|h1 _h2‘+|h2_h3|+"'+|hnfl —hn|) +
= (I =ha| o+ By = hjl + [y = hia [+ +
+  |hjor—hi| + i =R+ e —ha|) =
= (|hjo1 = hil + [hi = b |+ [hiy = hy| + [hj — hia|) +
= (Mhjr = hjl |y =By |+ [hiey = il [hi = higa )

Jak widaé, mozemy to zrobi¢ w czasie statym. Dla przypadkow, gdy i =1 lub i+ 1 = j, lub j = n (czyli gdy
przesadzamy drzewa skrajne lub sasiadujace ze soba), wzory sa trochg inne, ale nadal bardzo proste do wyznaczenia.

Z}ozonos§¢ czasowa usprawnionej wersji rozwiazania to O(n?). Jej implementacja znajduje si¢ w plikach drzs2.cpp
oraz drzs3.pas.

Oba zaprezentowane rozwiazania sa stosunkowo proste koncepcyjne, a ich zaprogramowanie nie stwarza zbytnich
probleméw. Wigkszosé zawodnikéw nadestata tego typu algorytmy, zdobywajac za rozwiazania o ztozonosci O(n?)
okoto 30 punktéw na 100 mozliwych, a za rozwiazania o ztozonosci O(n*) — od 50 do 70 punktéw. Dodatkowe
sposoby usprawnienia rozwiazania o ztozonosci O(n?) zostaly przedstawione — w charakterze ciekawostki — na koricu
niniejszego opracowania.

Rozwigzanie wzorcowe

Wprowadzenie

Rozwiazanie wzorcowe zadania Drzewa osiaga ztozono$¢ czasowa zdecydowanie nizsza niz rozwiazania symulacyjne
— O(nlogn). Jest oparte na catkowicie odmiennym podejsciu, ktérego zrozumienie wymagaé bedzie od Czytelnika
pewnej dozy cierpliwo$ci. Jednak naszym zdaniem zdecydowanie warto si¢ z nim zmierzy¢, bo zaprezentowane pomysty
sa ciekawe i niebanalne. Implementacja tego rozwiazania takze jest stosunkowo trudna i zmudna, przede wszystkim
z powodu konieczno$ci rozpatrywania wielu szczegdlnych przypadkéw. Po tym ,.zniechgcajacym” wstepie, naprawde
szczerze zapraszamy Czytelnikéw do dalszej lektury.

Drzewo minTree

W prezentowanym rozwiazaniu bedziemy wykorzystywac strukturge danych, w ktérej mozna przechowywacé pary (klucz,
wartos¢é), gdzie klucze [1,n]. Na strukturze tej bedziemy wykonywacd operacje:

e insert(k,w) — wstawianie elementu o kluczu k i wartoSci w;
e delete(k) — usunigcie elementu o kluczu k,
e min_val(l,p) — znalezienie minimalnej wartosci towarzyszacej elementom o kluczach z przedziatu (I, p] C [1,n].

Dodatkowo wiemy, ze klucze elementéw zapisanych w strukturze nie powtarzaja sig, a dla prostoty implementacji mozna
zatozy¢, ze n jest potega dwojki.

Strukture danych minTree mozna efektywnie zrealizowaé za pomocg statycznego drzewa poszukiwan binarnych, tzw.
drzewa przedziatowego. Jest to drzewo binarne, ktérego wierzcholki sa zwiazane z przedzialami zawartymi w [1,n]
W nastgpujacy sposob:

e korzen drzewa reprezentuje przedziat kluczy [1,n];

e kazdy wezet wewnetrzny v drzewa, ktory reprezentuje niejednostkowy przedziat [, r] (tzn. r > ), ma dwéch synéw,

ktérzy reprezentuja odpowiednio przedziaty kluczy: [1, | 5* |] oraz [| 57 ] + 1,7];
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e drzewo ma n lisci, ktérym odpowiadaja przedziaty jednostkowe [1,1],[2,2],...,[n,n].

Przedzialy reprezentowane przez wezty drzewa nazywamy przedziatami bazowymi. Przykiad drzewa przedzialowego
dla przedziatu [1,4] jest pokazany na rys. 1.

[14]

N

[1,2] [34]

[1,1] [22] [33] [44]

Rys. 1:  Drzewo przedzialowe, skonstruowane dla przedziatu kluczy [1,4].

Doktadniejszy opis drzew przedziatlowych mozna znaleZ¢ na przyktad w Niebieskiej ksiqzeczce z XIII Olimpiady
Informatycznej ([13]) w opracowaniu zadania Tetris 3D. Tutaj ograniczymy si¢ do przypomnienia ich najwazniejszych
z naszego punktu widzenia wlasciwosci:

e glebokosé drzewa (czyli dlugos¢ najdtuzszej Sciezki od korzenia do liscia) jest rzgdu O(logn),
e liczba weztéw drzewa jest rzedu O(n),

e kazdy przedziat [I,r] zawarty w przedziale [1,n] mozna roztozyé na O(logn) parami roztacznych przedziatéw
bazowych (tzn. kazda liczba catkowita w nim zawarta znajdzie si¢ w doktadnie jednym przedziale z rozktadu);
przedzialy i reprezentujace je wierzchotki mozna znalezé w czasie O(logn).

Za pomoca drzewa przedzialowego mozemy zaimplementowaé efektywnie minTree. W tym celu w kazdym
wierzchotku umiescimy dodatkowe pole val przeznaczone na warto§¢. Zadbamy o to, by w weZle reprezentujacym
przedziat [I,r] w polu val znajdowalo si¢ minimum wartosci zwiazanych z kluczami z przedziatu [/, r]. W polu val liscia
reprezentujacego przedziat [i,i] zapiszemy wigc warto$é elementu o kluczu i. Jesli takiego elementu nie ma w drzewie,
to w lisciu [7,i] mozemy wpisaé warto$¢ e. W polu val wezta v reprezentujacego przedzial [/, r] zapiszemy minimum
z wartosci przypisanych elementom o kluczach z przedziatu [/,r]. Zauwazmy, ze t¢ warto$¢ mozemy wyznaczy¢ jako
minimum z pol val synéw wezla v.

Operacje na minTree wykonamy w nastgpujacy sposob:

e Puste drzewo tworzymy, budujac kompletng strukture przedziatow i wypetniajac wszystkie pola val warto§ciami oo,
Cala konstrukcje mozemy zbudowaé w czasie O(n). Warto takze nadmienié, ze drzewo, dzigki regularnej strukturze,
mozna zaimplementowaé bez uzycia wskaznikéw. Drzewo to ,,wktadamy” w tablice A[1..2n — 1] poziomami:
woéwczas korzen znajduje si¢ w polu o indeksie 1, a synowie wierzchotka zapisanego w polu o indeksie i w polach
o indeksach 2i oraz 2i+ 1.

e Operacje insert(k,w) wykonujemy, przechodzac $ciezka od korzenia do liscia [k, k] i zmieniajac w nim warto$¢é val
na w. Wracajac od liscia [k, k] do korzenia, aktualizujemy pola val we wszystkich weztach napotkanych po drodze
— zauwazmy, ze sa to wszystkie wezty drzewa, reprezentujace przedzialy zawierajace przedziat [k,k]. Operacje
wykonujemy w czasie O(logn), bo taka jest wysokos§¢ drzewa.

e Operacj¢ delete(k) mozna zrealizowaé, wykonujac insert(k, o). Koszt czasowy tej operacji to takze O(logn).

e Znalezienie min_val(l,r) wymaga roztozenia [/,r] na przedzialy bazowe, a nastgpnie wyznaczenia minimum
z wartosci pol val dla weztéw drzewa reprezentujacych te przedzialy. Zaréwno rozktad, jak i minimum, mozna
znalez¢ w czasie O(logn).

Zarys rozwigzania wzorcowego

Rozpoczniemy od wprowadzenia terminologii, ktéra utatwi nam opis rozwiazania.

W rozwiazaniu bedziemy wykorzystywac drzewiaste struktury danych (minTree). Aby Czytelnik w kazdym
momencie opracowania wiedziat czy stowo ,,drzewo” oznacza roSling z tresci zadania, czy strukture danych, uméwmy
si¢, ze wszystkie drzewa w ogrodzie Bajtazara to cyprysy.

Miejsca w ogrodzie Bajtazara sa wstepnie ponumerowane kolejno liczbami 1,2, ..., 7, wigc i-tym miejscem bedziemy
nazywac i-te miejsce w szpalerze. Wprowadzimy dodatkowe uporzadkowanie. Rangq cyprysa nazwiemy jego pozycje
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w ciagu cyprysow uporzadkowanych wedtug wysokosci, tzn. rangg 1 przypiszemy najnizszemu cyprysowi, rangg 2 —
drugiemu w kolejnosci itd.; najwyzszy cyprys dostanie range n. Jednakowe cyprysy mozemy uporzadkowaé dowolnie —
po przyjeciu tego porzadku bedziemy uwazac, ze wszystkie cyprysy maja rézne wysokosci i bedziemy rozstrzygaé remisy
zgodnie z przyjetym porzadkiem rang. Przez H; oznaczymy rang¢ cyprysa rosnacego na i-tym miejscu.

Domyslnie miejsca bedziemy oznaczaé wedtug numerow, a cyprysy wedtug rang, tzn. moéwiqc i-te miejsce, bedziemy
mieli na mysli i-te miejsce w szpalerze, a mowiqc i-ty cyprys — cyprys i-ty co do wielkosci. Dodatkowo, przez D;
oznaczymy miejsce zajmowane przez i-ty cyprys. To oznacza, ze najnizszy cyprys stoi w szpalerze na miejscu D1, drugi
— na miejscu D; itd.; najwyzszy stoi na miejscu D,,.

Przyklad 1 Rozwazmy pierwszy z przykladéw w tresci zadania, w ktérym n = 5, a wysokosci kolejnych cypryséw
w szpalerze to: 7,4,5,2,5. Rangi H przypisane kolejnym cyprysom w szpalerze to: 5,2,4,1,3 (przy innym
rozstrzygnigciu remisu mozliwe jest takze przypisanie rang: 5,2,3,1,4). Ciag D to: 4,2,5,3,1 (a w drugim przypadku
4,2,3,5,1).

Cyprysy bedziemy przeglada¢ w kolejnosci rosnacych wysokosci, czyli wedtug rang p = 1,2,...,n. To znaczy, ze
bedziemy rozwazaé kolejno cyprysy stojace na pozycjach: t =Dy,D;,...,D,. Dlakazdego z nich wyznaczymy optymalna
zmiang wspoétczynnika nieporzadku, jaka mozna uzyskal, przesadzajac go z dowolnym innym (ewentualnie nic nie
zmieniajac w szpalerze). Przyjrzyjmy si¢ wigc teraz p-temu cyprysowi rosnacemu na t-tym miejscu i mozliwosciom,
jakie stwarza jego przesadzenie.

Zamiang Cyprysa rosnacego na miejscu z-tym z innym, powiedzmy rosnacym na miejscu ¢'-tym, podzielimy na dwie
operacje:

Faza I: dokonamy zmian na miejscu ¢/, to znaczy wyrwiemy cyprys z miejsca ¢’ i na jego miejsce posadzimy p-ty cyprys,

Faza 2: dokonamy zmian na miejscu ¢, to znaczy wyrwiemy cyprys z miejsca ¢t i w powstalej wyrwie posadzimy cyprys
z miejscat’.

Oznaczmy przez a, h oraz b wysokosci cypryséw rosnacych (poczatkowo) na miejscach r — 1, ¢ oraz t + 1 (mozemy
bez straty ogdlnosci zatozy¢, ze a < b, w przeciwnym razie zamienimy oznaczenia, przyjmujac a = h; ) oraz b = h;_y).
Analogicznie oznaczymy przez a', h' oraz b’ wysokoSci cypryséw z miejsc ¢ — 1, ¢’ oraz t' + 1 (takze zaktadamy, ze

/ /
a <b.

Faza 1

! 1% b —_— ’ h b

Rys. 2:  Efekt posadzenia cyprysa z miejsca t w miejscu ¢’
Zmiany zachodzace w miejscu t' to wyrwanie cyprysa rosnacego w tym miejscu (powoduje to zmniejszenie
wspoétczynnika nieporzadku o |@’ — /| + |b' — H|) i posadzenie w powstalej wyrwie cyprysa o wysokosci i (powoduje
to wzrost wspétczynnika nieporzadku o |@’ — h| + |b’ — h|). Zmiang wspdlczynnika mozemy zapisaé jako:

1od 4+ —2h—|d —W|—|b — | =—2h+(d +b —|d —K|— | —K|),jezeli h < d,
2.0 —d —|d —K|— ) —H| =0+ —d —|d —HW|— |V —I|).jezelid <h<V,
3. 2h—d —b —|d —W|— |V —H|=2h+(—d —b —|d — |- |b' — 1)), jezeli h > b.

Zauwazmy, ze kazde z wyrazen podzieliliSmy na dwie czgéci: sktadowq cyprysa (rtéwna —2h, O lub 2h) oraz sktadowq
miejsca (oznaczymy ja w kolejnych przypadkach fi(t'), f2(¢') oraz f3(¢')). Otrzymana postaé wyrazenia sktania nas do
nastgpujacych spostrzezen:

e z punktu widzenia cyprysa o wysokosci h, pozycje t’, na ktérych mozemy go posadzié, dziela si¢ na trzy grupy:

— doliny, czyli miejsca, gdzie trafi pomigdzy dwa wyzsze cyprysy, tzn. h < d’,
— zbocza, gdzie bedzie sasiadowal z wyzszym i z nizszym cyprysem, czyli @’ < h < b’ oraz
— szczyty, gdzie po obu stronach bedzie miat nizsze cyprysy, czyli b’ < h;

jesli jaka$ pozycja kwalifikuje si¢ do wigcej niz jednej grupy (z powodu réwnosci), to mozemy ja przydzielié
dowolnie, ale tylko do jednej grupy;
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e dla dolin powinni$my policzyé wartosci fi(t') — 2h, dla zboczy — wartosci f>(¢'), dla szczytéw — wartoSci
f(t') +2h;

e optymalna pozycja docelowa ¢’ dla rozwazanego cyprysa o wysokosci & to taka, dla ktérej warto$¢ z poprzedniego
punktu jest minimalna (na razie nie martwimy si¢ faktem, ze trzeba bedzie jeszcze posadzi¢ cyprys wyrwany
z pozycji ' — o tym pézniej).

Pozostaje nam zrealizowac zakre§lony plan. Do przechowywania pozycji wraz ze sktadowymi miejsca wykorzystamy
trzy drzewa minTree:

A — bedziemy w nim przechowywaé pary (Hy, fi(t')), gdzie ¢ jest doling dla rozwazanego cyprysa (a Hy,
przypomnijmy, oznacza rang¢ Cyprysa zajmujacego miejsce t');

B — w tym drzewie bedziemy przechowywac pary (Hy, f>(1')), gdzie ¢’ jest zboczem dla rozwazanego cyprysa;
C — to drzewo przeznaczymy na pary (Hy, f3(t')), gdzie ¢’ jest szczytem dla rozwazanego cyprysa.

Dzigki zastosowaniu struktur minTree bedziemy w stanie znalezZé optymalna pozycje dla rozwazanego cyprysa,
wykonujac operacje min_val(1,n) dla kazdego z drzew. Pozostaje tylko wyjasnié, jak podzieli¢ pozycje na doliny, zbocza
i szczyty dla pierwszego rozwazanego cyprysa i jak aktualizowac ten podziat przy przechodzeniu do kolejnych ranga
Cyprysow.

Teraz wyjasni sig¢, dlaczego wybraliSmy rozwazanie cypryséw wedtug rang. Ot6z z punktu widzenia pierwszego,
najnizszego cyprysa wszystkie pozycje sq dolinami, wigc wszystkie powinny trafi¢ do drzewa A. Nastgpnie, zat6zmy, ze
w trakcie rozwazania p-tego cyprysa zajmujacego miejsce ¢+ mamy pozycje poprawnie rozdzielone pomigedzy drzewa
A, B i C. Woéwezas prawie wszystkie pozycje sa poprawnie sklasyfikowane takze z punktu widzenia (p + 1)-ego
cyprysa. Jesli bowiem na pozycjach sasiednich wzgledem rozwazanej pozycji ¢’ stoja cyprysy o rangach z przedziatéw
[1,p—1]U[p+ 1,n], to relacja ich wysokosci jest taka sama w stosunku do p-tego oraz (p+ 1)-szego cyprysa. Klasyfikacja
moze ulec zmianie jedynie dla pozycji ' =t — 1 oraz t' = t + 1, ktére sasiaduja z p-tym cyprysem. Jesli ktéras z tych
pozycji byta doling dla p-tego cyprysa i p-ty cyprys byl nizszym z jej sasiadéw, to dla cyprysa (p + 1)-szego pozycja
ta jest zboczem (i musi zostaé przeniesiona z drzewa A do drzewa B). JeSli natomiast pozycja ta byta zboczem dla
p-tego cyprysa i p-ty cyprys byt wyzszym z sasiadéw, to dla cyprysa (p + 1)-szego pozycja ta jest szczytem (i musi
zostaé przeniesiona z drzewa B do drzewa C). Oczywiscie, przenoszac pozycje¢ do nowego drzewa, umieszczamy jg tam
z warto$cia f; stosowana w tym drzewie.

ZYozonosé. Kazda aktualizacje stanu drzew: A, B i C potrafimy wykonaé w czasie O(logn). W takim samym czasie
znajdujemy réwniez minimum z warto$ci w tych drzewach. Widzimy wigc, ze fazg pierwsza dla dowolnego cyprysa
potrafimy wykona¢ w czasie O(logn), a dla wszystkich — w czasie O(nlogn).

Przypadki szczegélne. Przedstawiony opis rozwigzania dla fazy 1 jest do$¢ przejrzysty i elegancki. Jednak
zapewne nawet wyjatkowo tolerancyjny Czytelnik juz niejednokrotnie odczul niepokdj zwiazany z dos¢ niefrasobliwym
traktowaniem przypadkéw szczegélnych — dotychczas wilasciwie je ignorowaliSmy. W szczegdlnoSci wigkszo$¢
z podanych wzoréw nie jest poprawna, jezeli mamy do czynienia z pozycjami skrajnymi w szpalerze, tzn. ¢,¢' € {1,n},
lub sasiednimi, tzn. |t —¢'| = 1. Préba zmodyfikowania algorytmu tak, by uwzglednic¢ wszystkie sytuacje, doprowadzitaby
do nadmiernego skomplikowania cato$ci i pogrzebania giéwnych idei w powodzi szczegéiéw.  Proponujemy
wigc wyeliminowanie 7z powyzszego rozwiazania tych przypadkéw i rozwazenie ich osobno kosztem niewielkiego,
dodatkowego naktadu czasu.

Eliminacja. Przede wszystkim w catlym rozwiazaniu nie bedziemy bra¢ pod uwage skrajnych pozycji 1 i n. W ten
sposéb bedziemy mie¢ gwarancje, ze kazda rozwazana pozycja jest otoczona dwiema sgsiednimi. Kwesti¢ pozycji
sasiednich rozwiazemy, usuwajac z puli pozycji (zapisanych w drzewach A, B i C) pozycje sasiednie z zajmowang
przez aktualnie rozwazany cyprys, czyli pozycje t — 1 oraz t 4 1. Jest to o tyle tatwiejsze, ze sa to jedyne pozycje,
ktére po zakonczeniu rozwazania p-tego cyprysa (z miejsca t) przenosimy migdzy drzewami minTree. W takim
razie nikt nam nie zabrania usuna¢ ich z drzew minTree tuz przed rozwazaniem p-tego cyprysa i wstawi¢ do
odpowiednich drzew minTree juz po jego rozwazeniu.

Osobne rozpatrzenie. lle jest par réznych pozycji takich, z ktérych co najmniej jedna jest skrajna albo sa to
pozycje sasiednie? Nie wdajac si¢ w doktadne rachunki, mozemy $mialo powiedzie¢, ze jest ich co najwyzej
3n = O(n). Poniewaz wplyw zamiany cypryséw z dowolnej takiej pary pozycji na wspétczynnik nieporzadku
mozna wyznaczy¢ w stalej ztozonosci czasowej (patrz opis rozwiazania o ztozonosci czasowej O(n?)), to osobne
rozpatrzenie wszystkich przypadkéw szczegdlnych moze zosta¢ wykonane w dodatkowym czasie liniowym
wzgledem n. Taki narzut nie ma wigc zadnego wptywu na calkowita ztozono$¢ obliczeniowa niniejszego
rozwiazania.
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Podsumowanie fazy 1. Na zakonczenie opisu rozwigzania fazy 1 zauwazmy, ze zastosowanie drzew minTree wydaje si¢
by¢ przesada — wszak do wykonania wszystkich potrzebnych operacji wystarczytaby zwykla kolejka priorytetowa! Co
wigcej, nie widac jeszcze zadnego powodu, by jako klucze elementéw odpowiadajacych pozycjom wybiera¢ wartosci H;,
a nie na przyktad ¢. ChcielibySmy zapewni¢ Czytelnika, ze to wszystko jest celowe i ma ulatwi¢ integrowanie realizacji
faz w dalszej czesci, o czym mozna si¢ przekonad, kontynuujac lekture.

Faza 2

 —

Rys. 3:  Efekt wstawienia cyprysa z miejsca ¢’ w miejscu z.
Przypomnijmy, ze nadal rozwazamy kwesti¢ znalezienia optymalnego miejsca dla p-tego (wedlug rangi) cyprysa,
rosngcego na miejscu t. W fazie 1 rozwazyliSmy juz koszt wynikajacy ze zmian przeprowadzonych na jego nowym
miejscu. Teraz uwzglednimy zmiany zachodzace na miejscu . Wspdlczynnik nieporzadku zmniejszamy wigc
0 |a—h|+|h— b| (co odpowiada wyrwaniu cyprysa z miejsca f), a nastgpnie powigkszamy o |a — '| + |k’ — b| (co
odpowiada posadzeniu cyprysa z miejsca ¢’ w powstatej wyrwie). Jak poprzednio, zmiang wspétczynnika nieporzadku
mozemy podzieli¢ na sktadowe: miejsca (tym razem t) oraz cyprysa (tym razem wzigtego z miejsca t'):

1. a+b—21 —|a—h|— |h—b| = =2 + (a+b—|a—h|— |b—h|), jezeli i < a,
2. b—a—la—h|—|h—b|=0+(b—a—|a—h|—|b—h|),jezelia < I <b,
3. 20 —a—b—|a—h|—|h—b| =21 + (—a—b—|a—h|— |b—h|), jezeli i/ > b.

Oznaczmy sktadowa zalezng od miejsca, jak poprzednio, fi(¢), f2(¢) lub f3(¢), a sktadowa zalezna od cyprysa
odpowiednio g1 ('), g2(¢') i g3(t'). Zauwazmy takze, ze tym razem wybér formuly, ktéra mamy zastosowaé, zalezy
od tego, czy dla sadzonego w miejscu ¢ cyprysa miejsce to jest dolina, zboczem czy szczytem. Podziat cypryséow ze
wzgledu na to kryterium jest bardzo prosty. Oznaczmy przez p, rangg cyprysa o wysokosci a (z miejsca t — 1 lub 7 + 1),
a przez pp, range cyprysa o wysokosci b (z drugiego miejsca sasiadujacego z miejscem 7). Miejsce ¢ jest:

e doling dla cyprys6w o rangach z przedziatu [1, p,],
e zboczem dla cypryséw o rangach z przedziatu [p,, pp| oraz
e szczytem dla cypryséw o rangach z przedziatu [pp,n].

Aby sprawnie zrealizowaé opisane wyzej wyznaczanie zmiany wspotczynnika nieporzadku, tym razem, podobnie
jak w fazie 1, takze zastosujemy trzy minTree, ktére dla odmiany oznaczymy 7y, 7> oraz 73. W drzewie
T; bedziemy przechowywaé wszystkie pozycje ' w postaci par (Hy,gi(t')), gdzie, przypomnijmy, Hy jest rangg
cyprysa z miejsca t'. W ten sposéb wyboru optymalnego cyprysa zastgpujacego p-ty cyprys na miejscu ¢ mozemy
dokonaé, wyznaczajac minimalng spo$réd wartosci: fi(a,b,h)+min_valri(1,p,), fa(a,b,h)+min_valra(pa, pp) oraz
Sf3(a,b,h)+min_valrs(pp,n). Co réwnie istotne, drzewa T1, T> i T3 sa takie same dla kolejnych rozwazanych cypryséw
i nie trzeba ich przebudowywacé przy przejsciu od p-tego cyprysa do (p + 1)-szego.

Przypadki szczegélne. Jak poprzednio, przy realizacji fazy 1, chcielibySmy usunaé przypadki szczegdlne z zasadni-
czego algorytmu i rozwazy¢ je oddzielnie. Bez problemu mozemy pominaé¢ rozwazanie cypryséw pochodzacych ze
skrajnych pozycjit’ € {1,n}. Wigkszym problemem jest uniknigcie rozwazania cyprys6w z pozycji sasiednich wzgledem
t, czylit’ € {t — 1,1+ 1}. Aby to zrealizowaé, przed przystapieniem do rozwazania cyprysa z pozycji ¢ usuniemy ze
struktur 77, 7> i T3 cyprysy zajmujace newralgiczne pozycje. Wstawimy je z powrotem po wykonaniu odpowiednich
zapytan min_val. Jak widaé, nie skomplikuje to nam zbytnio catoSci obliczefi. OczywiScie, po wyeliminowaniu przypad-
kéw szczegblnych, rozwazymy je odrgbnie i uwzglednimy otrzymane wyniki przy poszukiwaniu optymalnego cyprysa,
zastgpujacego cyprys z miejsca f.

ZYozonosé. Wstepna budowa wszystkich drzew minTree wymaga czasu O(n). Znalezienie wartosci min_val dla kazdego
rozwazanego cyprysa mozemy wykona¢ w czasie O(logn). Eliminacja przypadkéw szczegSlnych w jednej rundzie
wymaga czasu O(logn), a ich uwzglednienie — tacznego czasu O(n). Catkowity czas realizacji fazy 2 wynosi wigc
O(nlogn).
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Podsumowanie fazy 2. Podobnie jak poprzednio, tym razem takze nie wykorzystaliSmy wszystkich wiasciwosci drzew
przedziatowych, a potrzeba uzycia drzewa T, — zdegenerowanej struktury, w ktére przechowujemy zera dla wszystkich
warto$ci — jest catkiem watpliwa. Pozostaje mie¢ nadziejg, ze wszystko znajdzie swoje zastosowanie w chwili potaczenia
fazy pierwszej i drugiej, bo nietrudno zauwazy¢, ze fazy te, traktowane oddzielnie, nie daja nam sensownego rozwigzania
problemu.

Polaczenie faz 1 i 2

Przyszta wreszcie pora na potaczenie rozwiazan dla faz 11 2. Aby je przeprowadzié, nakre§lmy plan dzialania catego
algorytmu.
Przegladamy cyprysy w kolejnosci rosnacych rang p = 1,2,...,n (p-ty cyprys ro$nie na miejscu t = D),).

e Dla p-tego cyprysa rozwazamy wszystkie mozliwo$ci zamiany go z innym cyprysem, rosnacym na miejscu #'.
Wplyw takiej zamiany jest zalezny od:

— sytuacji, w jakiej znajdzie si¢ cyprys p-ty w miejscu ¢’ — czy bedzie to dla niego dolina, zbocze czy szczyt;
oraz

— sytuacji, w jakiej znajdzie sig¢ cyprys z miejsca ¢’ przesadzony w miejsce t — czy bedzie to dla niego dolina,
zbocze czy szczyt.

Kombinacja powyzszych warunkéw tworzy nam dziewigé sytuacji — w kazdej z nich obowiazuje inna formuta
wyznaczania zmiany wspétczynnika nieporzadku.

Dzielimy wigc wszystkie potencjalne pozycje ¢’ dla p-tego cyprysa na dziewigé kategorii, w kazdej z nich
utrzymujemy wlasciwa warto$¢ zmiany wspétczynnika nieporzadku.

e Poszukujac optymalnej pozycji do zamiany dla p-tego cyprysa, wybieramy optymalna pozycje z dziewigciu
optymalnych pozycji znalezionych odrebnie w kazdej kategorii.

e Dodatkowo dla cyprysa p-tego rozwazamy przypadki szczegdlne i sprawdzamy, czy nie sa lepsze od znalezionych
dotychczas.

Najbardziej skomplikowany moment w realizacji przedstawionego planu to podziat potencjalnych pozycji ¢’ na
dziewig¢ kategorii (z wlasciwa wartoscia funkcji zmiany wspétczynnika nieporzadku) i utrzymywanie poprawnosci tego
podziatu przy rozwazaniu kolejnych cypryséw wedlug rangi p. Aby go zrealizowaé, postuzymy si¢ dziewigcioma (!)
drzewami minTree: X;, gdzie X € {A,B,C} oraz i € {1,2,3}. Drzewo X; bedzie zawierato dane dotyczace pozycji ¢’
w postaci pary (r,w), gdzie:

e 1 jest ranga drzewa rosnacego na pozycji t’,

e w jest suma warto$ci zapisanych dla pozycji ' w drzewach X oraz T;, czyli wartoscia zmiany wspétczynnika
nieporzadku odpowiednig dla sytuacji, gdy pozycja ¢’ jest dla p-tego cyprysa odpowiednio doling (X = A), zboczem
(X = B) lub szczytem (X = C), oraz gdy cyprys sadzony w miejsce cyprysa p-tego trafia do doliny (i = 1), na zbocze
(i = 2) lub na szczyt (i = 3).

Aby sobie to lepiej wyobrazié, przyjrzyjmy si¢ dokladniej kilku przyktadowym drzewom minTree. W chwili
rozwazania cyprysa p-tego z pozycji t = D, o wysokosci h = h;:

e A zawiera pozycje ¢/, dla ktérych zachodzi h < min(hy_q,hy, 1), a warto§¢ przechowywana w nim jest réwna
sumie wartosci z minTree A oraz Ty, czyli fi(t') + g1(¢'); z tego drzewa wybieramy pozycje z przedziatu [1, p,],
gdzie p, = min(H,_1,H,11), by ostatecznie otrzyma¢ wszystkie pozycje, ktére sg dolinami dla cyprysa z pozycji t,
zajetymi przez cyprysy, ktére przesadzone w miejsce ¢ takze trafia w doling;

e A, zawiera doktadnie te same pozycje t’, co Ay, czyli doliny dla p-tego cyprysa; wartosci przechowywane dla
pozycji sg postaci fi(¢') + g2(t'), co odpowiada sumie wartosci z A oraz Tp; rozwazajac w tym drzewie tylko
przedziat [p,, pp), gdzie p, = min(H;_1,H,+1) i pp = max(H,_1,H,11), mamy wszystkie pozycje, ktére sg dolinami
dla cyprysa z pozycji t, zajetymi przez cyprysy, ktére przesadzone w miejsce ¢ trafia na zbocze.

e B3 zawiera pozycje, ktére sa zboczami dla p-tego cyprysa, czyli min(hy_y,hyyq) < h < max(hy_1,hyyq),
a wartos$ci w nich zapisane sa réwne f>(¢') + g3(¢'); rozwazajac w tym drzewie tylko przedzial [py,n|, gdzie
pp = max(H,_,H, 1), mamy wszystkie pozycje, ktére sa zboczami dla cyprysa z pozycji ¢, zajetymi przez cyprysy,
ktére przesadzone w miejsce ¢ trafig na szczyt.

Posiadajac opisane wyzej drzewa (nad sposobem ich konstrukcji i aktualizacji zastanowimy si¢ za chwilg), mozemy
fatwo wyznaczy¢ optymalng zmiang wspétczynnika nieporzadku wynikajaca z zamiany p-tego cyprysa z dowolnym
innym. Musimy tylko wyznaczy¢ pozycje ', dla ktérej wypada minimum z wartosci:
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e fi(t)—2h+min_valai (1, p,),

e fo(t) = 2h+min_valx(pa, pp),

o f3(t) —2h+min_valas(pp,n),

e fi(t)+0+min_valgi(1,p,),

e f3(t) +0+4min_valgs(pp,n),
o fi(t)+2h+min_valci (1, pa),

e f2(t) +2h+min_valcy(pa, pv)-

()
(t)
()
(t)
o fo(t) +0+min_valgy,(pa, ps)-
()
()
(t)
(t)

o f3(t)+2h+min_valcs(pp,n).

Mimo stosunkowo duzej liczby otrzymanych przypadkéw (a zatem takze niemalej stalej multiplikatywnej) mamy wigc
logarytmiczna wzgledem n ztozonos$¢ czasowa pojedynczego zapytania.

Powr6émy do problemu stworzenia i aktualizacji wszystkich minTree. Na samym poczatku wszystkie pozycje ¢/
przechowujemy w trzech kopiach, po jednej w Ay, A, oraz A3. Jest to poprawne dzigki obranej przez nas kolejnosci
rozpatrywania cyprysow wedlug rang. Nastgpnie dla kolejnych cypryséw o rangach p = 1,2,...,n (zajmujacych
odpowiednio pozycje t = D)):

e usuwamy pozycje t — 1 oraz t + 1 z tych drzew minTree, w ktérych si¢ one aktualnie znajduja,
e wyznaczamy dziewig¢ wartosci min_val, z ktérych wyznaczamy optymalna,
e wstawiamy pozycje t — 1 oraz ¢t 4+ 1 do odpowiednich drzew minTree (zgodnie z zasadami opisanymi przy fazie 1).

Realizacja jednego kroku aktualizacji wymaga stalej liczby operacji na drzewach minTree, co pokazuje, ze taczny koszt
czasowy utrzymywania wszystkich minTree w trakcie dzialania algorytmu to O(nlogn).

Zauwazmy wreszcie, ze na tyle doktadnie zajeliSmy si¢ przypadkami szczegdlnymi w poszczegdlnych fazach, ze
tym razem nie bgda one stanowi¢ dla nas wigkszego problemu. Przede wszystkim mozemy z wszystkich rozwazan
usunac skrajne pozycje: pierwszg oraz n-ta. Problem zamian na sasiednich pozycjach rozwiazujemy, usuwajac z minTree
pozycje sasiadujace z rozwazang przed wyznaczeniem miniméw i umieszczajac je z powrotem tuz przed zakoniczeniem
danego kroku. Wreszcie na samym konicu mozemy przypadki brzegowe rozwazy¢ osobno, co wobec matej ich liczby nie
powoduje wzrostu ztozonosci czasowej catego algorytmu.

Podsumowanie i analiza zlozono$ci

Poniewaz opis catego algorytmu byt dosy¢ dlugi i zawity, na koniec przypominamy poszczegdlne jego etapy, przy okazji
analizujac ich zlozonosci czasowe:

1. Na poczatku sortujemy wszystkie cyprysy wedtug wysokosci i na podstawie posortowanego ciaggu wyznaczamy
ciagi D; oraz H; (doktadniejszy opis tej procedury pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie). Ztozono$¢ czasowa
tego kroku to — w przypadku zastosowania efektywnego algorytmu sortowania, na przyktad przez scalanie —
O(nlogn).

2. Budujemy dziewig¢ pustych drzew minTree. Operacja ta zajmuje nam czas O(n).

3. Wstawiamy po jednej kopii kazdej pozycji ¢’ € [2,n — 1] do kazdego z drzew Ay, A; oraz A3. Krok ten ma taczna
ztozonosé czasowa O(nlogn), poniewaz wstawienie jednego elementu wymaga czasu O(logn). Realizujac go
procedurg analogiczng do inicjalizacji drzewa przedzialowego, mozemy t¢ ztozono$¢ zredukowaé do O(n), choé
niestety nie zmniejszy to ztozonosci catego algorytmu, gdyz dominujacy jest kolejny krok.

4. Rozwazamy kolejno cyprysy wedtug rang (pomijajac cyprysy zajmujace pierwsza i ostatnia pozycje w szpalerze).
Dla kazdego z nich:
(a) dwie sasiadujace z nim pozycje r — 1 oraz t + 1 zostaja usunigte ze wszystkich minTree (czas O(logn)),
(b) wyliczamy minimalna wartos¢ z dziewigciu warto$ci zwréconych przez funkcje min_val (czas O(logn)),
(c) dwie sasiadujace z cyprysem pozycje (t — 1 i ¢+ 1) wstawiamy do odpowiednich minTree (czas, jak

poprzednio, to O(logn)).

Widzimy, ze taczny koszt czasowy tych wszystkich operacji jest rzedu O(nlogn).
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5. Rozwazenie wszystkich przypadkéw szczegblnych ma tacznie dodatkowa ztozonosé czasowa O(n).

Otrzymujemy wigc algorytm o catkowitej ztozonosci czasowej O(nlogn). Jego ztozonos$¢ pamigciowa jest liniowa
wzgledem n, poniewaz wielko$¢ kazdego drzewa minTree mozna oszacowaé przez O(n), a sa to najwigksze struktury
uzywane w rozwiazaniu.

Implementacje rozwiazania wzorcowego mozna znaleZz¢ w plikach drz.cpp i drz0.pas. Goraco zachgcamy
do przyjrzenia si¢ im, gdyz moze to istotnie utatwié¢ dogtgbne zrozumienie istoty catosci rozwiazania.

Usprawnienia rozwigzania O(nz)

Na koniec powrécimy do rozwiazania o ztozonosci O(n?) i oméwimy sposoby jego usprawnienia. Chociaz zaden z nich
nie powodowat istotnego spadku ztozonosci rozwiazania (pozostawata rzedu n?), to jednak pozwalaty one zdobyé do 70
punktéw na 100. Wszystkie usprawnienia polegaty na eliminowaniu sprawdzen pewnych par przesadzanych drzew.

Pierwszy pomysl. Zauwazmy, ze zamiana miejscami dwodch drzew rosnacych na miejscach, ktére nazwaliSmy
wczesniej zboczami (drzewo rosnace na zboczu sasiaduje z drzewem od siebie nizszym i wyzszym), nie powoduje
zmniejszenia wspoétczynnika nieporzadku. Troche trudniejszy do pokazania jest fakt, ze zamiana miejscami dwéch drzew
rosnacych w dolinach (pomigdzy dwoma wyzszymi drzewami) albo dwdch drzew rosnacych na szczytach (pomiedzy
dwoma mniejszymi drzewami) nie moze poprawi¢ tego wspdiczynnika. Pominigcie takich przypadkéw moze istotnie
zredukowaé liczbg sprawdzenn wykonywanych w algorytmie, zwtaszcza dla testéw specyficznej postaci, w ktérych
dominuje jeden typ pozycji (doliny albo zbocza, albo szczyty).

Drugi pomysl. Rozwiagzanie kwadratowe mozemy takze usprawnié, dzielac proces zamiany miejscami drzew z pozycji
t it na zmiany zachodzace na pozycji t oraz zmiany zachodzace na pozycji t', podobnie jak w rozwiazaniu wzorcowym.
Oznaczmy wysokos§¢ drzewa z pozycji ¢ przez h, a drzewa z pozycji t' — przez h'. Dodatkowo przez a i b oznaczmy
wysokosci drzew zajmujacych pozycje sasiadujace z ¢ (jak w rozwiazaniu wzorcowym). Zmiany zachodzace w miejscu ¢
powoduja zmniejszenie wspétczynnika nieporzadku o |a — h| +|h— b| i zwigkszenie go o |a —h'| + |’ — b|. Z nieré6wnosci
la—H|+ |l —b| > |a— b, ktéra fatwo pokazaé, dostajemy dolne oszacowanie na zmiang wspétczynnika nieporzadku,
ktéra mozna uzyskac, wstawiajac jakiekolwiek drzewo w miejsce ¢:

oy =|a—b|—la—h|—|h—D|.

Jak mozna to oszacowanie wykorzysta¢? Jezeli znalezliSmy juz zamiang drzewa z pozycji ¢t z innym, ktéra zmniejsza
wsp6tczynnik nieporzadku o x, a dla wszystkich nierozwazonych jeszcze pozycji ¢ zachodzi nieréwno$¢ o, + oy > x,
to mozemy zaprzesta¢ dalszych poszukiwan kandydata do przesadzenia na pozycje r. Zwréémy uwage, ze powyzsze
oszacowania sa poprawne jedynie dla zamian drzew rosnacych na pozycjach niesasiednich i nieskrajnych, czyli przypadki
szczegbélne wymagaja odrebnego rozpatrzenia.

Zastosowanie powyzszego pomystu powodowato w §rednim przypadku kilkukrotne przyspieszenie rozwiazania.

Testy

Rozwigzania zawodnikéw byly sprawdzane na zestawie 10 testéw. Testy poprawnosciowe mialy specyficzne struktury,
natomiast w pozostatych testach wystgpowata mniej wigcej zréwnowazona liczba pozycji typu dolina, zbocze i szczyt.
Efekt zréwnowazenia uzyskano dzigki zamieszczeniu w teScie naprzemiennych kroétkich ciggéw drzew o rosnacych
wysokoS$ciach, poprzeplatanych réwniez krétkimi ciagami drzew o malejacych wysokos$ciach. Wysokosci drzew w tych
ciagach byty generowane losowo.

Nazwa n Opis

drzl.in 10 | test poprawnosciowy

drz2.in 20 | test poprawnosciowy

drz3.in 100 | test poprawnoS$ciowy

drz4.in 1000 | test eliminujacy rozwiazania o ztozonosciach O(n?)

drz5.in 9600 | test eliminujacy rozwiazania O(n?) i gorsze rozwiazania O(n?)
drz6.in | 20000 | test eliminujacy wigkszos¢ rozwiazan O(n?)

drz7.in 35000 | duzy test wydajnoSciowy

drz8.in | 48000 | duzy test wydajnosciowy
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drz9.in | 50000 | duzy test wydajnoSciowy

drz10.in | 50000 | duzy test wydajnoSciowy




Piotr Stanczyk Piotr Stanczyk

Tres$¢ zadania, Opracowanie Program

Ol, Etap I

Osie symetrii

Jas — powszechnie doceniany miody matematyk — ma mlodszq siostre Justyne. Jas bardzo lubi swojq siostre i chetnie
pomaga jej w odrabianiu prac domowych, jednak — jak wiekszo$¢ 0sob o Scistym umysle — nie lubi rozwigzywac tych
samych zadari wielokrotnie. Na jego nieszczescie Justyna jest bardzo pilng uczennicq, przez co dla pewnosci prosi Jasia
o sprawdzanie tych samych prac domowych wielokrotnie.

Pewnego stonecznego pigtku, poprzedzajgcego diugi majowy weekend, nauczycielka matematyki zadala wiele zadan
polegajgcych na wyznaczaniv osi symetrii réznych figur geometrycznych. Justyna zapewne spedzi znaczng czesé wolnego
czasu, rozwigzujgc te zadania. Jas zaplanowat juz sobie wyjazd nad morze, ale czuje sie w obowigzku pomdc siostrze.
Wymyslit wiec, zZe najlepszym rozwigzaniem problemu bedzie napisanie programu, ktory ulatwi sprawdzanie odpowiedzi do
rozwigzanych przez Justyne zadan. Poniewaz Jas jest matematykiem, a nie informatykiem, a Ty jeste$ jego najlepszym
kolegq, Tobie przypadlo napisanie stosownego programu.

Zadanie

Napisz program, ktory:
e wczyta ze standardowego wejscia opisy wielokgtow,
o dla kazdego wielokqta wyznaczy liczbe osi symetrii,

e wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera jedng liczbe naturalng t (1 <t < 10) — jest to liczba wielokgtéw, dla ktdrych nalezy
wyznaczyé liczbe osi symetrii. Nastepnie znajduje sie t opisow wielokgtow. Pierwszy wiersz opisu zawiera jedng liczbe
naturalng n (3 <n < 100 000) oznaczajacq liczbe wierzcholkdw wielokqta. Kazdy z nastepnych n wierszy zawiera dwie
liczby calkowite x iy (—100 000 000 < x,y < 100 000 000 ) reprezentujgce wspdlrzedne kolejnych wierzcholkéw wielokgta.
Wielokqty nie muszq byé wypukle, ale nie majg samoprzecie¢ — jedynym punktem wspolnym dwoch rézinych bokow jest ich
wspdlny koniec i kazdy wierzcholek nalezy do dokladnie dwéch bokéw. Zadne dwa kolejne boki wielokgta nie sq réwnolegle.

Wyjscie

Program powinien wypisaé¢ doktadnie t wierszy; k-ty wiersz powinien zawieraé doktadnie jedng liczbe naturalng — liczbe
osi symetrii k-tego wielokgta.
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Przyktad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
2 4
12 2
1 -1

2 -1

21

11

12

-1 2

-11

-2 1

-2 -1

-1 -1

-1 -2

1 -2

6

-11

-2 0

-1 -1

1 -1

20

11

(-1,2) (1,2)

(-2,1) (2,1) (-1,1) (1,1)
-1,1) (1,1)

(-2,0 (2,0)

(-1,-1) (1,-1)
(-2,-1) 2,-1) -1,-1) (1,-1)

(-1.-2) (1.-2)

Rozwigzanie

Wstepne obserwacje

Przystepujac do rozwigzywania zadania, nalezy na wstepie zastanowic sig, jakie interesujace nas wlasnosci posiadaja osie
symetrii wielokatéw. Wtasnosci, ktérych poszukujemy, nie tylko pozwola na rozwiazanie zadania, ale rowniez moga
poméc w wymySleniu efektywnego algorytmu.

Pierwsza wazng obserwacja jest fakt, iz kazda o$ symetrii wielokata musi mie¢ co najmniej jeden punkt wspdlny z tym
wielokatem. Wynika to bezposrednio z tego, ze wielokat jest sp6jny (potocznie méwiac, mozna go narysowaé na kartce
papieru bez odrywania otéwka). W zwiazku z tym, dla kazdej prostej / nieprzecinajacej wielokata w, znajduje si¢ on
doktadnie po jednej stronie prostej /, a co za tym idzie / nie jest osig symetrii w.

Istotnym zatozeniem, jakie znajdujemy w treSci zadania, jest informacja, ze rozpatrywane wielokaty sa proste (ich
obwody nie zawieraja samoprzecig¢). Zatozenie to gwarantuje, ze kazda oS symetrii wielokata przecina go w doktadnie
dwéch réznych punktach. W celu wykazania tego faktu rozpatrzmy wielokat w oraz pewna jego o$ symetrii /. Wiemy
juz (z poprzednich rozwazan), ze istnieje co najmniej jeden punkt wspdlny obwodu wielokata w i prostej /. Wybierzmy
dowolnie punkt przecigcia wielokata w z prosta [ i nazwijmy go A. WyobraZzmy sobie, ze z punktu A wyruszaja dwa
roboty i poruszaja si¢ symetrycznie po obwodzie wielokata po obu stronach osi /. W koricu roboty spotykaja sig¢
ponownie w pewnym punkcie — musza kiedys si¢ spotkaé, gdyz wielokat jest tamang zamknigta; nazwijmy ten punkt B.
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Punkt B jest r6zny od punktu A (inaczej obwdd wielokata zawieralby samoprzecigcie). Co wigcej, w punkcie B roboty
zakoniczyly sumaryczne obchodzenie catego wielokata (w przeciwnym przypadku spotkatyby si¢ w punkcie bedacym
samoprzecigciem obwodu wielokata). Oczywiste jest takze, ze punkt B znajduje si¢ na osi /. Zatem kazda rozpatrywana
przez nas o$ symetrii ma doktadnie dwa rézne punkty przecigcia z obwodem wielokata.

Zastanéwmy sig, jak moga wyglada¢ punkty przecigcia obwodu wielokata w z osia symetrii /. Bez watpienia istnieja
trzy mozliwe sytuacje:

e 0§ symetrii przechodzi przez dwa wierzchotki wielokata,
e 0§ symetrii przecina dwa boki wielokata,

e 0§ symetrii przecina jeden bok i przechodzi przez jeden wierzchotek.

W przypadku punktu przecigcia osi symetrii z obwodem wielokata w wierzchotku, prosta / musi by¢ dwusieczng kata
w tym wierzchotku. Podobnie, jesli o§ symetrii przecina bok wielokata, to musi by¢ do niego prostopadta. Analizujac
tre$¢ zadania, jesteSmy w stanie powiedzie¢ co$ wigcej na temat przecigcia [ z bokiem wielokata. Jedno z zatozeih méwi
bowiem, ze zadne dwa kolejne boki nie sa do siebie réwnolegle. Mozemy z tego wywnioskowad, ze kazda oS symetrii
przecinajaca bok wielokata, musi by¢ jego symetralng (kofice rozpatrywanego boku sg swoimi obrazami w symetrii
osiowej, a zatem znajduja si¢ w takiej samej odlegtoSci od osi 7).

Z zebranych obserwacji wynika, ze przez kazdy wierzchotek wielokata oraz przez kazdy jego bok przechodzi co
najwyzej jedna o$§ symetrii. Dzigki temu, problem postawiony w zadaniu mozemy sprowadzi¢ do wyznaczenia liczby
bokéw i wierzchotkéw wielokata, przez ktére przechodzi o symetrii. Uzyskany w ten sposéb wynik wystarczy podzieli¢
przez dwa, aby uzyskaé poszukiwana liczbe osi symetrii.

Implementacj¢ rozwiazania mozemy sobie dodatkowo utatwié, dzielac kazdy bok na dwie réwne czesci poprzez
dodanie na Srodku sztucznych wierzchotkéw. W ten sposéb mozemy skupic si¢ na zliczaniu wierzchotkéw, przez ktére
przechodza osie symetrii, nie martwiac si¢ juz wigcej bokami wielokata (symetralne bokéw staja si¢ dwusiecznymi katow
w dodanych wierzchotkach).

Biorac pod uwage wszystkie dotychczasowe spostrzezenia, zadanie sprowadza si¢ do sprawdzenia, dla kazdego
wierzchotka wielokata, czy przechodzi przez niego oS symetrii. W zaleznoSci od tego, jak efektywnie jesteSmy w stanie
odpowiada¢ na takie pytania, uzyskamy rozwiazanie o odpowiedniej ztozonosci obliczeniowe;j.

Rozwigzanie zbyt wolne

Dla ustalonego wierzchotka wielokata mozna w tatwy sposéb sprawdzi¢ w czasie O(n), czy przechodzi przez niego
0§ symetrii (gdzie n to liczba wierzchotkéw wielokata). Ponumerujmy wierzcholki wielokata (uwzgledniajac réwniez
sztuczne wierzchotki umieszczone na Srodkach bokéw) w kolejnosci wystgpowania na obwodzie, od 0 do 2n — 1.
Odwotujac si¢ do wierzchotka o numerze k dla k < 0 lub k > 2n, bedziemy mieli na mysli wierzchotek o numerze
k mod 2n.

Twierdzenie 1 Przez wierzchotek o numerze k przechodzi os symetrii | wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaZdego
me {1,2,...n— 1}, wierzchotek o numerze k —m jest obrazem wierzchotka o numerze k+m w symetrii osiowej wzgledem
L.

Dowdd Dowdd powyzszego faktu jest dosé prosty — wystarczy pamigta o tym, ze kazda o§ symetrii jest dwusieczna
kata w rozpatrywanym wierzchotku oraz ze zaden z oryginalnych katéw wielokata nie jest katem pétpelnym, a wszystkie
sztucznie dodane sa katami pétpelnymi. Zatézmy, ze k jest wierzchotkiem oryginalnym, i rozwazmy ponownie dwa
roboty wyruszajace z k w rézne strony po obwodzie wielokata. Zauwazmy, ze roboty docieraja jednocze$nie do
wierzchotkéw k — 1 i k4 1 odpowiednio — wierzchoiki te sa swoimi wzajemnymi obrazami w symetrii wzgledem osi
[ i sa oba wierzchotkami sztucznie dodanymi. Dalej, tatwo zauwazy¢, ze jesli roboty wyruszaja jednocze$nie z dwéch
wierzchotkéw k —m oraz k+ m tego samego typu (oryginalnych lub sztucznych) bedacych swoimi wzajemnymi obrazami
w symetrii, to docieraja do kolejnej pary k —m — 1 i k+m + 1, ktéra ma analogiczne wlasnosci — sa to wierzchoftki tego
samego typu bedace swoimi wzajemnymi obrazami w symetrii wzgledem osi /. Na konicu roboty spotykaja si¢ w punkcie
k 4+ n. To koficzy dowdd twierdzenia. |

Zalézmy, ze mamy dang prosta / przechodzaca przez dwa rézne punkty P i Q. Dla
dwoéch wierzchotkéw wielokata A 1 B sprawdzenie, czy sa one swoimi obrazami
w symetrii osiowej wzgledem [/, mozna wykonaé, wyznaczajac odlegtosci punktéw
A'iB od punktéw P i Q. Dokladniej, musi zachodzi¢ |[AP| = |BP| oraz |AQ| = |BQ).
Prosta [ przechodzaca przez wierzcholki k i k+ n jest osia symetrii rozpatrywanego
wielokata, jesli powyzsza zalezno$¢ zachodzi dla wszystkich n — 1 par wierzchotkéw
wielokata postaci k —m i k+m, gdzie 1| <m < n.
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Powyzszy algorytm wymaga przeanalizowania O(n) prostych (jako pary punktéw wyznaczajacych proste wybieramy
pary wierzchotkéw wielokata k oraz k+n). Sprawdzenie kazdej z nich zajmuje czas O(n), a zatem caly program
dziata w czasie O(nz). Rozwiazanie mozna nieco poprawié, zauwazajac, ze dla wielu potencjalnych osi symetrii do$¢
szybko znajdowana jest para niesymetrycznych punktéw dyskwalifikujaca te prosta — w takiej sytuacji mozna przerwaé
sprawdzanie i przej$¢ do kolejnej prostej. Tak zmodyfikowany program dziata bardzo szybko w przypadku wielokatéw
o nieregularnych ksztattach.

Rozwigzanie wzorcowe

W poprzednim rozwiazaniu zadania nie uwzglednialiSmy zadnych zalezno$ci pomigdzy kolejno analizowanymi prostymi.
Okazuje sig, Ze zmieniajac nieco podejscie, jesteSmy w stanie istotnie poprawi¢ ztozono$¢ obliczeniowa programu. W tym
celu sprébujmy popatrzeé na wielokat jako na ciag naprzemiennie wystgpujacych wierzchotkéw i odcinkéw. Z kazdym
bokiem wielokata wiazemy jego dtugos¢, natomiast z kazdym wierzchotkiem — kat wewnetrzny wielokata, wystepujacy
pomigdzy przylegajacymi do tego wierzchotka bokami. Po ustaleniu wierzchotka poczatkowego i kierunku mozemy
zbudowac naprzemienny ciag c, sktadajacy si¢ z dtugosci bokéw oraz miar katéw, wystepujacych kolejno na obwodzie
wielokata. Uzyskujemy w ten sposéb jednoznaczna reprezentacje wielokata w postaci ciagu liczb. Musimy jedynie
zadbad, by nie pomylic liczb reprezentujacych katy z liczbami reprezentujacymi boki — w tym celu miary katéw mozemy
reprezentowaé na przyklad za pomoca liczb ujemnych.

Twierdzenie 1 sformutowane dla wielokata reprezentowanego tradycyjnie mozemy teraz zapisa¢ dla wielokata
reprezentowanego przez ciag skonstruowany jak wyzej:

Twierdzenie 2 Przez dowolny wierzcholek wielokata reprezentowany przez element c¢; ciqgu ¢ = (co,C1,--.,Con—1)
przechodzi oS symetrii wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego m € {1,2,...n— 1}, ¢i—y = Citm. Element ¢; dla i <0
lub i > 2n utozsamiamy przy tym z elementem c; mod 2k

Przypatrujac si¢ powyzszej wihasnosci, tatwo spostrzec podobiefistwo postawionego problemu do zagadnienia
wyszukiwania palindroméw w tekscie.

Definicja 1 Palindromem nazywamy sekwencjg liter (liczb), ktéra czytana od przodu oraz od tytu jest taka sama. Dla
przyktadu, stowo anna jest palindromem o dtugosci 4, natomiast stowo anannnab nie jest palindromem. Stowo to jednak
zawiera palindrom o dlugosci 5 — annna. Promieniem palindromu dtugosci / nazywamy liczbg L%J

Efektywnos$¢ rozwiazania naszego zadania zalezy teraz od tego, jak szybko jesteSmy w stanie wyszukiwa¢ palindromy
w zadanym ciagu. Z pomoca przychodzi nam w tym momencie algorytm Manachera, o ktérym mozna przeczyta¢ w [16]
(Algorytmy i struktury danych). Algorytm ten pozwala, dla kazdej pozycji w zadanym ciagu o dlugosci n, wyznaczy¢
maksymalny promien palindromu o dtugosci nieparzystej o Srodku na tej pozycji w czasie O(n). Dla przyktadowego
ciagu anannnab, wyznaczone przez algorytm Manachera promienie sa nastgpujace: 0,1,1,0,2,0,0,0.

Jedyne, co nam pozostaje do zrobienia, to zbudowac ciag d, ktéry stanowi zlaczenie dwdch kopii ciagu ¢ (w ten sposéb
kazdy wierzchotek wielokata posiada swojego reprezentanta w ciagu d, ktéry zaréwno z lewej, jak i prawej strony ma
co najmniej n elementéw), a nastgpnie wyznaczy¢ — z wykorzystaniem algorytmu Manachera — dla kazdego elementu
ciagu d promient palindromu o $rodku w tym elemencie, by wreszcie policzy¢ liczbe r elementéw reprezentujacych
wierzchotki, dla ktérych promienie sa nie mniejsze od n — 1. Odpowiedzia na pytanie postawione w tresci zadania jest
oczywiscie 5.

Testy

Testy wykorzystane w zadaniu zostaty wygenerowane przy uzyciu specjalnych generatoréw:

e G1 — generator wielokatow zawierajacych okreSlony podzbidr osi symetrii: {pionowa, pozioma, uko$na pod katem
45 stopni, uko$na pod katem —45 stopni},

e G2 — generator wielokatow zawierajacych o§ symetrii nachylong pod zadanym katem,

e G3 — generator wielokatéw o postaci schodkowej. Wielokaty tego typu maja bardzo regularne obwody, co
powoduje, ze przedstawione w opracowaniu udoskonalone rozwiazanie nieefektywne dziata dla nich bardzo dtugo.

Kazdy wygenerowany powyzszymi metodami wielokat zostal nastgpnie poddany serii modyfikacji — odbi¢ i obrotéw,
przesunig¢ o losowy wektor oraz zaburzen. Ich celem byto wyeliminowanie niektérych osi symetrii.

Zestawy testow zostaly przygotowane w taki sposob, aby rozwiazania niepoprawne uzyskiwaty jak najmniejsza liczbe
punktéw. Dodatkowo, programy nieoptymalne o pesymistycznej ztozonosci O(nz) uzyskuja w granicach 40-50 punktow.
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Ponizsza lista zawiera podstawowe informacje dotyczace testow. Przez ¢ zostata oznaczona liczba wielokatéw, przez
m — najwigksza bezwzgledna warto§¢ wspélrzednych punktéw, a przez k — sumaryczna liczba wierzchotkéw we
wszystkich wielokatach.
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Nazwa t m k Opis

osil.in 4 10 135 | Maly test poprawnosciowy

osi2.in 10 96 72 | 6 wielokatow typu G1, 1 typu G2 i 3 typu G3
osi3.in 7 1423 106 | 4 wielokaty typu G1, 1 typu G2 i 2 typu G3
osi4.in 6 896911 82222 | 3 wielokaty typu G1, 1 typu G212 typu G3
osis.in 5 15152 | 29988 | 2 wielokaty typu G1, 1 typu G212 typu G3
0si6.in 4 9977 | 37016 | 2 wielokaty typu G1 i 2 typu G2

osi7.in 7 99381 36170 | 3 wielokaty typu G1, 2 typu G2 i 2 typu G3
o0si8.in 6 998863 | 47587 | 3 wielokaty typu G1 i 3 typu G3

o0si9.in 9 954385 | 595692 | 4 wielokaty typu G1, 2 typu G2 i 3 typu G3
o0sil0.in 5 9301420 | 442806 | 2 wielokaty typu G1, 2 typu G2 i 1 typu G3
osill.in 8 | 79918099 | 534098 | 2 wielokaty typu G1, 3 typu G2 i 3 typu G3
osil2.in | 10 | 69659116 | 955740 | 6 wielokatow typu G1, 3 typu G21i 1 typu G3
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Zapytania

Kryptograf Bajtazar pracuje nad ztamaniem szyfru ABB (Agencji Bezpieczenistwa Bajtocji). Doszedl juz do tego, ze przy
odszyfrowywaniu wiadomosci bedzie musial wielokrotnie odpowiadaé na zapytania postaci: ,dla danych liczb naturalnych
a, b id, ile jest takich par liczb naturalnych (x,y), Ze:

o | <x<a,
o 1 <y<h,
o NWD(z,y)=d, gdzie NWD(z,y) to najwiekszy wspdlny dzielnik liczb x iy”.

Bajtazar chcialby zautomatyzowaé swojg prace, wiec poprosit Cie o pomoc.

Zadanie

Napisz program, ktory:
e wyczyta ze standardowego wejscia liste zapytan, na ktore musi odpowiedzie¢ Bajtazar,
e wyznaczy odpowiedzi na te zapytania,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejécia zawiera jedng dodatnig liczbe caltkowitg n (1 <n < 50000 ), oznaczajacq liczbe zapytari Bajtazara.
Kazdy z kolejnych n wierszy zawiera po trzy liczby calkowite a, b i d (1 <d < a,b<< 50000), pooddzielane pojedynczymi
odstepami. Kazda taka trojka reprezentuje jedno zapytanie.

Wyjscie
Twoj program powinien wypisac n wierszy. Wiersz i powinien zawierac jedng liczbe catkowitq: odpowiedZ na i-te zapytanie
z wejscia.
Przyklad
o oL Pary
Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
2 3
45 2 2
6 4 3

uzyskane w pierwszym zapytaniu to: (2,2), (2,4) i (4,2), a w drugim: (6,3) i (3,3).

Rozwigzanie

Wprowadzenie

Oznaczmy przez Zy(a,b) odpowiedZ na zapytanie (a,b,d), czyli liczbe takich par liczb catkowitych (x,y), dla ktérych
1 <x<a,1<y<biNWD(x,y) =d. Okazuje sig, ze stosunkowo tatwo mozna wyeliminowaé z zapytai parametr d:

2o = (5], 2))

Fakt 1
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Zapytania

Dowéd Wartos¢ Z,(a,b) jest réwna liczbie elementéw zbioru {(x,y) : 1 <x < a,1 <y < b,NWD(x,y) =d}. Dowolng
pare (x,y) z tego zbioru mozemy przedstawi¢ w postaci (x'd,y'd), gdzie NWD(x',y") = 1 oraz, co wigcej, zachodza
ograniczenia: 1 <x' < [9]i1<y < Lg] Poniewaz przeksztatcenie (x,y) w (x',)') jest réznowarto$ciowe, to dowodzi
to, ze Zy(a,b) < Z(la/d], |b/d]).

Mozemy tez spojrze¢ na sytuacje z drugiej strony: z kazdej pary (x',)’) spetniajacej nieréwnosci 1 <’ < [§],
1<y < LZJ oraz warunek NWD(x',y') = 1, mozemy utworzyé pare x = x'd, y = y'd spehiajaca 1 < x < a,
1 <y<biNWD(x,y) =d. Podobnie jak poprzednio, przeksztalcenie jest réznowartoSciowe, wiec widzimy, ze
Z\(la/d],|b/d]) < Za(a,b). u

Bedziemy od tej pory zaklada¢, ze w kazdym zapytaniu parametr d jest rowny 1 i dla uproszczenia przyjmiemy zapis:
Z(a,b) = Zi(a,b). 2

Niech dalej Q@ C N x N oznacza zbiér wszystkich zapytan, na jakie mamy odpowiedzie¢. Rozmiar |Q| tego zbioru
oznaczmy zgodnie z trescia zadania przez n. Przez m oznaczmy maksimum liczb, ktére wystgpuja w zapytaniach z Q.

Rozwigzanie wzorcowe

W zadaniu musimy odpowiedzie¢ na wiele pytan Z(a,b). SprawdZmy, czy nie da si¢ wykorzystac obliczonych wczesniej
odpowiedzi, do wyznaczania odpowiedzi na kolejne pytania. Na przyktad, zastanéwmy sig, czy na podstawie Z(a,b)
mozemy szybko obliczyé Z(a,b+ 1) lub Z(a+ 1,b). Doktadniej, poniewaz Z(a,b) = Z(b,a) i réznica miedzy Z(a,b+1)
a Z(a,b) jest doktadnie taka, jak miedzy Z(b+ 1,a) a Z(b,a), to mozemy skoncentrowac si¢ jedynie na poszukiwaniu
sposobu wyznaczania r6znic typu Z(a,b+ 1) — Z(a,b).

Definicja 1 Przez C(a,b) oznaczaé bedziemy liczbe takich wartosci catkowitych 1 < x < a, dla ktérych NWD(x,b) = 1.

Zauwazmy, ze Z(a,b+ 1) — Z(a,b) = C(a,b+ 1). Efektywny sposéb wyznaczania warto$ci C(a,b) daje z kolei
nastepujacy fakt:

Fakt 2 Niech b = p*q, b > 1, gdzie p jest liczbq pierwszq i p nie dzieli g, a k jest liczbq catkowitq dodatniq. Wowczas
a
Clab) =Clarg) = (| ].q). 3)

Dowéd Jezeli liczba naturalna x, 1 < x < a, jest wzglednie pierwsza z b, to jest ona réwniez wzglednie pierwsza z ¢,

a zatem C(a,b) < C(a,q). Ile doktadnie wynosi réznica C(a,q) — C(a,b)? Jest ona réwna liczbie tych 1 < x < a, ktére

sa wzglednie pierwsze z ¢, ale dzielg si¢ przez p, czyli liczbie elementéw zbioru { p-L,p-2.....p- L%J} wzglednie
a

pierwszych z g. Poniewaz NWD(p,q) = 1, to C(a,q) — C(a,b) jest réwna liczbie elementéw zbioru {1,2,..., LEJ}

wzglednie pierwszych z ¢, czyli C ( L%J ,q). |

Korzystajac z Faktu 2, mozemy skonstruowaé rekurencyjny algorytm wyznaczania C(a,b). Dla parametru b > 1
stosujemy w nim wzor (3); dla parametru b = 1, mamy C(x,1) = x. Zastanéwmy sig, jaka ztozono$¢ czasowa ma ten
algorytm.

Definicja 2 Niech w(b) oznacza liczbg r6znych dzielnikéw pierwszych b.

W kazdym z wywotar rekurencyjnych, zgodnie ze wzorem (3), b zostaje zastapione przez g, ktére ma o jeden dzielnik
pierwszy mniej (0(¢g) = o(b) — 1). Na glebokosci rekursji réwnej o(b) otrzymamy zatem 2°*) sktadnikéw postaci
+C(x,1), jako ze kazdy poziom rekursji jest dwukrotnie liczniejszy od poprzedniego. Poniewaz taczna liczba wywotaii
rekurencyjnych w algorytmie jest réwna 20 42! 4 ... 4 20(b) = 20()+1 _ | " wiec koszt czasowy wyznaczania C(a,b)
wynosi 0(2“’<b)). Jedyny problem, jaki dotychczas przemilczeliSmy, to sposéb znajdowania dzielnika pierwszego liczby
b (wraz z krotnoScia jego wystgpowania w rozktadzie b na czynniki pierwsze). Rozwigzanie tej kwestii stanowi sito
Eratostenesa.

Sito Eratostenesa

Sito Eratostenesa to powszechnie znany algorytm, ktéry pozwala efektywnie wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze
w przedziale [1,m]. Przedstawimy jedna z jego implementacji.

W algorytmie bedziemy wyznaczac tablice wartosci logicznych pierwsza[2..m]. Na poczatku wypeliamy ja w catosci
warto$ciami true (prawda). Nastepnie analizujemy kolejno liczby i = 2,...,m i dla kazdej z nich, ,,wykreslamy” z tablicy
jej wielokrotnosci. Wykreslanie mozna rozpoczaé od i, gdyz, jak tatwo zauwazyé, wszystkie mniejsze wielokrotnosci i
musiaty juz wczesniej zosta¢ wykre§lone. Oto pseudokod sita Eratostenesa:
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1: for i:=2 to m do pierwszali] := true;
2: for i:=2 to m do

3. if pierwszali] then

4:  begin

5 ji=1i%

6 while j <N do

7 begin

8 pierwsza[j] := false;
9 ji=Jj+i

10 end

11:  end

Sito Eratostenesa jest algorytmem prostym i krétkim w implementacji, a dodatkowo — efektywnym. Mozna pokazad,
ze przedstawiona procedura ma ztozonos¢ czasowa O(mloglogm). Dowdd tego oszacowania nie jest jednak tatwy, a nam
wystarczy, gdy wykazemy, ze algorytm dziata w czasie O(mlogm) — co jest znacznie prostsze. Zauwazmy, ze pole
Jj tablicy pierwsza odwiedzamy w instrukcji w wierszu 8 co najwyzej tyle razy, ile r6znych dzielnikéw pierwszych ma
J. Liczbe tych dzielnikéw mozna ograniczy¢ przez O(logm), wigc liczbe wszystkich operacji mozna oszacowaé przez
O(mlogm).

Przedstawiony algorytm mozna uzupetnic¢ tak, by pozwalat znajdowaé rozktad na czynniki pierwsze liczb z przedziatu
[1,m]. Wykorzystamy do tego celu dodatkows tablice dzielnik, w ktérej dla kazdego elementu zapiszemy jego dzielnik,
ktéry znajdziemy jako pierwszy. Na poczatku algorytmu wypelnimy wszystkie komérki tablicy dzielnik wartos§ciami —1,
natomiast w momencie modyfikacji tablicy pierwsza (wiersz 8) ustawiamy dzielnik[j] := i, o ile tylko element dzielnik] ]
nie bylo jeszcze ustawiony na dodatnig warto$¢. W ten sposéb dla kazdej liczby zlozonej w odpowiedniej komérce
tablicy dzielnik otrzymamy jej najmniejszy dzielnik pierwszy. Zauwazmy, ze opisana modyfikacja nie powoduje wzrostu
ztozonos$ci czasowej catego algorytmu.

1: for i:=2 to m do dzielnik[i] :== —1,
2. for i:=2 to m do pierwszali] := true;
3: for i:=2 to m do

if pierwszali] then

o

5. begin

6: ji=1i%

7 while j <N do

8 begin

o: pierwszalj] := false;

10: if dzielnik[j] <O then dzielnik[j] :=i;
11: Ji=Jj+i

12: end

13:  end

ZawartoS$¢ tablicy dzielnik mozemy wykorzysta¢ do rozktadu liczby na czynniki pierwsze. Dla liczby j jej pierwszy
dzielnik odczytujemy z pola dzielnik|j], po czym przechodzimy do poszukiwania rozktadu liczby j/dzielnik[j] itd. Dla
dowolnej liczby sposréd 2, . .. ,m ztozonos$¢ czasowa tego procesu to O(logm).

Interpretacje problemu

Potrafimy juz efektywnie wyznaczaé wartosci C(a,b). Sprébujmy zastosowaé t¢ umiejetnosé do znalezienia wartosci
Z(a,b) dla wszystkich pytari ze zbioru Q. W tym celu przedstawimy dwie interpretacje zagadnienia: geometryczna
1 grafowa — obie przydadza si¢ nam w dalszym toku opisu.

Krata. Zapytania mozemy wyobrazi¢ sobie jako punkty kraty [l,m] x [1,m] (o catkowitych wspéirzgdnych)
na plaszczyznie. Wiemy, ze znajac warto$¢ funkcji Z dla punktu (a,b — 1), umiemy policzyé t¢ wartos¢ dla punktu
(a,b) w czasie 0(2°()). W takim samym czasie umiemy na podstawie Z(b — 1,a) wyznaczy¢ Z(b,a).

Graf. Problem mozemy przedstawié takze jako graf nieskierowany G, ktérego wierzcholki odpowiadaja punktom
kraty, a krawedzie tacza wszystkie pary wierzchotkéw, ktére odpowiadaja punktom sasiadujacym w kracie (czyli
réznigcym si¢ na jednej wspétrzednej o 1). Krawedziom taczacym wierzchotki (a,b — 1) oraz (a,b) przypisujemy wage
20(0) Taka sama wage przypisujemy krawedziom ((b,a), (b— 1,a)).

Wartosciami funkcji Z, ktére potrafimy wyznaczy¢ natychmiast, sa wartoSci w punktach ze zbioru
X={(x,1)| 1 <x<m}U{(1,x) |1 <x<m}— dlakazdej liczby naturalnej x zachodzi Z(x,1) = Z(1,x) = x. W takim
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razie problem wyznaczenia wszystkich potrzebnych nam wartosci funkcji Z mozemy sprowadzi¢ do problemu konstruk-
cji najlzejszego lasu rozpinajacego w G, taczacego wszystkie punkty ze zbioru Q z punktami ze zbioru X. Na rys. 1 jest
przedstawione najlzejsze drzewo rozpinajace dla przyktadowego zbioru Q w przyktadowym grafie G.

6 o > 2 2 2 4 -

4 4 4 4 4 4
s e 2 2 2 2 4

2 2 2 2 2 2
4 e 2 2 2 . > 4

2 2 2 2 2 2
3 2 2 2 2 4

2 2 2 2 2 2
5 2 2 2 2 4

2 2 2 2 2 2
] o2 ‘ o’ o o &

Rys. 1:  Grafowa interpretacja problemu dla = 6. Przy krawedziach sa zapisane wagi, réwne 2 lub 4 (gdyz
®(2) =0(3) =w(4) =n(5) =1, a®(6) = 2). Duzymi kétkami oznaczono punkty ze zbioru X, natomiast kwadraty
reprezentuja punkty zbioru Q = {(2,2),(3,3),(3,5),(4,3),(4,4),(6,3),(6,6)}. Pogrubionymi kreskami wyrézniono
krawedzie najlzejszego drzewa rozpinajacego (dowolnie wybranego, bo istnieje ich wigcej). Ma ono wagg 26.

Powstaje pytanie, w jaki sposéb wyznaczy¢ taki las. Niestety, graf G ma ®(m?) wierzchotkéw oraz krawedzi, co nie
nastraja optymistycznie (oczywiscie nie oznacza to, ze problemu nie da si¢ rozwiazac, tylko nie wida¢ sposobu opartego
na klasycznych technikach). W rozwiazaniu wzorcowym zadowolimy si¢ wigc algorytmem pozwalajacym znaleZé
potencjalnie trochg gorszy sposéb potaczenia punktéw ze zbioru Q z punktami ze zbioru X.

@
1 2 3 4 5 6
0

Rozwigzanie czeSci problemu

Skoro zrezygnowaliSmy z konstrukcji optymalnego lasu potaczein, sprébujmy wybraé pewna podgrupe powiazanych ze
sobg zapytan, na ktére bedziemy w stanie stosunkowo szybko odpowiedzie¢. Wybierzmy ze zbioru Q taki ciag k punktéw
(x1,91)5- -+, (X%, %), ze ciagi x1,...,x¢ 1 y1,..., Yk sa monotoniczne. Mozemy to zrobié¢ nastgpujaco:

e sortujemy punkty ze zbioru Q niemalejaco po pierwszej wspétrzednej (na przyktad metoda sortowania przez
scalanie w czasie O(nlogn));

e w ciagu drugich wspdtrzednych znajdujemy najdtuzszy podciag niemalejacy i najdluzszy podciag nierosnacy
(potrafimy to zrobi¢ w czasie O(nlogn), patrz, na przyktad, opracowanie zadania Egzamin na Prawo Jazdy
w niniejszej ksiazeczce);

e wybieramy punkty, ktérych drugie wspéirzedne tworza dtuzszy z powyzszych podciagéw (w czasie O(n)).

Wartosci Z dla wszystkich punktéw (xi,y1), ..., (xx, yx) mozemy wyznaczy¢, przemieszczajac si¢ w grafie po Sciezce
dlugosci 2m — 2:

e jezeli ciag y; jest niemalejacy, to jest to Sciezka od punktu (1, 1) do (m,m) (patrz rys. 2);

e jezeli zas$ ciag y; jest nierosnacy, to Sciezka prowadzi od punktu (1,m) do (m, 1) (patrz rys. 3).
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L @ @
1 2 3 4 5

Rys. 2:  Sciezka biegnaca z punktu (1,1) do (m,m) przez punkty (2,3), (2,4), (3,4), (5,4), (5,5), (6,6); w tym przyktadzie
mamy m = 6 oraz k = 6.

6 il 2
4 |4 a4 fa |4 |4
5 o> 2 2 2 4
2 2 2 2 |2 |2
4 e 2 2 2 4|
2 2 2 2 g2 |2
3 o> 2 2 2 4
2 2 2 2 f2 |2
Y 2 2 2 4
2 2 2 2 |2 |2
1 o> o> o> o> i

1 2 3 4 5 6
Rys. 3:  Sciezka biegnaca z punktu (1,m) do (m,1) przez punkty (2,6), (4,6), (4,4), (5,4), (5,2); w tym przykltadzie mamy
m=6orazk=>5.
W obu przypadkach $ciezka zawiera doktadnie m — 1 krawedzi poziomych oraz m — 1 krawedzi pionowych. Suma
wag zaréwno poziomych, jak i pionowych krawedzi, wyraza si¢ wzorem Y /" , 2¢() " Okazuje sie, ze mozemy oszacowac
rzad wielkosci tej sumy!:

m
Zizwm - 6’”7512’” +0(m) = 6(mlogm). 4)
i=

To oznacza, ze obliczenie wszystkich wartosci C(a,b) odpowiadajacych krawedziom S$ciezki oraz wartosci Z(a,b)
odpowiadajacych punktom $ciezki, mozna wykonaé w czasie O(mlogm).

Udato si¢ nam wybraé grupe k zapytafi i odpowiedzieé na nie w czasie O(nlogn + mlogm). Mozemy wigc usunaé je
ze zbioru Q i kontynuowac takie samo postgpowanie, az do momentu znalezienia odpowiedzi na wszystkie zapytania z Q.
Pozostaje pytanie, ile tego typu rund musimy wykonac, aby rozwigzaé¢ zadanie.

Ile czeSci ma problem?

Wykazmy ponizszy fakt, ktéry pomoze nam znalez¢ odpowiedZ na nurtujace nas pytanie:

Fakt 3 Niech dany bedzie ciqg liczb naturalnych a = (ay,... a2 ) diugosci K>+ 1. W ciggu tym istnieje podciaqg
niemalejqcy dtugosci k+ 1 lub podciqg nierosnqcy dtugosci k+ 1.

Dowéd Uzasadnienie faktu, wykorzystujace klasyczne twierdzenie Dilwortha, mozna znalez¢ w ksiazce [34]. Tutaj
przedstawimy inny dowdd, oparty jedynie na prostych sztuczkach kombinatorycznych.

17r6dto: http://www.research.att.com/ njas/sequences/A064608, The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences, A064608
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Zdefiniujmy ciag by, ...,b2 |, gdzie b; jest dlugoscia najdtuzszego podciagu niemalejacego ciagu a koriczacego sig
elementem a;. Nastgpnie rozwazmy dwa przypadki:

(1) Jezeli w ciagu b istnieje wyraz wigkszy niz k, to znaczy, ze w ciagu a istnieje podciag niemalejacy dtugosci k+ 1,
co koriczy dowéd w tym przypadku.

(2) Niech wszystkie wyrazy ciagu b beda mniejsze niz k+ 1, czyli w ciagu b wystepuje najwyzej k réznych wartosci.
Woéwczas, na mocy zasady szufladkowej Dirichleta, wiemy, ze istnieje warto$¢ (oznaczmy ja x) wystgpujaca w tym
ciagu k + 1 razy. Pokazmy, Ze elementy ciagu a, ktérym w ciagu b odpowiadaja (czyli wystgpuja na tych samych
pozycjach) wartodci x, tworza ciag malejacy. Zalézmy, ze b; = b; = x dlai < j. Gdyby a; < a;, to moglibySmy ciag
konczacy sie na a; o dtugosci x przedtuzy¢ o a;. Tym samym b; > x+ 1, co jest sprzeczne z zalozeniem b; = b;.

Z Faktu 3 wida¢ natychmiast, ze jezeli zbiér Q ma n elementéw, to dlugo$¢ k skonstruowanego w jednej rundzie
algorytmu ciagu zapytai jest nie mniejsza niz [/n]. Na pierwszy rzut oka moze si¢ wigc wydawaé, ze po O(y/n)
rundach rozwiazemy cate zadanie. Nie jest to jednak oczywiste, poniewaz w kolejnych rundach rozmiar |Q| zmniejsza si¢
i znajdujemy odpowiedzi na mniej niz [/n] pytai. Niemniej jednak pierwsze wrazenie okazuje si¢ stuszne, co mozemy
udowodnié.

Fakt 4 Liczba rund jest rzedu O(\/n).

Dowéd Podzielmy zbi6r liczb naturalnych na parami roztaczne przedziaty [i2 + 1, (i+1)?], dla i > 1. Rozwazmy liczbe
naturalna n € [i> 4 1, (i 4 1)?]. Pokazmy, ze jesli bytaby ona dtugoscia ciagu @ w naszym problemie, to po co najwyzej
3 rundach algorytmu dtugo$¢ ciagu znajdzie si¢ w przedziale [(i — 1)% + 1,i%]. Wynika to stad, ze wartos¢ n > i> musi
na mocy Faktu 3 w jednej rundzie zmale¢ co najmniej o i. Po maksymalnie 3 takich redukcjach, dtugos¢ ciagu osiagnie
warto$é n—3i < (i+1)? —3i = i* +2i — 1 — 3i < i, czyli spadnie do przedziatu [(i — 1)? + 1,i%], o ile nie znalazta sig
tam wczes$nie;j.

Poniewaz wartos¢ i jest réwna [1/n] — 1, to po co najwyzej 3([v/n] — 1) = O(y/n) rundach caty zbiér Q zostanie
przetworzony. ]

Ostatecznie pokazaliSmy, ze ztozono$¢ czasowa zaproponowanego algorytmu to
O(v/n(nlogn+mlogm)).

Mozemy si¢ jeszcze zastanowié, ile tracimy w poréwnaniu z metoda oparta na wyznaczaniu najlzejszego lasu
rozpinajacego w grafie G. Okazuje sig, ze w pesymistycznym przypadku waga takiego lasu moze wynosic¢

Q (\/ﬁ y 2°°<">) 7
=2
gdzie — jak juz wspominaliSmy — sum¢ wystgpujaca w tym wyrazeniu mozna oszacowaé wyrazeniem:
1 .
Y 2°0) = @(mlogm).
i=2

Pesymistyczny przypadek wystepuje, na przyktad, dla punktéw Q réwnomiernie roztozonych na kracie:

o= {(( 2] [ 2]} =1t

Zatem w najgorszym razie, nawet gdybySmy pomingli koszt znajdowania najlzejszego lasu rozpinajacego w G,
to i tak na wszystkie pozostate obliczenia musielibySmy poswigcié czas Q(y/nmlogm). Widzimy wigc, ze zastgpujac
najlzejsze drzewo rozpinajace uktadem Sciezek o monotonicznie posortowanych wspétrzednych punktéw, nie pogarszamy
ztozonosci obliczeniowej rozwigzania.

Implementacja opisanego w tym rozdziale algorytmu znajduje si¢ w plikach zap.cpp i zap0.pas.

Rozwigzanie alternatywne

W rozwiazaniu wzorcowym w istotny sposob korzystaliSmy z tego, Ze w zadaniu mamy udzieli¢ odpowiedzi na duza
liczbg zapytain. Okazuje si¢ jednak, ze istnieje rozwiazanie, ktére pozwala na efektywne odpowiadanie takze
na pojedyncze zapytania. Pomyst ten zostal zaimplementowany przez zdecydowana wigkszo$¢ zawodnikow, ktérzy
zdobyli za zadanie maksymalng liczb¢ punktéw. Poniewaz w rozwiazaniu tym sa wykorzystywane zaawansowane
techniki matematyczne, wigc prezentujemy je jako drugie w kolejnosci.
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Rozwazmy wszystkie pary liczb naturalnych, z ktérych pierwsza nalezy do zbioru {1,...,a}, a druga — do zbioru
{1,...,b}. Tych par jest oczywiscie a-b. Mozemy je podzieli¢ na roztaczne zbiory ze wzgledu na wartos¢ NWD(a,b),
czyli:

a-b=2Z(a,b)+2Zy(a,b)+Zz(a,b)+... 5

Zdefiniujmy nastgpujace funkcje, okreSlone dla par nieujemnych liczb rzeczywistych:
e g(xy)=[x]- [y,
o flxy) =Z(lx],[y])
Na podstawie rownosci (1) oraz (5) mozemy zapisaé nastgpujaca zalezno$¢ migdzy funkcjami f oraz g:
Xy
g(x7y) = Z f<77 7)
i d' d

Zalezno$¢ nie wydaje sig by¢ przydatna, bo interesuja nas wartoSci funkcji f, a nie g, jednak okazuje si¢, ze mozemy
z niej wyznaczy¢ wzér na funkcje f! W tym celu mozna zastosowaé metode odwracania z uzyciem funkcji Mobiusa
(patrz, na przyktad, rozdziat 4.9 w [30]). W rozwazanym przypadku da nam ona nastgpujacy wzor:

X,y) = de(2.2), 6
f(x) dglu( )g(d d) (6)

gdzie u jest tak zwana funkcja Mobiusa. Powyzszy wzér za chwile udowodnimy, jednak najpierw musimy poznaé lepiej
funkcje u Mobiusa. Ma ona dwie réwnowazne definicje (dowdd ich réwnowaznosci mozna znaleZ¢ takze w [30]).

Def. 1: Pierwsza z nich jest definicja typu rekurencyjnego:
1 dlam=1
) u(d) =
dlm 0 dlam>1.

Z tej definicji tatwo wnioskujemy, ze u(1) = 1, dalej u(2) = 0 —u(1) = —1, podobnie u(3) = —1, wreszcie
u(4) =0—pu(2) —u(1) = 0itd. Kilka poczatkowych wartosci funkcji u prezentujemy w ponizszej tabelce:

i (1] 23 [4[5]6] 7 [8][9]10
u@d [T =1 —1[0[ 1|1 —-1]0]0] 1

Def. 2: Wedhug drugiej definicji u(m) = 0, jezeli m dzieli si¢ przez p? dla pewnej liczby pierwszej p. W przeciwnym
przypadku u(m) = (—1)", gdzie r jest liczba réznych dzielnikéw pierwszych m.

Poznawszy funkcj¢ Mobiusa, mozemy udowodni¢ réwnos¢ (6):
Fakt 5 Jezeli funkcje f oraz g sq zwiqzane zaleznosciq
Xy
gy =Y f(a 7)
S N\dd
oraz Yy as1|f(x/(kd))| < eo, to
Xy
9 = d (71 7) .
fley) =Y uld)g( 55

d>1
Dowdd Przyjrzyjmy si¢ nastgpujacemu ciggowi przeksztatcen:

Suas(5) - T Lo )

d>1 d>1 k>1

d.k>1,m=kd
Xy
= Y r(52) Luta).

Zauwazmy, ze na podstawie pierwszej definicji funkcji Mobiusa wewnetrzna suma } g, u(d) jest niezerowa (a doktadniej
réwna 1) tylko dla m = 1. To pokazuje, ze jedynym niezerowym sktadnikiem catej sumy bedzie f(x/1,y/1) = f(x,y),
co koriczy dowdd. |

Z definicji funkcji f i g oraz udowodnionego faktu otrzymujemy réwno$¢, ktéra pomoze nam efektywnie wyznaczaé
odpowiedzi na zapytania:

Z(a,b) = Y u(d) bJ : bJ. (N
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Od wzoru do algorytmu

Rozpocznijmy od uproszczenia dopiero co wyprowadzonego wzoru (7). Przede wszystkim zauwazmy, ze sumowanie
mozemy ograniczy¢ do d < max(a,b), gdyz dla pozostalych wartosci d wyrazenie wewnatrz sumy i tak bedzie réwne
zeru (zamiast max(a,b) mozna by uzy¢ nawet min(a,b), ale nam bgdzie wygodniej pozostaé przy wersji z maksimum).
Mozemy tez bez straty ogélnosci zatozy¢, ze a > b, co pozwala zapisa¢ wzor (7) w postaci:

o= Fial2) (3]

Obliczenia mozemy rozpoczaé¢ od wyznaczenia wszystkich potrzebnych wartosci funkcji Mobiusa u(1),...,u(m).
W tym celu, za pomoca sita Eratostenesa, rozktadamy wszystkie liczby od 1 do m na czynniki pierwsze i wyznaczamy
warto$¢ u z definicji drugiej. Operacja ta ma ztozono$¢ czasowa O(mlogm). Znajac wartosci u, warto$é Z(a, b) potrafimy
wyliczy¢, korzystajac ze wzoru (8) w czasie O(a). Nie jest to jednak metoda wystarczajaco szybka. Okazuje sig,
Ze mozna ja przyspieszy¢, osiagajac ztozono$¢ czasowa odpowiedzi na jedno zapytanie O(1/a), a catego rozwiazania:
O(ny/m+mlogm), gdzie drugi sktadnik wynika z konieczno$ci wyznaczenia potrzebnych wartosci funkcji u. Zobaczmy,
jak sig to robi.

Na poczatek obliczmy sumy prefiksowe funkcji i, czyli wartosci

™=

F(k) =Y u(i)dlal<k<m.

1

Potrafimy to zrobi¢é w czasie O(m). Potem mozemy w czasie stalym znajdowalé wartosci:
u(@)+u(a+1)+---+ub) =F(b) —F(a—1).
Nastepnie wyznaczenie sumy ze wzoru (8) podzielmy na dwie czg¢éci:

zion) = (Lwals)-5)+( £ wols]-3))

Sktadniki pierwszej sumy wyznaczymy bezposrednio, jak w metodzie opisanej na poczatku tego rozdziatu. Natomiast
przy obliczeniach dla d > |/a| postuzymy si¢ sprytniejszym algorytmem. Zauwazmy, ze dla d > +/a, zar6wno
9] < Va, jak i L%J < v/b < \/a. To oznacza, ze istnieje tylko O(y/a) réznych wartosci kazdego z tych ilorazéw.
Zbadajmy najpierw | 4] (z drugim ilorazem postapimy analogicznie). Dla kazdej liczby e = 1,...,|\/a] znajdZmy
przedziat catkowitych wartodci d, dla ktérych [ § ] = e:

<% et
e<—<e+1,
d

czyli
de<a<d(e+1).

Stadd < [§] oraz d > | ;47 ] i ostatecznie otrzymujemy zaleznos¢

oellpt 2]

Korzystajac z (10), mozemy podzieli¢ caly przedziat [|/a] 4+ 1,...,a] na O(y/a) parami roztacznych podprzedziatéw,
w ktérych wyrazenie || ma wartos¢ stala. W podobny sposéb mozemy podzieli¢ ten przedziat na O(y/a)
podprzedziatéw, w ktérych z kolei wyrazenie L%J jest state. Nastepnie mozemy potaczy¢ oba te podzialy w jeden gestszy

podzial, tak aby w poszczegdlnych przedziatach zaréwno | § |, jak i ng , bylo state.

Przyklad 1 Niech a = 18, b = 15. Woéwczas |/a] = 4. W ponizszej tabelce sa przedstawione wartosci | 5] dla
del,18]:

d |1 2314567891011 1213 |14|15|16| 17|18
L%J1896433222111111111

Na podstawie warto$ci w tabelce mozemy dokonaé nastepujacego podziatu [|v/a] 4+ 1,a] = [5,18] dla a:
e w przedziale [5,6] zachodzi | § | = 3,

e w przedziale [7,9] zachodzi | § ] = 2,

e w przedziale [10, 18] zachodzi | § ] = 1.

Zauwazmy, ze podzial ten jest identyczny z tym, jaki otrzymalibySmy za pomoca zaleznosci (10):
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o | 8] =3 wprzedziale [[ ]| +1,[¥]]=[5,6],
o |8]=2wprzedziale [[ 2] +1,[ % ]]=1[7,9],
o |8] =2 wprzedziale [ ] + 1,12 ]] = [10,18].

Podobnie mozemy skonstruowac tabelke dla b:

d | 1]12]|3|4|5]6|7|8]9 10|11 (1213|1415
L%J1575332211111111

Widoczny w niej podziat przedziatu [5,18] dla b to:
e w przedziale [5,5] zachodzi LgJ =3

e w przedziale [6,7] zachodzi | 5] =2,

e w przedziale [8,15] zachodzi ng =1

Potaczenie podziatéw dla a oraz dla b daje podziat:

e w przedziale [5,5] mamy | §] = 3 oraz LZJ =3,
e w przedziale [6,6] mamy |4] =3 oraz | 2| =2,
e w przedziale [7,7] mamy | 4] =2 oraz LZJ =2,
o w przedziale [8,9] mamy |4] =2oraz | 2| =1,
e w przedziale [10,15] mamy | 4| = 1 oraz L%J =1,

d
e w przedziale [16,18] iloczyn |4 |- | 2 | ma wartos¢ 0.

Liczba podprzedzialéw w gestszym podziale jest réwniez rzedu O(+y/a), gdyz poczatki i kofice podprzedzialéw sa
w nim wyznaczone przez poczatki i koiice podprzedzialéw z osobnych podziatéw dla a oraz dla b. Znalezienie podzialu na
podstawie wzoréw (10) dlaa i b jest dosy¢ techniczne, lecz niezbyt skomplikowane i moze by¢ wykonane w czasie O(v/a).
Oznaczmy znaleziony podziat [Ij,r]U--- U [ls,7s]. Teraz mozemy wyliczy¢ druga sumg z (9). Poniewaz w kazdym

podprzedziale [I;,r;] wyrazenie [ %] | %] ma wartos¢ stata (mozemy przyja¢, na przyklad, AR L%J), wige

N

£ s 2 -1 5 wol2] 2] - erer-ron[2)2)

i=1dell;,r] i=1

(przypomnijmy, ze przez F' oznaczyliSmy sumy prefiksowe funkcji Mobiusa). W ten sposéb zakoniczyliSmy konstrukcje
algorytmu wyznaczania odpowiedzi na zapytanie Z(a,b) w ztozonosci czasowej O(+/m).
Implementacja przedstawionej metody znajduje si¢ w pliku zapl . cpp.

Testy

Zadanie bylo sprawdzane na 15 zestawach danych testowych. Ponizej przedstawiona zostata tabela z opisami testéw,
w ktorej n oznacza liczbe zapytai w tescie, a parametry m; i mp wyliczone sa wedtug wzoréw:

m; = max{max(a,b)|(a,b) € 0},

my = max{min(a,b)|(a,b) € 0}.
Nazwa n my m; Opis
zapl.in 10 40 34 | test losowy
zap2.in 37 98 63 | test losowy
zap3.in 100 200 185 | test losowy
zap4.in 12500 3125 100 | test losowy
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Nazwa n my my Opis

zap5.in | 49999 8333 8304 | test losowy

zap6.in | 50000 | 50000 100 | test losowy

zap7.in 100 | 49842 | 49768 | test losowy

zap8.in 3124 | 10000 | 9796 | test losowy

zap9.in 12501 | 16666 | 16506 | test losowy

zapl0.in | 50000 | 50000 | 49953 | test losowy

zapll.in | 49729 | 50000 | 49778 | do pokrycia Q potrzeba /n Sciezek

zap12.in | 50000 | 50000 | 50000 | Q jestzbiorem {(50000,x) : 1 <x < 50000}

zap13.in | 49770 | 49980 | 49980 | liczby wystgpujace w zapytaniach maja duzo dzielnikéw pierw-
szych

zapl4.in | 50000 | 50000 | 50000 | liczby wystepujace w zapytaniach maja duze najwigksze wspdlne
dzielniki

zapl5.in | 50000 | 50000 | 43630 | liczby wystgpujace w zapytaniach to liczniki i mianowniki
pewnych utamkoéw z ciagu Fareya (wigcej o ciagu Fareya mozna
przeczytaC np. w [35])
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Grzbiety i doliny

Bajtazar lubi wedrowaé po gdrach. Podczas swoich wedréwek odwiedza wszystkie okoliczne grzbiety i doliny. Dlatego,
aby dobrze zaplanowaé czas, musi wiedziec, ile grzbietow oraz dolin znajduje sie na obszarze, po ktorym bedzie wedrowal.
Twoim zadaniem jest pomdc Bajtazarow:.

Bagjtazar dostarczyl Ci mape obszaru, ktory wybral jako cel swojej kolejnej wyprawy. Mapa ma ksztalt kwadratu
o wymiarach nxn. Dla kazdego pola (i,7) tego kwadratu (dlai,j € {1,...,n}) podana jest jego wysokosé w( j)-

Méwimy, Ze pola sqsiadujg ze sobq, jezeli majg wspdlny bok lub wierzcholek (tzn. pole (i,j) sgsiaduje z polami
(i—1,5—1), (i—1,5), (i—1,j+1), (i,j—1), (i,j+1), (i+1,j—1), (i+1,5), (i+1,j+1), oile pola o takich
wspdlrzednych mieszczq sie na mapie).

Mdwimy, ze zbidr pdl S tworzy grzbiet (doline), jezeli:

o wszystkie pola z S majq te samq wysokosé,

o 2bidr S stanowi spdjny kawalek mapy (z kazdego pola ze zbioru S mozna przej$é do kazdego innego pola z S,
przechodzge tylko z sqsiedniego pola na sgsiednie i nie wychodzqc poza zbidr S),

e jesli s €S oraz pole s' ¢ S sqsiaduje z s, to ws > wy (dla grzbietu) lub ws < wy (dla doliny).
W szczegolnosci, w przypadku, gdy caly obszar przedstawiony na mapie ma te samq wysokosé, jest on jednoczesnie grzbietem
i doling.

Twoim zadaniem jest wyznaczyé liczbe grzbietow oraz dolin dla krajobrazu opisanego przez otrzymang mape.
Zadanie
Napisz program, ktory:

e wczyta ze standardowego wejscia opis mapy,

o obliczy liczbe grzbietow i dolin dla krajobrazu opisanego przez te mape,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia znajduje sie jedna liczba calkowita n (2 < n < 1000) oznaczajgca rozmiar
mapy. W kazdym z kolejnych n wierszy znajduge sie opis kolejnego wiersza mapy. Wi+ 1-szym wierszu (dlai e {1,...,n})
znajduge sie n liczb catkowitych Wi 1)s- - Wi p) (0 < w(; j) < 1000000 000), pooddzielanych pojedynczymi odstepami. Sq
to wysokosci kolejnych pol w i-tym wierszu mapy.

Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawiera¢ dwie liczby catkowite oddzielone pojedynczym odstepem — liczbe
grzbietow, a nastepnie liczbe dolin dla krajobrazu opisanego przez mape.

Przyklad

Dla danych wejsciowych: —__]-
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Grzbiety i doliny

Natomiast dla danych: Z

5 15: 78| 3|1
c57e 55766
c735s 6/ 6/ 6|2|8
71017 5 2 5@

poprawnym wynikiem jest:
00 1.0 1|7

Na powyzszych rysunkach zaznaczone sq grzbiety (linia ciggla) i doliny (linia przerywana).

Rozwigzanie

Rozwigzanie wzorcowe
Na wstepie wprowadZmy pojecie osiggalnosci pola, ktére bedzie pomocne w dalszej analizie.

Definicja 1 Pole k jest osiqgalne z pola p, jezeli ma taka sama wysokos¢ co pole p oraz jezeli do pola k mozna dojs¢
z pola p, poruszajac si¢ tylko pomigdzy sasiednimi polami o tej samej wysokosci.
W szczeg6lnosci, pole p jest osiggalne z pola p.

W rozwiazaniu wzorcowym liczbg grzbietéw oraz dolin wyznaczamy w dwoch niezaleznych fazach. Ponizej
przedstawiamy sposéb wyznaczania liczby dolin; podobnie mozna wyznaczy¢ liczbe grzbietéw. Zadanie zinterpretujemy
w jezyku graféw. Kazde pole mapy Bajtazara potraktujemy jako wierzcholek grafu G. Krawedzie w tym grafie
reprezentuja mozliwe ruchy pomigdzy sasiednimi polami. Z kazdego pola (wierzchotka grafu) nielezacego na brzegu
mapy wychodzi zatem osiem krawedzi. Dolina w tej interpretacji jest maksymalnym, spdjnym (jednokawatkowym)
zbiorem pdl o tej samej wysokosci w, otoczonym polami o wysokosci wigkszej od w.

Zastanéwmy sig¢, w jaki sposéb mozna stwierdzi¢, czy dane pole k nalezy do doliny. W tym celu mozna wyznaczy¢
wszystkie pola osiagalne z pola k, a nastgpnie sprawdzic¢, czy wszystkie one sasiaduja z polami o nie mniejszej wysokosci.
Jesli ktérekolwiek pole sasiaduje z polem o wysokosci mniejszej, to pole k (oraz kazde inne pole osiagalne z pola k) nie
nalezy do doliny. W przeciwnym razie, pole k oraz wszystkie pola z niego osiagalne naleza do jednej, tej samej doliny.
Co wigcej, nie ma dalszych p6l nalezacych do tej doliny, bo gdyby takowe istnialy, to bylyby osiagalne z pola k.

Powstaje pytanie, w jaki sposob efektywnie przeprowadzi¢ opisang wyzej procedure. Okazuje sig, Ze wystarczy
w tym celu zastosowaé przeszukiwanie grafu G wszerz. Przeszukiwanie rozpoczynamy w wierzchotku k i odwiedzamy
wszystkie osiagalne wierzchotki o tej samej wysokosci co wierzchotek wyjsciowy, odnajdujac obszar potencjalnej doliny
zawierajacej k. Jesli jakakolwiek krawedZ wychodzaca z wyznaczonego obszaru dochodzi do wierzchotka o mniejszej
wysokosci od wierzchotka k, to potencjalna dolina nie jest w rzeczywisto$ci doling i ani k, ani zaden z jej pozostalych
wierzchotkow nie nalezy do doliny. W przeciwnym razie potencjalna dolina okazuje si¢ by¢ rzeczywiScie doling.
Dla kazdego zbioru pdl osiagalnych wystarczy wykona¢ tylko jedno przeszukiwanie — liczba dolin jest réwna liczbie
wykonanych przeszukiwan, dla ktérych znaleziono rzeczywista doling.

Poniewaz kazdy wierzchotek w grafie G ma ograniczony stopiefi, nie wigkszy niz osiem, wigc sumaryczny
czas wykonania przeszukiwan jest liniowy wzgledem liczby wierzchotkéw. Tym samym otrzymujemy algorytm
o ztozonosci O(n?), zapisany w plikach grz.cpp i grz1.pas.

Rozwigzanie alternatywne

Zadanie mozna takze rozwiazaé, uzywajac struktury danych Find-Union' zamiast reprezentacji grafowej. Struktura
umozliwia efektywny podziat p6l na roztaczne zbiory pdl wzajemnie osiagalnych. W tym celu na poczatku dziatania
algorytmu kazde pole mapy reprezentowane jest jako jednoelementowy zbiér. Nastepny krok algorytmu polega na
przeanalizowaniu wszystkich par sgsiadujacych pdl oraz polaczeniu zbioréw, do ktérych naleza pola o tej samej
wysokosci. Na koniec wystarczy dla kazdego uzyskanego zbioru sprawdzié, czy wszystkie pola nalezace do niego
sasiaduja z polami nie nizszymi od siebie — jesli tak, to rozpatrywany zbior stanowi doling. Oczywiscie test sprawdzajacy,
czy obszar jest grzbietem, mozna zrealizowaé analogicznie. Uzyskany w ten sposéb algorytm ma ztozonosé O(n*log* n).
Rozwigzanie zostato zapisane w pliku grzsl.cpp.

IStruktury Find-Union stuza do przechowywania elementéw pogrupowanych w roztaczne zbiory i efektywnego wykonywania operacji: potaczenia
zbioréw (Union) oraz zidentyfikowania zbioru, do ktérego nalezy element (Find). Wigcej na ich temat mozna przeczyta¢ w ksigzkach [14] i [19].



Grzbiety i doliny

Rozwigzanie niepoprawne

Gtéwnym Zrédiem rozwiazan niepoprawnych byto stosowanie rekurencyjnego przeszukiwania grafu, na przyklad za
pomoca przeszukiwania w glab. Podejscie to moze spowodowac przepetnienie stosu. Jest ono wysoce prawdopodobne
dla testow typu ,,waz” (patrz dalej). Rozwiazanie takie zostato zaimplementowane w pliku grzbl.cpp.

Testy

Testy do zadania zostaly wygenerowane losowo, przy uzyciu pigciu niezaleznych metod:

plaski — generator testow zawierajacych ptaski obszar o zadanej wielkoSci oraz wysokosci,

e waz — generuje test o zadanej wielkoSci, umieszcza w nim ,,weza” (ciag pol o tej samej wysokosci i dtugosci rzedu
0(n?)) oraz otacza go polami o losowych wysokosciach,

e losowy — generuje planszg o zadanej wielkosci i losowych wysokosciach pél,

e szachownica — generuje plansz¢ o zadanej wielkosci, zawierajaca dwie rézne wysokosci pol ulozone we wzor
szachownicy,

e losowy obszar — generuje plansz¢ o zadanej wielkoSci, wypelniajac ja losowymi sp6jnymi obszarami o zadanej

maksymalnej wielko$ci oraz wysokosci.

Ponizsza lista zawiera podstawowe informacje dotyczace testow. Przez n zostala oznaczona wielko$¢ mapy, a przez h
— maksymalna wysoko$¢ p6l. W ostatniej kolumnie podany zostat rodzaj generatora uzyty do stworzenia testu.

Nazwa n h Opis
grzla.in 8 2 | szachownica
grzlb.in 10 100 | waz

grz2a.in 15 100 | ptaski
grz2b.in 16 267 | szachownica
grz2c.in 13 20 | losowy
grz3a.in 20 9852 | ptaski
grz3b.in 50 29 | waz

grz4.in 100 96500 | losowy
grzd.in 120 9999 | losowy obszar
grzb.in 200 1000000 | losowy obszar
grz7.in 400 9000000 | losowy
grz8a.in 800 100000000 | losowy
grz8b.in 800 1000000 | losowy obszar
grz9a.in 1000 854 | szachownica
grz9b.in 750 | 1000000000 | losowy
grzl0a.in | 1000 50 | waz

grz10b.in | 1000 | 1000000000 | ptaski
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Powd6dz

Bajtogrod, stolica Bajtocji, to malownicze miasto poloione w gorskiej kotlinie.  Niestety ostatnie ulewne deszcze
spowodowaly powodZ — caly Bajtogrod znalazl sie pod wodg. Krol Bajtocji, Bajtazar, zebral swoich doradcéw, w tym
i Ciebie, aby radzic, jak ratowaé Bagtogrod. Postanowiono sprowadzié pewng liczbe pomp, rozmiescié je na zalanym terenie
i za ich pomocq osuszy¢ Bajtogrod. Bajtazar poprosit Cie o okreslenie minimalnej liczby pomp wystarczajgcej do osuszenia
Bajtogrodu.

Otrzymales mape miasta wraz z kotling, w ktorej jest polozone. Mapa ma ksztalt prostokqta podzielonego na m x n
jednostkowych kwadratéow. Dla kazdego kwadratu jednostkowego mapa okresla jego wysokosé nad poziomem morza oraz czy
nalezy on do Bajtogrodu czy nie. Caly teren przedstawiony na mapie znajduje sie pod wodg. Ponadto jest on otoczony
duzo wyzszymi gorami, ktore uniemozliwiajg odplyw wody. Osuszenie terendw, ktore mie nalezg do Bajtogrodu, nie jest
konieczne.

Kazdg z pomp mozna umiesci¢ na jednym z kwadratow jednostkowych przedstawionych na mapie. Bedzie ona
wypompowywaé wode az do osuszenia kwadratu, na ktorym sie znajduje. Osuszenie dowolnego kwadratu pocigga za
sobg obnizenie poziomu wody lub osuszenie kwadratéw jednostkowych, z ktérych woda jest w stanie splyngé do kwadratu,
na ktorym ustawiono pompe. Woda moZze bezposrednio przeplywac tylko miedzy kwadratami, ktérych rzuty na poziomg
plaszczyzne majq wspdlng krawedz.

Zadanie
Napisz program, ktory:
e wyczyta ze standardowego wejscia opis mapy,
o wyznaczy minimalng liczbe pomp potrzebnych do osuszenia Bajtogrodu,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia znajdujq sie dwie liczby catkowite m @ n, oddzielone pojedynczym odstepem,
1 <m,n < 1000. Kolejnych m wierszy zawiera opis mapy. Wiersz i + 1-szy opisuje i-ty pas kwadratéow jednostkowych
na mapie. Zawiera on n liczb catkowitych x;1,%;2,...,;,, pooddzielanych pojedynczymi odstepami, —1000 < x; ; < 1000,
x;j # 0. Liczba x;j opisuje j-ty kwadrat w i-tym wierszu. Grunt w tym kwadracie znajduge si¢ na wysokosci |x; j|. Jezeli
xij > 0, to kwadrat ten znajduje si¢ na terenie Bajtogrodu, a w przeciwnym przypadku znajduje si¢ poza miastem. Teren
Bajtogrodu nie musi stanowic¢ spojnej catosci, moze byé podzielony na kilka oddzielonych od siebie czesci.

Wyjscie

Twaj program powinien wypisaé na standardowe wyjscie jedng liczbe calkowitq — minimalng liczbe pomp potrzebnych do
osuszenia Bajtogrodu.

Przyklad

Dla danych wejsciowych:
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poprawnym wynikiem jest:
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Na rysunku przedstawiono teren Bajtogrodu oraz przykladowe rozmieszczenie pomp.



PowodZ

Rozwigzanie

Analiza problemu

Zaczniemy od prostej obserwacji. Niech a, b i ¢ beda takimi kwadratami jednostkowymi, ze pompa umieszczona
w kwadracie ¢ osusza zaréwno kwadrat a, jak i b. Oznaczmy wysokoSci tych kwadratéw, odpowiednio, przez h,, hy
i h.. Dodatkowo mozemy zatozy¢, ze h, < hp (jesli tak nie jest, to zamieniamy oznaczenia kwadratéw a i b). Wowczas
pompa umieszczona w kwadracie a osusza kwadrat b.

a

c

Rys. 1:  Pompa umieszczona w kwadracie ¢ osusza kwadraty a i b.

c

Rys. 2:  Pompa umieszczona w kwadracie a osusza kwadrat b.

Dzieje sig tak, gdyz z a do ¢ musi istnie¢ droga, ktéra woda spltywa z a do ¢ i na ktérej wysokos¢ terenu nie przekracza
h,. Podobnie, z b do ¢ musi istnie¢ droga, ktéra woda sptywa z b do ¢ i na ktdérej wysokos¢ terenu nie przekracza hy,. Tak
wigc istnieje droga z b do a, na ktérej wysoko$¢ terenu nie przekracza h;, i ktéra woda moze sptyna¢ z kwadratu b do
pompy umieszczonej w kwadracie a.

Dzigki tej obserwacji mozemy pokaza¢ nastgpujacy fakt:

Fakt 1 Niech a bedzie najnizej potoZonym kwadratem Bajtogrodu — dowolnie wybranym, jesli istnieje wiele takich
kwadratow. Istnieje takie optymalne ustawienie pomp, w ktorym jedna z pomp znajduje si¢ w kwadracie a.

Dowéd Rozwazmy pewne optymalne ustawienie pomp i zatézmy, ze w ustawieniu tym w kwadracie a nie stoi zadna
pompa. Niech ¢ bedzie kwadratem, na ktérym znajduje si¢ pompa osuszajaca kwadrat a. (Jesli jest kilka takich
pomp, to wybieramy dowolng z nich.) Niech b bedzie dowolnym kwadratem na terenie Bajtogrodu, osuszanym przez
pompe znajdujaca si¢ w kwadracie ¢. PrzenieSmy pompe z kwadratu ¢ do kwadratu a — z poprzednio uczynionej
obserwacji wynika, ze przeniesiona pompa nadal osusza kwadrat b. Powyzsze uzasadnienie mozna zastosowaé do
dowolnie wybranego kwadratu b, z czego wynika, ze pompa po przeniesieniu osusza te same kwadraty Bajtogrodu,
co poprzednio. W ten sposéb uzyskaliSmy optymalne ustawienie pomp, w ktérym w kwadracie a stoi pompa. ]

Fakt ten pozwala sformutowaé nastgpujacy zachtanny algorytm rozmieszczania pomp:

e umieszczamy pompg W najnizej potozonym kwadracie Bajtogrodu — dowolnie wybranym, jesli jest ich wiele,
e znajdujemy wszystkie kwadraty nalezace do Bajtogrodu, ktére osusza pompa,

e zmniejszamy problem, usuwajac z terenu Bajtogrodu osuszone kwadraty,

e umieszczamy kolejng pompe itd.

Ponizsze rysunki ilustruja zastosowanie tego algorytmu dla przyktadowych danych z treéci zadania.

2i2i1i1i2i2{21i12!3 2i2i1i1i2i2i2i12!3
2[1]1]2]sir|2]nin 2[1]1]2]8i2[2]2in
531 @|1f4a]e]2]2 sl3i1i@|wf4]6]2]2
s5i2.2]2[2is|4a]31 si2i2)2|3la[3i1
5i6i2|2|12[si6i2]1 s5i6i2|2|12[5:6@[1
48810128 6.6 4 48810128 6.6 4
Pierwsza pompa jest ustawiana na jednym z kwadra- Druga pompa jest ustawiana na wysokosci 2. Osusza
téw Bajtogrodu na wysokosci 1. Osuszony przez nig ona pozostaly teren Bajtogrodu.

teren zaznaczono na szaro.
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Powodz
Rozwigzanie nieoptymalne

Prosta implementacja przedstawionego w poprzednim punkcie algorytmu moze polegaé na przegladaniu kwadratéw
nalezacych do Bajtogrodu w kolejnosci rosnacych wysokosci oraz symulowaniu obnizania si¢ poziomu wody po
ustawieniu kazdej pompy. Do symulowania skutkéw ustawienia pojedynczej pompy mozemy zastosowal technike
podobna do algorytmu Dijkstry: kwadraty jednostkowe traktujemy jak wierzchotki grafu, krawedziami taczymy kwadraty
sasiadujace ze soba — jednak zamiast rozpatrywac wierzchotki w kolejnosci rosnacej odlegtosci od pompy, rozpatrujemy
je w kolejnosci rosnacej wysokosci, na ktérg opada woda. W algorytmie Dijkstry do przechowywania dostgpnych
w kolejnym kroku wierzchotkéw wykorzystywana jest kolejka priorytetowa. W naszym przypadku wysokosci, wedtug
ktérych wybieramy kwadraty, sa liczbami catkowitymi od 1 do 1 000 — mozna wigc do ich zapisania uzy¢ tablicy zbioréw
(lub jakichkolwiek kolekcji, np. list) kwadratéw.

Pojedyncze przeszukiwanie ma ztozono$¢ czasowa rzgdu O(m - n). Tak wige caly algorytm dziata w czasie O(m-n- p),
gdzie p jest liczba pomp, ktdre nalezy ustawic.

Rozwigzanie optymalne

Opisany w poprzednim punkcie algorytm mozna usprawnic, faczac kolejne przeszukiwania w jedna catos¢. W tym celu
zdefiniujemy dla kazdej wysokosci & dwa zbiory kwadratéw:

e M; — zbiér kwadratéw, ktére leza na terenie Bajtogrodu i sa potozone na wysokosci i (wszystkie zbiory M}
mozemy wyznaczy¢ na poczatku, przegladajac raz cala mape) oraz

e [, — zbiér kwadratéw lezacych na wysokosci h, ktore sasiaduja z kwadratami, na ktérych woda opadta ponizej
poziomu ki (poczatkowo wszystkie zbiory L, sa puste; zapelniamy je w trakcie obliczen, gdy stwierdzimy, ze
w sasiedztwie kwadratu lezacego na wysoko$ci & woda opadta ponizej tego poziomu).

Dla kazdego kwadratu pamigtamy takze poziom wody w tym kwadracie (poczatkowo, we wszystkich kwadratach woda
jest na poziomie o).

W algorytmie przegladamy wysokosci & w rosnacej kolejnosci, A= 1,2,...,1000, ustawiajac w miarg potrzeby pompy
i osuszajac wszystkie kwadraty na danej wysokosci (i by¢ moze inne przy okazji). Kwadraty nalezace do L; zostaly
osuszone wczesniej przez pompy postawione nizej, gdyz woda sptyneta z nich do sasiadujacych kwadratéw, gdzie jej
poziom jest nizszy. Mozemy wigc wyznaczy¢ wszystkie kwadraty, w ktérych woda opadnie do poziomu % (osuszajac je
lub nie), przeszukujac mape wszerz (BFS) lub w gtab (DFS), poczawszy od kwadratéw nalezacych do L. Gdy w trakcie
przeszukiwania napotkamy na kwadrat sasiadujacy z odwiedzanym kwadratem, ale potozony na wysokosci &' > h, to
wstawiamy go do zbioru L.

Po wykonaniu powyzszej procedury sprawdzamy, czy w zbiorze M), pozostal nieosuszony kwadrat — jesli tak, to
nalezy w nim ustawi¢ pompe i uzupetni¢ przeszukiwanie, zaczynajac je w tym kwadracie. Postgpujemy w ten sposdb tak
dtugo, az wszystkie kwadraty ze zbioru M}, zostang osuszone.

Dzigki temu, ze wysoko$ci A rozpatrujemy w rosnacej kolejnosci, kazdy kwadrat bedziemy odwiedzac tylko raz,
wyznaczajac wlasciwy poziom, na jaki opadnie w nim woda. W szczegdlnosci, kwadraty nalezace do Bajtogrodu
zostang zawsze calkowicie osuszone, natomiast pozostale moga co najmniej czgSciowo pozosta¢ pod woda. W rezultacie,
7tozonosé czasowa i pamigciowa takiego algorytmu wynosi O(m - n).
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Rys. 3:  Kwadraty mapy sa odwiedzane w kolejnosci zgodnej z poziomem, na jaki opada na nich woda (reprezentowanym przez
odcienie szaroSci).

Jezeli do przeszukiwania mapy zastosujemy przeszukiwanie w glab, to oba zbiory L i M), mozemy trzymaé na
jednym stosie. Musimy wéwczas zadbal, by elementy zbioru L, znajdowaly si¢ na wierzchu stosu, a elementy zbioru
M), na dole stosu. W trakcie przeszukiwania musimy bowiem najpierw wyznaczy¢ kwadraty, z ktérych woda sptynie za
posrednictwem kwadratow juz osuszonych (L) i dopiero potem mozemy przystapi¢ do rozstawiania nowych pomp na
zalanych jeszcze kwadratach z M. Takie wtasnie rozwiazanie zaimplementowano w plikach pow.cpp i powl.pas.
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Rozwigzanie alternatywne

Zadanie mozna réwniez rozwiaza¢ w odrobing gorszej ztozonoSci czasowej niz optymalna, uzywajac struktury Find-
Union'. Wyobrazmy sobie proces odwrotny do osuszania — przypusémy, ze poziom wody stopniowo podnosi sig,
zalewajac coraz wigksze obszary.

Niech a bgdzie kwadratem lezacym na terenie Bajtogrodu na wysokosci h,. Przyjrzyjmy sig, jak wyglada ,,jezioro”,
ktére zaleje kwadrat a, gdy poziom wody przekroczy h, (ale bedzie jeszcze nizszy niz h, 4+ 1). Gdyby gdziekolwiek
na terenie zalanym przez to jezioro znajdowala sie pompa, kwadrat a zostalby osuszony. Obserwacja ta prowadzi do
nastgpujacego algorytmu:

e sortujemy kwadraty wedlug wysokosci — mozemy tu zastosowaé sortowanie przez zliczanie, dziatajace w czasie
O(m-n);

e nastgpnie przegladamy kwadraty w kolejnosci niemalejacych wysokosci symulujac podnoszenie si¢ poziomu wody
i §ledzimy zasigg jezior przy aktualnym poziomie.

Przegladajac kwadrat a, rozwazamy, co si¢ z nim dzieje w momencie, gdy poziom wody przekroczy h,. Poczatkowo
dla kwadratu a tworzymy osobny element — jezioro jednostkowe, ktére taczymy z jeziorami odpowiadajacymi tym
sasiadom kwadratu a, ktérzy sa potozeni nie wyzej niz on. W ten sposéb otrzymujemy element reprezentujacy jezioro
pokrywajace kwadrat a. OczywiScie, w miarg rozpatrywania coraz wyzej potozonych kwadratéw (czyli podnoszenia si¢
poziomu wody), jeziora moga taczy¢ si¢ — do §ledzenia tego procesu przydaje si¢ nam struktura Find-Union.

Dodatkowo, dla kazdego jeziora pamigtamy, czy na jego terenie znajduje si¢ jakas pompa. Po przejrzeniu wszystkich
kwadratéw znajdujacych si¢ na wysokosci h, przegladamy ponownie te z nich, ktére leza na terenie Bajtogrodu. Dla
kazdego takiego kwadratu sprawdzamy, czy na terenie pokrywajacego go jeziora znajduje si¢ pompa — jezeli nie, to
ustawiamy pompe w tym kwadracie i odnotowujemy, ze w odpowiednim jeziorze jest juz pompa. Laczac dwa jeziora,
przyjmujemy, ze jezeli na terenie ktéregokolwiek z nich znajduje si¢ pompa, to na terenie jeziora powstalego w wyniku
potaczenia tez znajduje si¢ pompa.

Eaczna liczba kwadratéw to m - n, czyli zamortyzowany* czas jednej operacji na strukturze Find-Union wynosi
O(log*(m-n)). Tak wigc, faczny czas dziatania calego algorytmu to O(m - n-log*(m-n)). W praktyce, ztozonos¢ tego
algorytmu nie odbiega znaczaco od algorytmu wzorcowego. Rozwiazanie to zaimplementowano w pliku pow2 . cpp.

Ciekawe rozwigzanie prawie poprawne

Na koniec prezentujemy jeszcze jedno ciekawe rozwiazanie, bardzo zblizone do opisanych juz rozwiazan nieoptymalnego
i optymalnego. Przegladamy wysokosci pdl w rosnacej kolejnosci 7 = 1,2,...,1000 i kazdorazowo w przypadku
napotkania nieosuszonego pola Bajtogrodu stawiamy w nim pompe¢. Réznica migdzy tym podejSciem, a wczesniej
zaprezentowanymi, jest taka, ze osuszanie symulujemy za pomoca algorytmu DFS, poruszajac si¢ wytacznie ,,pod
g6rg”. Innymi stowy, jezeli w pewnym momencie algorytmu znajdujemy si¢ w polu o wysokosci A, to przeszukiwanie
kontynuujemy w nieosuszonych jeszcze kwadratach sasiednich o wysokoS$ciach nie mniejszych niz . W ten sposéb
mamy gwarancje, ze zawsze w momencie odwiedzenia pola zostaje ono catkowicie osuszone. To oznacza, ze kazde pole
zostanie odwiedzone w algorytmie doktadnie raz, co daje ztozono$¢ czasowg opisanego algorytmu O(m - n). Rozwiazanie
to zaimplementowano w pliku powb3. cpp.

Opisane podejScie nie jest niestety poprawne, o czym mozna si¢ przekonaé, analizujac chociazby rysunek 1.
Faktycznie, czasem moze si¢ optacaé¢ odwiedzi¢ pole, nie osuszajac go catkowicie, jezeli jest to pole lezace poza
Bajtogrodem. Okazuje si¢ jednak, ze w przypadku, gdy kazde pole kotliny nalezy do Bajtogrodu (czyli ma on m-n pél), to
zaprezentowany algorytm jest poprawny! Uzasadnimy to przez sprowadzenie do sprzecznosci. Zatézmy, ze kwadrat b jest
najnizszym kwadratem, ktdry zostal osuszony przez pompe ustawiona w naszym algorytmie w jakim$ kwadracie a, ale
ktérego osuszenie zostato ,,przeoczone” ze wzgledu na ograniczony sposob przeszukiwania kwadratéw. Dla uproszczenia
dowodu zat6zmy, ze wszystkie kwadraty w kotlinie maja rézne wysokosci. Poniewaz pompa w a osusza b, to istnieje
Sciezka z a do b, na ktérej wysokosci wszystkich pdl sa nie wigksze niz wysokos$¢ kwadratu b. Rozwazana Sciezka musi
zawieraC pewne obnizenia wysokosci, gdyz w przeciwnym przypadku kwadrat b zostatby uznany przez nasz algorytm
za osuszony (patrz rys. 4). Niech ¢ oznacza pierwszy kwadrat na $ciezce, od ktérego biegnie ona juz tylko pod gére
(kolejne odwiedzane kwadraty maja wysokosci nie mniejsze niz poprzednie). Poniewaz przez b oznaczyliSmy najnizsze
»przeoczone” pole, to kwadrat ¢ musiat zosta¢ uznany za osuszony w naszym algorytmie. Skoro tak, to w momencie,
gdy przeszukiwanie dotarto do kwadratu ¢, osuszajac go, musiato ono by¢ kontynuowane az do dotarcia kwadratu b, co
stanowi sprzeczno$¢ z zatozeniem o przeoczeniu b.

IStruktury Find-Union stuza do przechowywania elementéw pogrupowanych w roztaczne zbiory i efektywnego wykonywania operacji: potaczenia
zbioréw (Union) oraz zidentyfikowania zbioru, do ktérego nalezy element (Find). Wigcej na ich temat mozna przeczyta¢ w ksigzkach [14] i [19].

20 zamortyzowanym sposobie liczenia czasu operacji mozna przeczytaé w tych samych ksiazkach, w ktérych znajduje sig opis struktur Find-Union
—[14], [19].
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Rys. 4: Sciezka z kwadratu a do b zawierajaca obnizenia.

Rodzi si¢ wigc pytanie, czy opisany algorytm moze si¢ do czegokolwiek przyda¢ w przypadku ogdlnym,
kiedy niekoniecznie wszystkie kwadraty naleza do Bajtogrodu. W takiej sytuacji mozna zastosowaé rozwiazanie,
bedace hybryda opisanego algorytmu i zaprezentowanego wczeSniej rozwigzania nieoptymalnego: jezeli w trakcie
przeszukiwania (symulacji osuszania) natrafiamy na pole Bajtogrodu, to odwiedzamy je tylko wéwczas, gdy spowoduje
to catkowite jego osuszenie; jezeli natomiast natrafiamy na pole spoza Bajtogrodu, to odwiedzamy je pod warunkiem,
ze spowoduje to obnizenie dotychczasowego poziomu wody nad tym polem. Dowdd poprawnosci opisanego podejscia
pozostawiamy Czytelnikowi, po szczegély odsyltajac réwnoczesnie do implementacji w pliku pows5.cpp. Na koniec
wspomnijmy, ze mimo pesymistycznej ztozonosci czasowej O(n - m - hy,y), Opisane rozwiazanie Swietnie spisuje si¢ dla
losowych danych testowych.

Testy

Rozwiazania zawodnikéw byty testowane na 57 testach pogrupowanych w 40 zestawéw. Nie bedziemy ich tu szczegétowo
iz osobna opisywac, lecz poprzestaniemy jedynie na zbiorczej charakterystyce:

testy 1-9 to nieduze testy poprawnosciowe, przez ktére powinny przej$¢ wszystkie rozwigzania poprawne, a nawet
niektére sprytne rozwiazania btedne; wigkszo$¢ tych testow zawiera mapy ztozone z zaledwie kilku kwadratéw,
tylko trzy z nich zawieraja mapy w ksztalcie paska o wymiarach 1 x 500 Iub 1 x 1000,

testy 10—17 to mniejsze testy losowe, przez ktére przechodza wszystkie poprawne rozwiazania (jakich sig
spodziewano); zawieraja one od 25 do 93 000 kwadratow,

testy 18-23 to duze testy losowe, w ktérych teren zajmowany przez Bajtogréd stanowi niewielka czgs$¢ terenu
pokazanego na mapie; przez te testy przechodza wszystkie przedstawione tu rozwigzania; testy te zawieraja od
810000 do 1000 000 kwadratow,

grupy testow 24-30 zawieraja po dwa testy, jeden test w kazdej grupie sluzy do odréznienia rozwigzania
optymalnego i alternatywnego od rozwiazan wolniejszych, a drugi test to mniejszy test sprawdzajacy poprawnos¢
rozwiazania; przez te testy przechodzi rozwiazanie wzorcowe i alternatywne; wigksze z testéw w grupach zawieraja
od 324900 do 1000 000 kwadratéw,

grupy testow 31-39 zawieraja po dwa testy, jeden test w kazdej grupie stuzy do odrdéznienia rozwiagzania
optymalnego i alternatywnego od rozwiazain wolniejszych, a drugi test to duzy test losowy, w ktérym teren
zajmowany przez Bajtogrod stanowi niewielka cze$¢ terenu pokazanego na mapie; przez testy te przechodzi
rozwiazanie wzorcowe i alternatywne; zawieraja one od 384 400 do 1 000 000 kwadratéw,

ostatnia grupa testow (40) to dwa testy maksymalnej wielkosci: jeden specyficzny i jeden losowy, dobrane tak, zeby
przechodzity przez nie jedynie rozwigzania optymalne i alternatywne.
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Skalniak

Wicehrabia de Bajteauz jest wiascicielem znanej na calym swiecie kolekcji glazow. Dotychczas utrzymywat jg w piwnicach
swojego patacu, lecz teraz postanowit wyeksponowac kolekcje w swoim ogromnym ogrodzie.

Ogrody wicehrabiego majq ksztalt kwadratu o bokach dlugosci 1 000 000 000 jednostek. Boki kwadratu lezg w kierunkach
wschod-zachdd i pélnoc-poludnie. Dla kazdego glazu wicehrabia wyznaczyl wspolrzedne punktu, w ktorym chcialby, Zeby
zostal on umiejscowiony (wspdlrzedne te to odleglosci od poludniowego i zachodniego boku ogrodu), a nastepnie przekazal
te informacje stuZgcym. Niestety jednak zapomnial im powiedzieé, w jakiej kolejnosci podal wspétrzedne poszczegolnych
punktow. Dokladniej, wspotrzedne niektorych punktow maogt podaé w kolejnosci odcieta-rzedna, a niektorych rzedna-odcieta.
Nieswiadomi tego faktu sluzgcy rozmiescili glazy, zakladajgc, Ze kolejnosé podawania wspdlrzednych jest standardowa
(odcieta-rzedna,).

Wicehrabia postanowil zadbaé o bezpieczenstwo swojej kolekcji i ogrodzi¢ jg plotem, tworzqce skalniak. Plot ze wzgledow
estetycznych powinien mieé ksztalt prostokgta o bokach réwnolegltych do bokéw ogrodu. Wicehrabia tak rozplanowal
uporzgdkowania wspdlrzednych punktéw, zZeby lgczna dlugo$é potrzebnego plotu byla jak najmniejsza (czyli sposréd
wszystkich uporzgdkowan par wspdtrzednych podanych punktow, uporzgdkowanie wicehrabiego wymaga minimalnej lgczne)
dlugosci plotu). Przyjmujemy przy tym, Ze prostokgt moze mieé boki zerowej diugosci.

Aby nie wyszta na jow omytkowa realizacja planu wicehrabiego, stuzgcy muszq poprzestawiaé glazy tak, by dlugosé
potrzebnego do ich ogrodzenia plotu byla majmniejsza z mozliwych. Kazdy glaz mogq przestawié tylko tak, by jego mowe
poloZenie mialo takie same wspdirzedne, jok aktualne, tylko w odwrotnej kolejnosci. Cheq sie przy tym jak majmniej
napracowal, gdyz glazy sq ciezkie. Chcieliby wiec zminimalizowaé lgczny cieZar przestawianych glazow.

Zadanie
Napisz program, ktory:
e wczyta ze standardowego wejscia aktualne rozmieszczenie glazéw w ogrodach wicehrabiego oraz ich ciezar,

o wyznaczy taki sposob poprzestawiania glazow, ktory umozliwi ogrodzenie ich jak nagkrotszym plotem, a dodatkowo
zmanimalizuje tgczny ciezar przestawianych glazéw,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera jedng liczbe calkowitq n (2 < n < 1000000), oznaczajacq liczbe glazéw w kolekceji
wicehrabiego.  Kolejnych n wierszy zawiera po trzy liczby calkowite x;, y; oraz m; (0 < zjy; < 1000000000,
1 <m; < 2000), pooddzielane pojedynczymi odstepami i oznaczajgce wspdlrzedne aktualnego poloZenia i ciezar i-tego
glazu. Zadna para nieuporzgdkowana wspélrzednych nie pojawia sie na wejéciu wiecej niz raz.

Wyjscie

Pierwszy wiersz wyjscia powinien zawieraé dwie liczby calkowite, oddzielone pojedynczym odstepem — najmniejszq mozliwg
do osiggniecia diugosé plotu i minimalny cieZar kamieni, jakie trzeba przemiescié, by taki wynik osiggngc. Drugi
wiersz powinien zawieraé cigg n zer i/lub jedynek — i-ty znak powinien byé jedynkq, jezeli w optymalnym rozwigzaniu
przemieszczamy i-ty kamien, a zerem w przeciwnym przypadku. JezZeli istnieje wiele poprawnych rozwigzan, Twdj program
powinien wypisac jedno z nich.
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Przyktad
Dla danych wejsciowych: 2 4
5
4+ @, @
2 3 400 1 S
14 100 3T o ®
2 2 655 2 3 ®
3 4 100
5 3 277 1

poprawnym wynikiem jest:
10 200 4+
01010
3 —+4
2 —+4
1 —_
Rozwigzanie

Test przydatnosci prostokata

Zastandbwmy si¢ na poczatek nad fatwiejszym problemem niz postawiony w tresci zadania: jak dla okreSlonego potozenia
prostokatnego ptotu sprawdzié, czy da si¢ poprzestawiaé glazy tak, by znalazly si¢ wewnatrz ogrodzenia. Jezeli takie
przestawienie jest mozliwe, to chcielibySmy takze umie¢ wyznaczy¢ jego minimalny koszt. Polozenie ptotu bedziemy
odtad identyfikowac z jego rzutami na kazda z osi, to znaczy czworka liczb a, b, ¢, d, takich ze prostokat ogrodzony plotem
jest iloczynem kartezjariskim [a, b] X [c,d].

W

| |
T T

a b

Parametry opisujace prostokatny ptot

Prostokat [a,b] x [c,d] nazwiemy przydatnym, jezeli da si¢ w nim umiesci¢ wszystkie glazy (przestawiajac w razie
koniecznosci pewne z nich w opisany w tre$ci zadania sposdb). Przydatnos¢ prostokata mozna w prosty sposéb sprawdzié,
wyznaczajac jednocze$nie optymalny koszt przeniesienia gtazéw. Dla kazdego glazu sprawdzamy mianowicie, czy
istnieje jego potozenie, mieszczace si¢ w granicach badanego prostokata. Jezeli nie istnieje, to prostokat nie jest przydatny.
W przeciwnym wypadku trzeba wybra¢ mniej kosztowny sposéb umieszczenia gtazu w ogrodzeniu — jezeli gtaz bez
przestawiania miesci si¢ wewnatrz ptotu, to oczywiscie pozostawiamy go na miejscu; w przeciwnym razie jesteSmy
zmuszeni go przestawié i do catkowitego kosztu operacji doliczy¢ jego cigzar. Ten prosty, ale bardzo przydatny w dalszej
czgsci, algorytm ma oczywiscie ztozono$¢ czasowag O(n).

Rozwigzanie o zlozonosci czasowe]j O(n3)

Wykorzystujac algorytm z poprzedniego rozdzialu mozemy rozwiaza¢ zadanie, sprawdzajac wszystkie mozliwe
prostokatne ptoty. OczywiScie bierzemy pod uwage tylko prostokaty przydatne — sposréd nich wybieramy prostokat
o najkrétszym obwodzie, a jeSli jest takich wiele, to wymagajacy najmniejszego kosztu przestawienia gltazéw. Jak juz
zauwazyliSmy, kazde polozenie plotu moze zostaé scharakteryzowane przez cztery liczby a, b, c,d. Niech Z oznacza zbiér
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wszystkich liczb, ktére wystgpuja w danych jako wspétrzedne gtazéw, czyli Z = {x; : 1 <i<n}U{y;: 1 <i<n}. Bez
straty ogdlnosci mozemy ograniczy¢ nasze rozwazania do prostokatéw, dla ktérych a,b, c,d € Z — kazdy inny prostokat
mozna bowiem zmniejszy¢, nie zmieniajac jego podstawowych wilasnosci: przydatnosci i kosztu przestawiania glazéw.

Poczynione spostrzezenie ogranicza liczbe potencjalnych potozen ptotu do O(n*) (|Z| < 2-n) i, w polaczeniu
z liniowym algorytmem sprawdzania przydatnosci prostokata, daje rozwiazanie zadania o ztozonosci czasowej O(n>).
Aby przyspieszy¢ ten prosty algorytm, przyjrzymy si¢ blizej zbiorowi Z. Niech min oznacza najmniejsza liczbe w Z,
a max — najwigksza. Zauwazmy, ze warto$¢ min musi wystapic¢ jako rzgdna lub odcigta polozenia jednego z gtazéw
— stanowi ona tym samym najlepsze dolne ograniczenie rzutu prostokata na odpowiednig 0§. Analogiczny argument
dotyczy warto$ci max. Stad min € {a,c} oraz max € {b,d}, co daje cztery odrgbne przypadki do rozwazenia. W kazdym
z nich tylko dwie sposréd liczb a,b,c,d pozostaja niewiadomymi; rozwazajac kazdy przypadek osobno uzyskujemy
zawsze O(n*) mozliwych potozei ptotu, co przy liniowym wzgledem n czasie sprawdzania przydatnosci prostokata
daje rozwiazanie o ztozonosci czasowej O(n®). Jest ono zaimplementowane w plikach skas2.cpp oraz skas5.pas.
Rozwiazanie to pozwalalo uzyskaé na zawodach 30% punktéw.

Rozwigzanie o zlozonosci czasowe]j O(nz)

Powyzsze rozwiazanie mozna jeszcze przyspieszyé, uzyskujac ztozono$é czasowa O(n?). W tym celu poszukiwanie
najlepszego potozenia ptotu podzielimy na dwie fazy:

1. znajdowanie minimalnej dlugosci obwodu prostokata przydatnego;

2. wyznaczanie najmniejszego kosztu poprzestawiania wszystkich gtazéw, tak aby zmieScily si¢ w pewnym
prostokacie o minimalnym obwodzie.

Przypomnijmy, ze dwie sposréd czterech liczb opisujacych ptot mamy ustalone; dla kazdego z czterech przypadkow
wynikajacych z tych ustalen mozemy przeanalizowa¢ wszystkie wartosci (nalezace do zbioru Z) jednej z niewiadomych
liczb. Dla ustalenia uwagi (cho¢ nie bez straty ogdlnosci!) przyjmijmy, ze a = min, b = max i za ¢ podstawiamy
kolejno wszystkie wartosci ze zbioru Z. Wsréd parametréw a,b,c,d pozostaje nam wowczas jedna niewiadoma —
d. Przegladamy teraz wszystkie glazy i dla kazdego z nich wyznaczamy te sposréd dwéch mozliwych potozen, ktére
sa zgodne z przyjetymi warto$ciami a,b,c, czyli pierwsza wspétrzedna miesci si¢ w przedziale [a,b], a druga jest nie
mniejsza od ¢ (jezeli Zadne polozenie gtazu nie spetnia tego warunku, to odrzucamy tréjke a, b, c — nie da si¢ jej uzupetnic¢
do prostokata przydatnego). Nastepnie sposrod wyznaczonych potozen wybieramy to, dla ktérego uzyskujemy minimalna
warto$¢ drugiej wspotrzednej gtazu — takie polozenie wymusza najmniejszy wzrost wartosci parametru d, a tym samym
dlugosci ptotu. Po przeanalizowaniu wszystkich glazéw uzyskujemy zatem najmniejsza warto$¢ liczby d, dla ktérej da si¢
umiesci¢ wewnatrz ptotu wszystkie glazy, a 2(b —a +d — ¢) jest dtugoscia tego ptotu.

Rozwazajac pozostate trzy przypadki wynikajace z ograniczen min € {a,c} i max € {b,d} i przegladajac w petli
wszystkie mozliwe wartosci jednego z pozostatych parametréw, wyznaczamy minimalny mozliwy do osiagnigcia obwod
prostokata w kazdym z tych przypadkéw. Najmniejsza z tych czterech wartosci jest poszukiwana, optymalna dlugoscia
plotu. Ztozonos¢ czasowa tej fazy algorytmu uzyskujemy, przemnazajac liczbe sprawdzanych tréjek parametréw a, b, c,d
przez ztozonosé czasowa analizy wszystkich glazéw, czyli wynosi ona 4n- O(n) = O(n?).

Skoro wyznaczyliSmy juz minimalng dlugos$¢ ptotu, mozemy przejs¢ do drugiej fazy rozwigzania. Przeprowadzamy
ja w sposéb bardzo podobny do poprzedniej. Ponownie rozwazamy 4n sposoby ustalenia wartosci trzech sposréd czterech
liczb a,b, c,d, ale tym razem — znajac optymalny obwdd ¢ prostokata — czwarty parametr wyznaczamy jednoznacznie
z réwnosci 2(b —a+d — ¢) = £ w czasie O(1). Majac wartosci wszystkich parametréw a, b, c,d, sprawdzamy w czasie
liniowym wzgledem n, czy taki prostokat jest przydatny i jezeli tak, to wyznaczamy minimalny koszt przestawienia
glazéw, tak by znalazly si¢ wewnatrz ogrodzenia.

Ztozonosé drugiej fazy algorytmu to 4n- O(n) = O(n?). Zlozonosé calego algorytmu takze wynosi O(n?).
Implementacje tego rozwiazania znajduja si¢ w plikach skasl.cpp oraz skas4.pas. Rozwiazanie to pozwalato uzyskaé
na zawodach okoto 50% punktéw.

Rozwigzanie wzorcowe

Wprowadzenie

Opisane powyzej rozwigzania wymagaty kilku prostych spostrzezen, ktére pozwalaty usprawnié pierwsze (proste, lecz
czasochtonne) rozwiazanie do algorytmu dziatajacego w czasie O(n?). Zaprezentowane przy tym techniki poprawiania
ztozonosci czasowej mozna z powodzeniem wykorzystywaé w konstrukcji wielu innych algorytméw. Tymczasem
rozwiazanie wzorcowe, o ztozonosci czasowej O(n), wymaga zupetnie innego podejscia opartego na kilku nietrywialnych
do udowodnienia i momentami zaskakujacych spostrzezeniach. Zastosowana w nim metod¢ prezentujemy w sposéb,
w jaki zostala ona wymysSlona. Rozpoczniemy od rozwiazania maksymalnie uproszczonego wariantu problemu.
Nastepnie, poprzez analiz¢ ogélniejszej wersji, dojdziemy do rozwigzania problemu postawionego w tresci zadania.
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Rysunki w niniejszym rozdziale przedstawiaja potozenia prostokatnego ptotu w do$¢ nietypowy sposéb — osie
uktadu wspétrzednych sa narysowane réwnolegle do siebie. Taki sposéb przedstawienia jest konieczny do wlasciwego
zilustrowania zaprezentowanych dowoddéw.

Rozwiazanie uproszczonej wersji zadania

Sprébujmy na poczatek znalez¢ jakikolwiek sposob poprzestawiania gtazéw, w ktérym minimalizujemy dlugos$é ptotu
koniecznego do ich ogrodzenia i nie zwracamy uwagi na ich cigzar. Okazuje si¢, ze dobrym sposobem jest ustawienie
gtazéw tak, by kazdy glaz mial pierwsza wspoélrzedna nie wigksza niz druga. To oznacza, ze dla gtazu potozonego
na pozycji (x,y), jesli x > y, to dokonujemy jego przestawienia, a w przeciwnym przypadku pozostawiamy go na miejscu.
Oznaczmy uzyskane w ten sposéb ustawienie gtazéw przez M.

Niech U bedzie dowolnym ustawieniem gtazéw, dla ktérego dlugos$¢ ptotu potrzebnego do ich ogrodzenia jest
minimalna. Pokazemy, ze dla ustawienia M uzyskujemy taka sama dtugos$¢ ptotu. Wykazemy to, przestawiajac gtazy
w ustawieniu U w ten sposéb, by nie zwigkszy¢ dlugosci otaczajacego go ptotu i doprowadzi¢ do jego zréwnania
z ustawieniem M. Dowdd przeprowadzimy odrgbnie dla dwu przypadkéw:

1. w ustawieniu U warto$ci max i min wystgpuja na réznych osiach,
2. w ustawieniu U warto$ci min i max wystgpuja na tej samej osi,

gdzie min i max sa zdefiniowane jak poprzednio.

Rozwazmy najpierw pierwszy przypadek. Przypu$émy, ze w ustawieniu U warto$¢ min wystgpuje jako odcigta
pewnego punktu, a warto$¢ max jako rzedna — w przeciwnym przypadku mozemy przestawié wszystkie gltazy w uktadzie
U. Najkrétszy ptot potrzebny do ogrodzenia uktadu U ma teraz postaé [min,a] x [b,max] dla pewnych wartosci
parametréw a oraz b. Jezeli jakis gtaz w U ma wspétrzedne (x,y), takie ze x > y, to mozemy go przestawi¢, nie wychodzac
poza ogrodzenie. Dzieje si¢ tak dlatego, ze skoro przed przestawieniem x < aorazy > b, toy<x<aorazx >y > b,
a zatem przestawiony gtaz miesci si¢ w pierwotnym ogrodzeniu dla U. To koniczy dowdd w pierwszym przypadku.

b max b max

y ' ' y ' '
(x,y) — (y,Xx)

X T 1 X T 1
min a min a

Pierwszy przypadek dowodu

Zajmijmy si¢ teraz drugim przypadkiem. Jezeli w ustawieniu U wsp6irzedne min i max znajduja si¢ na tej samej
osi (mozemy podobnie jak poprzednio doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej jest to oS odcigtych), to na osi rzgdnych
rzut prostokata stanowi pewien przedziat [a,b]. Przyjrzyjmy si¢ wszystkim glazom, ktérych odcigta lezy w przedziale
[b+ 1,max]. Ich rzgdne naleza oczywiscie do przedziatu [a, b].

a i b

Drugi przypadek dowodu — przed przestawieniem

Przestawiajac wszystkie te glazy, otrzymujemy ustawienie U’, ktérego rzut na o$ odcigtych miesci si¢ w przedziale
[min, b], a rzut na oS rzednych — w przedziale [a, max].

Stad ustawienie U’ daje sig ogrodzié ptotem o dtugosci nie wigkszej niz (b — min) + (max — a) = (max — min) + (b —a),
czyli nie wigkszej niz dtugos¢ ptotu otaczajacego ustawienie U (z optymalnosci ustawienia U wynika ponadto, ze musi
to by¢ ptot tej samej dlugosci). Dodatkowo to ustawienie spetnia warunki przypadku pierwszego i mozemy zastosowac
do niego opisana powyzej procedure sprowadzania do ustawienia M. To spostrzezenie konczy uzasadnienie drugiego
przypadku i zarazem caty dowdd.
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Drugi przypadek dowodu — po przestawieniu

Optymalne prostokaty

Zastanbwmy sig¢ teraz, ile jest (dla ustalonego zbioru gtazéw) roznych ustawieri ptotu o minimalnej dtugos$ci obwodu.
Ponownie rozwazania podzielimy na dwa przypadki, analogiczne do powyzszych. Pokazemy najpierw, ze istnieje
dokladnie jedno (z dokladnoScia do przestawienia wszystkich glazéw, co odpowiada zamianie osi miejscami)
ustawienie ptotu o minimalnej dlugosci obwodu, w ktérym min i max sa umieszczone na réznych osiach. Dowd6d
przeprowadzimy przez sprowadzenie do sprzeczno$ci. Zalézmy, ze istnieja dwa takie prostokaty: [min,a] x [b,max]
oraz [min,a’] X [b',max] (odpowiadajace im ustawienia oznaczmy U i U,) i dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze a < a'.
Poniewaz prostokaty maja réwne obwody, musi zachodzi¢ b < b'. OczywiScie mozna tak dokonaé przestawienia
pewnych gtazéw, by z ustawienia U; uzyskaé ustawienie U,. Podczas przeksztalcenia glazy o rzgdnych z przedziatu
[b,b — 1] (wystepujace w ustawieniu U; i niemieszczace sie¢ w ogrodzeniu U,) musza zostaé przestawione. Aby zmiana
konfiguracji mogta sie powiesé, to odciete wspomnianych glazéw musza zawieraé si¢ w przedziale [b',max]. Stad
mozemy wnioskowac, ze a > b, gdyz w przeciwnym przypadku zbiér mozliwych wartosci odcigtych rozwazanych glazéw
([min,a] N [b’,max]) bytby pusty (a to jest sprzeczne z zatlozeniem o optymalnosci Uy ).

o

b’ max

A

X H
min

Loaal

Pierwszy przypadek — przed przestawieniem

Mozna stad wywnioskowaé, ze [b,b’ — 1] C [min, a], a zatem przestawiajac tylko rozwazane glazy, uzyskujemy prostokat
[min,a] x [b',max], czyli lepszy od obu wyjsciowych.

max

(

Pierwszy przypadek — po przestawieniu

To daje nam zadana sprzecznos¢.

Pokazemy teraz, ze z dokladnoScia do zamiany osi miejscami istnieje co najwyzej jedno optymalne ustawienie
drugiego typu, w ktérym wspétrzedne min i max znajduja si¢ na tej samej osi. Gdyby istniaty dwa takie prostokaty
[min,max] x [a,b] oraz [min,max] x [a@',b’], to oba mialyby krétszy bok tej samej dtugosci: b —a = b’ — d’. Za pomoca
opisanej w poprzednim rozdziale transformacji U do U’, otrzymaliby$my z nich dwa istotnie rézne ustawienia pierwszego
typu — Uy = [min, b] X |a,max| oraz U, = [min,b'] X [@',max] — co, jak juz udowodnili$my, nie jest mozliwe.

Algorytm

Przedstawione wyzej spostrzezenia pozwalaja skonstruowac (zaskakujaco proste) rozwiazanie zadania. Na poczatek
przestawiamy kazdy gtaz, ktérego pierwsza wspdtrzedna jest wigksza od drugiej. Dla tak otrzymanego ustawienia
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a b a b
y T 1 y T 1
X - : X + :
min max min max
a max a’ max
y T 1 y T 1
X + : X + -
min b min b

Drugi przypadek — sprowadzenie do pierwszego

M wyznaczamy parametry a oraz b otaczajacego je ptotu [min,a] x [b,max]. W ten sposéb znamy juz optymalng
dtugosc ptotu i pozostaje ustali¢, przy jakim ustawieniu osiaggamy minimalny, sumaryczny cigzar przenoszonych glazow.
Poniewaz mamy jedynie cztery mozliwoSci ustawienia ptotu o minimalnej dlugosci obwodu:

o [min,a] x [b,max],
o [b,max] x [min,al,
o [min,max] x [b,a],
e [b,a] X [min,max],

to wystarczy dla kazdej z nich, za pomoca opisanego na poczatku opracowania zadania testu przydatnosci prostokata,
sprawdzi¢, czy da si¢ poprzestawiaé glazy tak, by zostaty ogrodzone tym plotem i jaki jest minimalny koszt takiego
przestawienia. Najmniejszy z uzyskanych w ten sposéb wynikéw jest poszukiwanym przez nas optymalnym sposobem
poprzestawiania gtazow.

Dzigki bardzo malej (stalej réwnej 4) liczbie przypadkéw do rozpatrzenia, rozwigzanie wzorcowe ma zlozono$é
czasowq O(n). Jest ono zaimplementowane w plikach ska. cpp oraz skal.pas.

Rozwigzania bledne

Warto zastanowi¢ sig, czy konieczne jest rozwazanie wszystkich czterech przedstawionych wyzej przypadkéw. Okazuje
si¢ jednak, ze dla kazdego z nich istnieje taki zbidr gltazéw wraz z przypisanymi cigzarami, dla ktérych optymalne
ogrodzenie trzeba skonstruowaé tak, jak w tym przypadku. W plikach skabl.cpp, skab2.cpp, skab3.cpp oraz
skabd.cpp znajduja si¢ implementacje rozwiazania wzorcowego, w ktérych pominigto rozwazenie jednej z czterech
mozliwoSci ustawienia plotu.

Rozwigzania implementowane przez zawodnikow

Zaledwie kilku zawodnikéw zaimplementowalo poprawne rozwigzanie o ztozonoSci czasowej liniowej; wszystkie
te rozwiazania byly podobne do wzorcowego. Duza grupa zawodnikéw przedstawila do oceny rozwigzania niepoprawne,
w ktérych pominigto niektére sposrdd czterech wyzej opisanych przypadkéw; to niedopatrzenie zazwyczaj nie bylo
przypadkowe, lecz bylo wynikiem nieudanej proby ,,zgadnigcia” zachtannej metody rozwiazania zadania. Rozwiazania
tego typu uzyskiwaty, wskutek grupowania testéw, maksymalnie 10% punktow.

Pojawito sig takze kilka rozwigzan o ztozono$ci czasowej wyktadniczej wzgledem n, w ktérych dla kazdego sposobu
poprzestawiania gtazéw (2" mozliwosci) wyznaczano dtugo$¢ obwodu wynikowego ptotu i koszt tego przestawienia.
Eaczna zlozonos¢ takiego algorytmu to O(2" - n); jest on zaimplementowany w plikach skas3.cpp oraz skas6.pas.
Rozwigzanie to zdobywalo 10% punktéw. Istnialy takze rozwigzania, ktérych ztozonosci zalezalty od maksymalnej
warto$ci wspélrzednych gltazéw; zazwyczaj nie pozwalaly one zdoby¢ zadnych punktow.
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Zaplanowany sposob punktowania rozwiazan zadania Skalniak polegal na faworyzowaniu poprawnych rozwiazan
wielomianowych (wzgledem liczby gtazéw) w stosunku do prawie poprawnych liniowych rozwiazan zachtannych.
Testy

Rozwiazania zawodnikéw byty sprawdzane na 10 grupach testow. Prawie wszystkie grupy (poza pierwsza) sktadaja sig¢
7 4 testow:

testy a eliminuja rozwiazanie skabl . cpp,

testy b eliminuja rozwiazanie skab?2 . cpp,

testy ¢ eliminujg rozwigzanie skab3. cpp,

testy d eliminuja rozwiazanie skab4 . cpp.

Wszystkie testy zostaly wygenerowane w spos6b losowy.
Ponizej zamieszczony jest opis kazdej z grup testow. We wszystkich testach kazdej grupy (poza pierwsza) warto$¢
parametru n jest taka sama.

Nazwa n Opis
skala.in 3 | bardzo maty test
skalb.in 15 | maty test
ska2(abcd).in 100 | grupa losowych testow
ska3(abcd).in 500 | grupa losowych testow
skad(abcd).in 3000 | grupa losowych testéw
ska5(abcd).in 10000 | grupa losowych testow
ska6(abcd).in 60000 | grupa losowych testow
ska7(abcd).in 300000 | grupa losowych testow
ska8(abcd).in 600000 | grupa losowych testéw
ska9(abcd).in 1000000 | grupa losowych testow
skalO(abcd).in | 1000000 | grupa losowych testow
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Megalopolis

Globalizacja mie ominela Bajtocji. Nie ominela rownieZ listonosza Bajtazara, niegdy$ chodzgcego polnymi drogami
pomiedzy wioskami, a dzis pedzgcego samochodem po autostradach. Jednak to te dawne spacery Bajtazar wspomina dzis
Z rozrzewnieniem.

Dawniej n bajtockich wiosek, ponumerowanych od 1 do n, bylo polgczonych dwukierunkowymi polnymi drogami, w taki
sposdb, ze z kazdej wioski mozna bylo dojsé do wioski numer 1 (zwanej Bitowicami) na dokladnie jeden sposdb; w dodatku
droga ta przechodzila jedynie przez wioski o numerach nie wiekszych niz numer wioski poczgtkowej. Ponadto kazda polna
droga lgczyla dwie rozne wioski i nie przechodzila przez Zadne inne wioski oprocz tych dwdch. Drogi sie nie krzyzowaly
poza wioskami, lecz mogly istnieé¢ tunele bgdZ wiadukty.

Z biegiem czasu kolejne polne drogi zamieniano na autostrady. Bajtazar dokladnie pamieta, kiedy kazda z polnych
drog zostala zamieniona w autostrade. Dzis w Bajtocji nie mozna juz spotkaé ani jednej polnej drogi — wszystkie zostaly
zastgpione autostradami, ktére polgczyly wioski w Bajtockie Megalopolis.

Bajtazar pamieta swoje wyprawy do wiosek z listami. Za kazdym razem wyruszat z Bitowic, idgc z listami do pewnej
innej wioski. Teraz prosi Cie, zZebys dla kazdej takiej wyprawy (ktéra miala miejsce w okreslonym momencie i prowadzila
z Bitowic do okreslonej wioski) policzyl, przez ile polnych drég ona prowadzila.

Zadanie
Napisz program, ktory:
e wczyta ze standardowego wejscia:

— opis drog, ktore lgczyly kiedys bajtockie wiosks,

— sekwencje zdarzen: wypraw Bajtazara i momentow, gdy poszczegdlne polne drogi byly zamieniane w autostrady,
o dla kazdej wyprawy obliczy, iloma polnymi drogami Bajtazar musial przejsé,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia znajduje sie jedna liczba calkowita n (1 <n < 250 000), oznaczajgca liczbe
wiosek w Bagtocji. W kolejnych n— 1 wierszach znajdujg sie opisy drég. Kazdy z nich sktada sie z dwdch liczb catkowitych
a, b (1 <a <b< n)oddzielonych pojedynczym odstepem. Sq to numery wiosek polgczonych drogq.

W kolejnym wierszu znajduje sie jedna liczba calkowita m (1 < m < 250 000 ), oznaczajgca liczbe wypraw odbytych
przez Bajtazara. W kolejnych n +m — 1 liniach znajdujq sie opisy zdarzen, w kolejnosci chronologicznej:

e Opis postaci A a b (dla a <b) oznacza, ze w danym momencie polng droge pomiedzy wioskami a oraz b zamieniono
na autostrade.

e Opis postaci W a oznacza, ze Bajtazar odbyl wyprawe z Bitowic do wioski numer a.

Wyjscie

Na standardowe wyjscie Twoj program powinien wypisaé dokladnie m liczb calkowitych, po jednej w wierszu, oznaczajgcych
liczbe polnych drdg, ktore pokonal Bajtazar w kolejnych wyprawach.
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Megalopolis
Przyktad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
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Rozwigzanie

Pierwszym krokiem do rozwiazania prawie kazdego zadania z Olimpiady Informatycznej jest wypatrzenie problemu
algorytmicznego ukrytego za ,historyjka”. Zapiszmy zatem zadanie Megalopolis tak, by problem stat si¢ lepiej widoczny:

Drogi i wioski tworza drzewo ukorzenione, w ktérym niektére krawedzie (autostrady) moga by¢ wyréznione.
Struktura danych musi umozliwiaé wykonywanie dla drzewa nastgpujacych operacji:

e zaznacz(e) — krawedZ e zostaje wyrdzniona,
e ile(v) — zwraca liczbe niewyréznionych krawedzi na $ciezce od korzenia do wierzchotka v.
Ewentualnie nieco inaczej:

Drzewo ukorzenione reprezentuje istniejace w danym momencie polne drogi. Struktura danych umozliwia
wykonywanie nastgpujacych operacji:

e skroc(e) — operacja polega na zastapieniu krawedzi e i jej obu koncéw przez jeden wierzchotek
w grafie, czyli usunigciu z drzewa drogi zamienionej w autostrade;

o wysokoS¢(v) — zwraca wysoko$¢ wierzchotka v w drzewie, czyli dlugo$¢ Sciezki prowadzacej
z wierzchotka v do korzenia.

Proste rozwigzania

Oto kilka prostych sposobé6w zaimplementowania zaproponowanych struktur danych.

Pierwsza interpretacja. Ponizsze procedury s prosta implementacja drzewa z wyréznionymi krawedziami.

1: function zaznacz(e)

2: begin

3: e.zaznaczona = true;
4: end

5
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6: function ile(v)

7: begin

8 wynik = 0;

9:  while v nie jest korzeniem do

10:  begin

11: if krawedZ(v, ojciec(v)) nie jest zaznaczona then
12: wynik = wynik + 1;

13: v = ojciec(v);

14:  return wynik;

15: end

Ztozono$¢ operacji zaznacz jest stata (O(1)), ale wyznaczanie wartosci ile dziata w czasie O(h), gdzie h to wysoko$¢
drzewa. Niestety, wysoko$¢ ta moze wynosié nawet n — 1.

Druga interpretacja. Tworzymy drzewo oddajace aktualny uklad polnych drég. Kazdy wierzchotek posiada liste
swoich dzieci. Operacja skrdc(e) polega na utozsamieniu obu koficow e, co symulujemy, taczac listy ich dzieci. Do
sprawnego operowania na zbiorach dzieci wierzchotka mozna uzy¢ struktury Find-Union (patrz, na przyklad, [19]).
Operacja wysokos¢(v) moze by¢ zaimplementowana przez przejscie od v do korzenia i policzenie krawedzi na Sciezce.
Wéwezas skracanie krawedzi dziata w czasie O(log*n), a liczenie wysokosci (po uwzglgdnieniu faktu, ze niektére
wierzcholki zastegpuja kilka innych) w czasie O(h-log* n).

W obu przedstawionych strukturach jedna z operacji, niestety bardzo czesto wykonywana w zadaniu, wymaga czasu
proporcjonalnego do wysokosci drzewa. Chcac otrzymac efektywne rozwiazanie problemu, musimy to ulepszy¢.

Rozwigzanie wzorcowe

Zastanbwmy sig, czy do rozwiazania problemu nie przydataby si¢ jakas ogdlna struktura danych — na przyktad stownik.
W takim stowniku, wraz z wierzchotkami moglibySmy przechowywac ich wysoko$¢ w drzewie. Dodatkowo chcielibySmy
umie¢ szybko zmniejszy¢ o jeden wysokosSci wszystkich wierzchotkéw w pewnym poddrzewie (to odpowiada operacji
zaznacz() czy tez skroc()). Niestety, popularne implementujace stownikéw (np. drzewa zréwnowazone), nie pozwalaja na
efektywne wykonanie tej operacji. Przydatna okazuje si¢ jednak struktura danych zwana drzewem licznikowym (patrz, na
przyklad, opracowanie zadania Koleje w Niebieskiej Ksiqzeczce z IX O, [9]). Jest to stownik z tradycyjnymi operacjami
szukaj(klucz) i wstaw(klucz, wartosé), w ktérym kluczami sg liczby ze zbioru {1,...,n}, dla uprzednio ustalonego n.
Dodatkowo drzewo licznikowe posiada operacj¢ zwigksz_w_przedziale(a,b), ktéra zwigksza o jeden wszystkie wartoSci
odpowiadajace kluczom z przedziatu [a,b] w czasie O(logn).

Jesli udatoby si¢ nam ponumerowac wierzchotki w drzewie z tresci zadania tak, zeby dla kazdego poddrzewa numery
wierzchotkéw tworzyly przedzial, to bylibySmy na drodze prowadzacej wprost do rozwigzania. Zauwazmy, zZe nie jest to
trudne:

Obserwacja 1 Jesli ponumerujemy wierzchotki drzewa w kolejnoSci preorder, inorder lub postorder, to numery
wierzchotkéw wchodzacych w sktad dowolnego poddrzewa tworza przedziat.

Korzystajac z tego spostrzezenia, mozemy zaimplementowal operacje wymagane W pierwszej interpretacji
W nastepujacy sposob:

1: function inicjuj()

2: begin

3:  Ponumeruj wierzchotki w kolejnosci preorder:

4: { Uruchamiamy procedure DFS i zapisujemy w kazdym wierzchotku: }
5 { nr — jego numer }

6: { h — jego pierwotna wysokos¢ }

7. { od,do — przedzial numeréw wierzchotkéw w jego poddrzewie };

8: Stwérz drzewo licznikowe o n kluczach, we wszystkich wierzchotkach
9:  (pole val) wpisujac warto$¢ zero;

10: end

[
[,

. function zaznacz(e)

=
[

13: begin

14:  zwigksz_w_przedziale(e.od, e.do);
15: end

16:

17: function ile(v)
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18: begin
19:  return v.h — szukaj(v);
20: end

W powyzszym rozwigzaniu operacja inicjuj dziala w czasie O(n), natomiast zaznacz(e) oraz ile(v) — w czasie
O(logn). Razem daje to ztozono$¢é O((m + n)logn). Rozwiazanie to zostato zapisane w plikach meg. cpp i megl.pas.

Rozwiazanie offline

Opracowanie rozpoczgliSmy od zinterpretowania zadania w jezyku teorii graféw. Obie podane interpretacje, cho¢ dos¢
naturalne, narzucaja nam podobny sposéb widzenia problemu. W obu interpretacjach staramy si¢ na biezaco symulowac
operacje wykonywane na sieci drég i udziela¢ odpowiedzi na pytania o liczbg polnych drég zaraz po pojawieniu si¢
zapytania w danych. Tymczasem taki pos$piech nie jest konieczny. Mozemy rozpoczaé od przeczytania wszystkich danych
wejSciowych, przeprowadzi¢ obliczenia i na koncu wypisaé odpowiedzi na wszystkie pytania. Takie podejScie, zwane
rozwiqzaniem offline, moze okaza¢ si¢ bardziej eleganckie, prostsze w implementacji, a nawet szybsze (sprawdzito sig¢ juz
wczesniej, na przyktad w zadaniu Matpki z finatu X OI, [10]).

Zacznijmy od wprowadzenia dwéch pojeé: za moment_zapytania oraz moment_zbudowania przyjmiemy odpowiednio
numer wiersza danych wejsciowych, w ktérej pojawilo si¢ pytanie lub informacja o budowie autostrady.

W naszym rozwiazaniu offline drzewo drég bedziemy reprezentowaé, zapisujac przy kazdym wierzchotku liste jego
dzieci. Algorytm bedzie polegat na przejsSciu drzewa drég procedura DFS. Podczas przechodzenia bedziemy utrzymywaé
nastgpujaca strukture danych:

e historia budowy, czyli zbior zawierajacy momenty_zbudowania wszystkich autostrad na Sciezce od korzenia
do aktualnie odwiedzanego wierzchotka — informacje te beda zapisane w zbiorze uporzadkowanym, na
ktérym bedziemy wykonywac operacje dodaj(wartosc), usuri(wartosé) oraz ile_wczesniejszych_niz(wartos¢); dobra
implementacja takiej struktury jest zréwnowazone drzewo binarne — wszystkie trzy operacje mozna wykonac
w czasie logarytmicznym.

Odwiedzajac wierzchotek v i chcac dowiedzie€ sig, przez ile autostrad jechat Bajtazar do v w momencie 7, wystarczy
sprawdzic, ile zdarzen wczesniejszych niz ¢ jest zapisanych w historii budowy. W ten sposéb odpowiedzi na pytania
bedziemy znajdowaé w kolejnosci zgodnej z przechodzeniem drzewa drég w porzadku preorder i bedziemy je zapisywaé
w tablicy odpowied? — na i-tej pozycji znajdzie si¢ odpowiedZ na pytanie, ktdre pojawito si¢ w i-tym momencie.



begin

[l A

end

© ® 3>

10: function dfs(v)
11: begin

function czytaj_dane()

{ Dla kazdego wierzchotka znajdujemy: }

{ jego ojca oraz liste jego dzieci, }

{ liste momentéw_zapytari oten wierzchotek, }

{ odlegtosé¢ od korzenia w poczatkowym drzewie drég, }

{ moment_zbudowania autostrady od wierzchotka do jego ojca. }

12:  dodaj(moment_zbudowania autostrady (v, ojciec(v)));
13:  for moment zapytania in zapytania ov do

14: odpowiedZ[moment_zapytania) :=

15: ile_wczesniejszych_niz(moment_zapytania);

16:  for uedzieci(v) do dfs(u);

17:  usuri(moment_zbudowania autostrady (v, ojciec(v)));

18: end

20: function rozwiqz()
21: begin
22:  cgytaj_dane();

23:  dfs(korzeri_drzewa_drog);

24: end

Megalopolis

Po uruchomieniu funkcji rozwiqz w tablicy odpowied? otrzymamy szukane wyniki. Czas dziatania to O((m+n) -logh),
gdzie n oznacza rozmiar drzewa, h = O(n) jest jego wysokoscia, a m to liczba zapytari.

Zadanie na deser

Wsréd rozwiazafi zgloszonych przez zawodnikéw pojawit si¢ ciekawy pomyst.
wzorcowym uzyliSmy drzewa licznikowego.

My w pierwotnym rozwigzaniu
Podobne rozwigzanie mozna jednak uzyska¢ bez tej struktury —

wykorzystujac dwa zbiory uporzadkowane (drzewa zrownowazone). Zastanéw sig, jak to zrobi¢. Moze przydaé Ci

si¢ przy tym ponizsza wskazéwka:

Obserwacja 2 Przyjmijmy, ze wierzchotki drzewa sa ponumerowane w kolejnosci preorder. Niech P; oznacza przedziat
numeréw odpowiadajacych wierzchotkom w poddrzewie ukorzenionym w wierzchotku i. Wéwczas liczba autostrad na
drodze z korzenia do wierzchotka v jest réwna liczbie takich i, dla ktérych P, C P; oraz krawedz (i, ojciec(i)) zostata juz
przerobiona na autostrade.

Testy

Do oceny przygotowano zestaw czternastu testow, o nastepujacych parametrach:

Nazwa n m Opis
megl.in 10 15 | malty test, krétkie Sciezki w drzewie
meg2.in 30 50 | maty test, dluzsze Sciezki w drzewie
meg3.in 50 2000 | maty test, duzo pytan w poréwnaniu z liczba krawedzi
meg4.in 100000 | 50000 | duzy test, bardzo krétkie Sciezki
meg3.in 20000 | 30000 | Sredni test, Sciezki Sredniej dtugosci
mego6.in 50000 65000 | Sredni test, dtugie Sciezki

meg7.in 150000 | 160001 | duzy test, Sciezki Sredniej dtugosci
meg8.in | 200001 | 170001 | duzy test, Sciezki Sredniej dtugosci
meg9.in 200000 | 200000 | duzy test, dtugie Sciezki

megl0.in | 200000 | 150000 | duzy test, dtugie Sciezki
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megll.in
megl2.in
megl3.in
megl4.in

120000
250000
250000
250000

250000
100000
250000
250000

duzy test, maksymalna liczba pytafi, mniej wiosek

duzy test, maksymalna liczba wiosek, mniej pytan
duzy test, maksymalna liczba wiosek i pytan

duzy test, maksymalna liczba wiosek i pytan
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Tetris Attack

Ostatnimi czasy w Bajtocji bardzo popularng grg stala sie {amiglowka ,Tetris Attack”. Jej uproszczona wersja ma
nastepujgcg postaé: Gracz otrzymugje do dyspozycji stos, na ktdrym umieszczono 2n elementéw (jeden na drugim),
oznaczonych n réznymi symbolami. Przy tym kazdym symbolem sq oznaczone dokladnie dwa elementy na stosie. Ruch
gracza polega na zamianie dwoch sgsiednich elementow miejscami. Jesli w wyniku zamiany na stosie sgsiadujg ze sobg
elementy oznaczone identycznymi symbolami, to w ,magiczny” sposdb znikajg, a elementy znajdujgce sie powyzej spadajq
w dél (byé moze powodujgc kolejne znikniecia). Celem gracza jest opréznienie stosu w jak najmniejszej liczbie ruchdw.

Zadanie

Napisz program, ktory:
e wczyta ze standardowego wejscia opis poczgtkowej zawartosci stosu,
e obliczy rozwigzanie wymagajgce minimalnej liczby ruchow,

e wypisze znalezione rozwigzanie na standardowe wyjscie.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia znajduje sie jedna liczba catkowita n, 1 < n < 50000. W kolejnych 2n
wierszach zapisana jest poczgtkowa zawartosé stosu. Wiersz i + 1-szy zawiera jedng liczbe calkowitq a; — symbol elementu
znajdujgcego sie na wysokoscii (1 < a; <n). Kazdy symbol wystepuje na stosie dokladnie 2 razy. Na poczgtku zadne dwa
identyczne symbole nie wystepujg obok siebie. Ponadto dane testowe sq tak dobrane, Ze istnieje rozwigzanie zawierajgce
nie wiecej niz 1 000 000 ruchow.

Wyjscie

Na standardowym wyjsciu nalezy wypisaé opis rozwigzania, wymagajgcego minimalnej liczby ruchow. Pierwszy wiersz
powinien zawieraé jedng liczbe calkowitq m — dlugosé nagkrétszego rozwigzania. Kolejne m wierszy powinno zawierac opis
rozwigzania, czyli cigg m liczb catkowitych py,...,pm, po jednej w kazdym wierszu. Warto$é p; oznacza, Ze w i-tym ruchu
gracz zdecydowal o zamianie elementow, znajdujgcych sie na wysokosciach p; oraz p; + 1.

Jezeli istnieje wiele rozwigzan, to Twoj program powinien wypisa¢ dowolne z nich.

Przyklad
Dla danych wejsciowych: (2]
5]
13
4
i] p1 =29
1)
13 ]
12
5

oprawnym wynikiem jest:

N OO NN O Ww s = D =, W N oo

Natomiast dla danych wejsciowych:
3
1
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W N =, WwN

poprawnym wynikiem jest:
3
3
4
2

jak réowniez:
3

4
3
2

Rozwigzanie

O zadaniu

Nazwa i pomyst zadania pochodza od gry Tetris Attack' (gra wystepuje réwniez pod nazwami Pokemon Puzzle League
lub Panel de Pon). Oczywiscie oryginalna gra jest bardziej skomplikowana: klocki sa utozone w dwéch wymiarach,
liczba klockéw oznaczonych takimi samymi symbolami nie jest ograniczona itd.

Podstawowe pojecia

Rozpocznijmy od wprowadzenia kilku definicji, ktére utatwia nam prezentacj¢ rozwiazania. Przyjmiemy konwencje,
zgodnie z ktdra stos bedziemy zapisywac od elementu na dole stosu do elementu na szczycie; na przyktad ciag: 132123
oznacza stos, w ktérym element 1 znajduje si¢ na samym dole, natomiast 3 — na szczycie stosu.
Symbole odrézniajace klocki bedziemy nazywacé kolorami, zgodnie z konwencja przyjeta w oryginalnych grach.
Powiemy, ze para koloréw (a,b) tworzy inwersje, jesli klocki w kolorach a, b wystepuja na stosie w nastgpujacej
kolejnosci:

Przyktadowo na stosie:

123213

wystepuja inwersje (1,3) oraz (2,3).

Uktad na stosie nazwiemy stabilnym, jesli na sasiednich pozycjach nie wystepuja jednakowe kolory.
W stabilnym uktadzie o n kolorach mozemy mie¢ od 1 do n(n — 1)/2 inwersji. Najmniejsza liczba inwersji wystgpuje
w uktadzie:

123 ...n—2nn—1nn—-1n-2...21

natomiast najwigksza liczbe inwersji ma uktad:

123...n—1n123...n—1n

Rozwigzanie wzorcowe

Dla rozwiazania zadania kluczowe sg nastgpujace spostrzezenia:
e pojedynczy ruch zmniejsza liczbg inwersji co najwyzej o 1;

e jesli stos zawiera uktad stabilny i nie jest pusty, to zawsze mozna wykonaé ruch, ktéry zmniejszy liczbe inwersji
ol;

'Wigcej informacji o grze mozna znalez¢ na stronie http://www.tetrisattack.net/
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e wykonujac tylko ruchy zmniejszajace liczbg inwersji o 1, otrzymamy rozwigzanie optymalne, czyli wymagajace
minimalnej liczby ruchéw.

Pierwsze, a zatem takze i trzecie z powyzszych stwierdzen, sa oczywiste. Pozostaje wykazaé stwierdzenie drugie —
ponizej udowodnimy twierdzenie, w ktérym pokazujemy, jak znajdowaé ruchy zmniejszajace liczbg inwersji. Twierdzenie
to stanie si¢ podstawa przedstawionego dalej algorytmu rozwigzania wzorcowego.

Twierdzenie 1 Niech ai,...,a2, oznacza stos elementow, w ktorym kazdy z n kolorow wystepuje doktadnie 2 razy.
Zaktadamy, Ze uktad jest stabilny, tzn. a; # a;y1, dla 1 <i < 2n. Istnieje ruch, ktérego wykonanie powoduje zmniejszenie
liczby inwersji o 1.

Dowdéd W wigkszosci wypadkéw istnieje wiele ruchéw o takiej wiasnosci, jednak my wyznaczymy ruch, ktérego
wykonanie pozwoli na efektywne rozwiazanie zadania.

Niech j oznacza maksymalny indeks 1 < j < 2n taki, ze kazdy z elementéw ay,...,a; ma inny kolor. Oczywiscie
w ciagu ay,...,a;4+1 jakiS kolor musi si¢ juz powtdrzy¢, czyli istnieje indeks 1 <i < j taki, ze a; = ajy1.

Latwo zauwazy¢, ze kolory a oraz b wystepujace odpowiednio na pozycjach g; oraz a; tworzg inwersje:

kolor: ... a ... b a b
indeks: i j j+1 >j+1
Mozemy ja zlikwidowaé, zamieniajac sasiednie elementy o indeksach j oraz j+ 1. |

W rozwigzaniu wzorcowym bedziemy kolejno eliminowac inwersje, w ktérych wystepuje pierwszy powtarzajacy si¢
kolor — jak w dowodzie twierdzenia. Aby efektywnie przeprowadzié t¢ procedurg, stworzymy dwa stosy, pomigdzy ktére
rozdzielimy zadane elementy:

e D — stos ten bedzie zawierat poczatkowe, zbadane elementy uktadu, wsréd ktérych nie wystgpuja powtarzajace
si¢ kolory — poczatkowo stos ten jest pusty.

e §— stos ten bedzie zawieral resztg elementow tworzacych aktualny uktad — poczatkowo stos ten zawiera wszystkie
elementy, utozone w kolejnosci odwrotnej do wejSciowej, tzn. a; znajduje si¢ na szczycie stosu S.

W trakcie algorytmu analizujemy kolejno elementy x pobierane ze stosu S. Jesli kolor elementu x nie wystepuje jeszcze
w D, to odktadamy element x na szczyt stosu D. W przeciwnym przypadku mozemy zastosowaé twierdzenie, wykonujac
ruch dla x i jego poprzednika, likwidujac w ten sposéb jedna inwersje. W kolejnych ruchach eliminujemy kolejne inwersje,
w ktérych wystepuje kolor x, przesuwajac ten element w gtab stosu D (w rzeczywistosci bedziemy przektadaé elementy
ze stosu D do stosu ), az do momentu, gdy spotka on swoja ,,par¢” i zniknie z uktadu. Warto zauwazy¢, ze wykonywane
przy okazji przesuwania x zamiany sa (podobnie jak pierwsza) rOwniez zamianami ,,pierwszego powtarzajacego sie
koloru” i kazda z nich powoduje zmniejszenie liczby inwersji o 1. Opisane postgpowanie jest realizowane w ponizszym
algorytmie:

1. D =0

2: § = { stos elementéw w kolejnosci ap,,a2,—1,...,a1 };

3: while S # 0 do

4: begin

5. x := S.Pop; { kolejny element z S }

6: if x ¢ D then { nowy kolor, wigc dodajemy do D }

7 D .Push(x);

8. else { kolor x juz wystepuje w D }

9:  begin

10: J := LiczbaElementow(D);

11: y := D.Pop;

12: if x # y then {jesli kolory sa rézne, to wykonujemy zamiang }
13: begin

14: { print: zamien (j,j+1);}

15: S.Push(y); S.Push(x); { odt6z elementy x iy z powrotem na stos S }
16: end

172 end

18: end

Procedury Pop i Push powoduja odpowiednio pobranie elementu ze szczytu stosu i wlozenie elementu na szczyt stosu.

Czas dziatania powyzszego algorytmu wynosi O(n + k), gdzie k to liczba inwersji w ciaggu podanym na wejsciu —
przypomnijmy, ze k moze wynosi¢ od O(1) do O(n?). Jest to jednak algorytm o bardzo dobrych parametrach, poniewaz
sktadnika k w ztozonosci i tak unikna¢ si¢ nie da — jest to rozmiar informacji, ktére trzeba wypisaé jako wynik dziatania
algorytmu.
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Inne rozwigzania

Istnieje wiele rozwiazan opartych na schemacie:

: begin

wykonaj ten ruch;

R S

end

while Liczbalnwersji > 0 do

wyznacz ruch, ktéry zmniejsza liczbge inwersji o 1;

zaktualizuj zawarto$¢ stosu (w szczeg6lnosci usuii znikajace elementy);

W schemacie tym kryja si¢ dwa potencjalne Zrédia nieefektywnosci algorytmu. Po pierwsze, czasochlonne moze by¢
naiwne” poszukiwanie ruchu zmniejszajacego liczbe inwersji. Po drugie, nieprzemy§lane symulowanie aktualnego stanu
stosu, w szczego6lnosci usuwanie “znikajacych elementow”, takze moze powodowaé wydtuzenie obliczen. Czg$ciowo
niedogodnosci te mozna zmniejszy¢, odpowiednio dobierajac kolejne ruchy, na przyktad poszukujac ich mozliwie blisko
szczytu stosu. Niestety sa to tylko heurystyki i w pesymistycznym przypadku bazujace na nich rozwigzania maja jednak

ztozono$é O(n® +k).

Testy

Ponizsza tabelka przedstawia zestawienie testow uzytych do oceny rozwiagzan. Parametr w oznacza rozmiar optymalnego
rozwigzania, a n — liczbe koloréw w danych wejSciowych.

Nazwa w n Opis
tetl.in 78 40 | test losowy

tet2.in 406 50 | test losowy

tet3.in 6624 200 | test losowy

tet4.in 19956 1000 | test losowy

tet5.in 135926 1200 | test losowy

tet6.in 663589 | 4000 | test losowy

tet7.in 657197 | 4500 | testlosowy

tet8.in 998360 | 5000 | testlosowy

tet9.in 999986 | 5000 | test losowy

tetlOa.in 999614 | 5000 | test losowy

tet10b.in | 1000000 2000 | test z najwigksza odpowiedzia
tetlla.in 830998 | 42000 | test specjalny

tetl 1b.in 998991 | 10000 | test specjalny

tetl2.in 592528 | 50000 | test specjalny

tetl3.in 759921 | 50000 | test specjalny

tetl4.in 472199 | 50000 | test specjalny

tetl5a.in 905241 | 50000 | test specjalny

tetl5b.in 1 | 50000 | maksymalny test z odpowiedzig 1

Testy specjalne to losowe testy uzupetnione o duzy fragmenttypu 12 ... k ...

typul2...p12...p.

k ... 21 oraz wiele (krétkich) fragmentéw
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Koleje

Bagtockie Koleje Paristwowe (BKP) stanely przed koniecznoscig restrukturyzacji i redukcji sieci linii kolejowych. Po
jej doktadnym przeanalizowaniu zdecydowano, ktore stacje kolejowe majg byé zlikwidowane, a ktore majg pozostac.
Zdecydowano sie takze zredukowaé sieé linii kolejowych. Trzeba jeszcze wybraé, ktdre linie kolejowe majg byé zlikwidowane,
a ktore majq pozostaé.

Sieé linii kolejowych skiada sie z odcinkow toréow tgczgcych stacje kolejowe. Wiadomo, Ze z kazdej stacji kolejowej da
sie dojechaé do kazdej innej (potencjalnie odwiedzajgc stacje posrednie). Odcinki toréw sq dwukierunkowe. Miedzy kazdg
parg stacji moze byc co najwyzej jeden odcinek torow. Kazdy taki odcinek torow charakteryzuje sie kosztem utrzymania
— dodatniq liczbg calkowitq. Odcinki toréw, ktére majg pozostaé, muszq byé tak wybrane, aby:

e dalo sie przejechaé miedzy kazdymi dwiema stacjami, ktore majg pozostac,

o ich sumaryczny koszt utrzymania byl maly (moze byé co najwyzej dwukrotnie wickszy od najmniejszego kosztu, jaki
da sie uzyskaé, zachowujgc poprzedni warunek).

Wszystkie pozostale odcinki torow zostang zlikwidowane. Linie kolejowe, ktore majq pozostaé, mogq przebiegac przez stacje,
ktore zostang zlikwidowane.
Zadanie
Napisz program, ktory:
o wczyta ze standardowego wejscia opis sieci linii kolejowych oraz stacje, ktore majq pozostad,
e wyznaczy, ktore odcinki toréw majg pozostaé, a ktére majg byé zlikwidowane,

e wypisze na standardowe wyjscie, ktore odcinki torow majq pozostaé oraz poda ich sumaryczny koszt utrzymania.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia zapisane sq dwie dodatnie liczby calkowite n i m, 2 <n < 5 000,

1 <m <500 000 (m < "(n;l)), oddzielone pojedynczym odstepem. Liczba n to liczba stacji kolejowych, a m — liczba
odcinkow toréow. Stacje kolejowe sq ponumerowane od 1 do mn. W kolejnych m wierszach sq¢ opisane odcinki toréw
kolejowych, po jednym w wierszu. W kazdym z tych wierszy sq zapisane trzy dodatnie liczby catkowite a, b iu, 1 <a,b<n,
a#£b, 1 <u< 100 000. Liczby a i b to numery stacji, ktore lgczy dany odcinek toréw, a u to jego koszt utrzymania.
W m + 2 wierszu zapisany jest cigg liczb catkowitych pooddzielanych pojedynczymi odstepami. Pierwsza z nich to p —
liczba stacji, ktére majg pozostaé (1 Kp<n, p-m < 15000000). Dalej w tym wierszu wymienione sg numery tych stacji
w kolejno$ci rosngcej.

Wyjscie

W pierwszym wierszu standardowego wyjscia program powinien wypisacé dwie liczby catkowite ¢ i k oddzielone pojedynczym
odstepem, gdzie c jest sumarycznym kosztem utrzymania pozostawionych odcinkow, a k — liczbg tych odcinkow. W kazdym
z kolejnych k wierszy powinny znaleZé sie dwie liczby a; oraz b; oddzielone pojedynczym odstepem — numery stacji
potgczonych przez pozostawione odcinki torow. Sumaryczny koszt utrzymania odcinkéw toréow moze byé co najwyzej
dwukrotnie wiekszy od najmniejszego kosztu, mozliwego do uzyskania.
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Przyktad

Dla danych wejsciowych: 1 4 7
11

DO oU oW WN W R 0
N NN OO W N

578 . )
poprawnym wynikiem jest:

42 5
23
35
56
6 7
6 8

Rozwigzanie

Analiza problemu

Problem przedstawiony w tresci zadania jest znany jako grafowe sformutowanie! problemu drzew Steinera. Dany jest graf
nieskierowany G = (V, E), w ktérym kazdej krawedzi e € E przypisana jest dodatnia waga w,, oraz zbiér wierzchotkéw
V' C V. Oznaczmy przez c¢(X) (dla X C E) sumg wag krawedzi nalezacych do zbioru X. Szukamy takiego drzewa
ztozonego z krawedzi T C E, ze:

e kazde dwa wierzchotki ze zbioru V' sg polaczone pewna Sciezka ztozona z krawedzi nalezacych do zbioru 7,
e ¢(T) jest minimalne.

Niestety, problem ten jest NP-zupetny?, co oznacza, ze nie jest znany algorytm znajdujacy takie drzewo w czasie
wielomianowym. Na szczgscie, w niniejszym zadaniu nie wymagamy, aby znalezione drzewo bylo optymalne (nawet
nie wymagamy, aby to byto drzewo)! Dopuszczamy, aby suma wag krawedzi byta wigksza od najmniejszej mozliwe;j
— ale nie wigcej niz dwukrotnie. Rozwigzanie zadania polega wigc na napisaniu algorytmu aproksymacyjnego, czyli
obliczajacego rozwiazanie bliskie optymalnemu. W problemach aproksymacyjnych za miar¢ przyblizenia przyjmuje si¢
czgsto stosunek wielkosSci znalezionego rozwiazania do wielkosci rozwiazania optymalnego. W tym przypadku stosunek
ten nie moze przekraczaé 2 — takie przyblizenie jest nazywane 2-aproksymacja.

Problem drzew Steinera przypomina problem znajdowania minimalnego drzewa rozpinajacego. Jednak ten ostatni nie
jest NP-zupetny i potrafimy go rozwiazywac w czasie wielomianowym. Stuza do tego na przyktad algorytmy zachtanne
Kruskala i Prima ([19], p. 24).

Sprébujemy uzy¢ algorytmu znajdujacego minimalne drzewo rozpinajace do przyblizenia optymalnego drzewa
Steinera. Najpierw jednak musimy zmieni¢ graf, w ktérym bedziemy szuka¢ minimalnego drzewa rozpinajacego. Bedzie
to graf pelny G’ = (V' E’), gdzie dla kazdej pary wierzchotkéw u,v € V' waga krawedzi (u,v) jest dtugos$¢ najkrétszej
(j. najlzejszej) Sciezki w grafie G. W grafie G’ znajdujemy minimalne drzewo rozpinajace T’ — jego krawedzie to
Sciezki w oryginalnym grafie G. Niech T bgdzie zbiorem tych krawedzi z E, ktére naleza do ktérejkolwiek krawedzi-
Sciezki w drzewie T’ (w razie potrzeby usuwamy powtdrzenia krawedzi T wystepujacych w kilku krawedziach-$ciezkach
T’). Graf T laczy wszystkie wierzcholki z V’, natomiast nie musi by¢ drzewem — moze okazaé sig, ze taczac $ciezki
z T', uzyskamy cykle — jest to jednak dopuszczalne! Zauwazmy, ze ¢(T) < ¢(T’), gdyz w drzewie T’ wagi krawedzi
powtarzajacych si¢ na wielu $ciezkach sg liczone wielokrotnie, a w drzewie T sa liczone tylko raz.

Minimalne drzewo rozpinajace T’ w grafie G’ nie musi odpowiadac¢ drzewu Steinera w grafie G. Wynika to stad,
ze w poszukiwaniu tych drzew kierujemy si¢ nieco innymi kryteriami optymalnosci — koszt drzewa Steinera to zwykta

'W innym sformutowaniu problemu drzew Steinera mamy dany zbior punktéw na plaszczyznie i szukamy najkrétszej sieci drég taczacych te punkty.
Taka wersje problemu takze mozna przedstawi¢ w postaci grafu, cho¢ moze to wymaga¢ wprowadzenia nieskoriczonego zbioru wierzchotkéw.
2Problemy NP-zupetne sa przedstawione np. w [19, 21].
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Rys. 1:  Drzewo Steinera w grafie G i minimalne drzewo rozpinajace w grafie G'.

suma wag krawedzi, a koszt drzewa T’ to suma dhugosci Sciezek, wsréd ktérych moga wystepowac powtérzenia krawedzi.
[lustruje to nastgpujacy przyktad. Laczna waga krawedzi w drzewie Steinera wynosi 9, natomiast minimalne drzewo

Rys. 2:  Dany graf G, drzewo Steinera i minimalne drzewo rozpinajace w grafie G'.

rozpinajace w grafie G’ ma wage 10. Pokazemy, ze cho¢ waga minimalnego drzewa rozpinajacego w grafie G’ moze
byé wigksza niz waga drzewa Steinera w grafie G, to jednak nie wigcej niz dwukrotnie. Oznacza to, ze T’ bedzie
wystarczajacym dla naszych celéw przyblizeniem rozwigzania optymalnego.

Lemat 1 (na podstawie [36]) Niech G = (V,E) bedzie danym grafem, w ktérym kazdej krawedzi e € E przypisana jest
dodatnia waga w, oraz niech V' CV bedzie danym zbiorem wierzchotkéw. Niech takie G' bedzie grafem skonstruowanym
jak powyzej. Oznaczmy przez T drzewo Steinera rozpinajqce w G wierzchotki ze zbioru V', a przez T' minimalne drzewo
rozpinajqce w G'. Wowczas zachodzi nieréwnosé c(T') < 2-¢(T).

Dowéd Rozwazmy eulerowskie obejscie drzewa 7', tzn. taki cykl, ktéry prowadzi wylacznie przez krawedzie z T,
odwiedza kazdy wierzchotek drzewa T i przez kazda krawedZ z T przechodzi doktadnie dwukrotnie. Dla kazdego
wierzchotka v € V/ wybierzmy jedno jego wystapienie w takim cyklu. Nastepnie podzielmy ten cykl na $ciezki,
przecinajac go w wybranych wystapieniach wierzchotkéw z V. W ten sposéb otrzymujemy Sciezki 61,062,...,0,.
Zauwazmy, 7e:

c(o1)+c(o2)+---+c(op) =2-¢(T)

Zauwazmy tez, ze Sciezki ©1,0%,...,0, odpowiadaja krawedziom w grafie G’ (dokfadniej, sa nie lzejsze od
odpowiadajacych im krawedzi G’), tworzacym w nim cykl przechodzacy przez kazdy wierzchotek doktadnie raz (tzw. cykl
Hamiltona). Czyli G1,02,...,0p-1 odpowiadaja $ciezce przechodzacej przez kazdy wierzchotek G' doktadnie raz (tzw.
Sciezce Hamiltona). Sciezka to jednak szczeg6lny przypadek drzewa. Tak wigc Sciezki 61,02,...,0,_1 maja wage nie
mniejsza od wagi pewnego drzewa rozpinajacego w G, ktére z kolei nie moze mieé¢ wagi mniejszej niz 7/ — minimalne
drzewo rozpinajace dla G'.

Mamy wigc ostatecznie:

c(T") < c(o1) +c(02)+++c(6p—1) < c(01)+c(02) ++-+c(0,) =2-¢(T).

Rozwigzanie oparte o konstrukcje minimalnego drzewa rozpinajacego

Algorytm opisany w poprzednim punkcie jest doS¢ prosty koncepcyjnie, ale jego efektywna implementacja moze
przysporzyé ktopotéw. Najpierw musimy skonstruowac graf G’, czyli wyznaczy¢ najkrétsze Sciezki migdzy wszystkimi
parami wierzchotkéw ze zbioru V’. Prostym rozwiazaniem jest zastosowanie algorytmu Floyda-Warshalla dla catego
grafu G, a nastepnie zawezenie wynikéw do wierzchotkéw z G'. Jednak za te prostote ptacimy zlozonoscia czasowa rzedu
0(n3). Mozemy tez p-krotnie zastosowaé algorytm Dijkstry, wyznaczajac odlegtosci od kolejnych wierzchotkéw z V' do

103



104

Koleje

wszystkich pozostatych wierzchotkéw. Oczywiscie, oprécz odlegtosci musimy tez by¢ w stanie szybko zrekonstruowac
najkrétsze $ciezki realizujace te odleglosci. Zakladajac, ze uzyjemy kolejki priorytetowej o logarytmicznym czasie
wykonywania operacji, sumaryczna ztozono$é czasowa takiego rozwiazania to O(p - (n+m) - logn). Zwazywszy, ze
p-m < 15000000, jest to istotnie lepsze rozwigzanie. Jednak w obu przypadkach trzeba zapamigta¢ dlugosci krawedzi
grafu G'. Prosty rachunek wykazuje, ze zmie$cimy si¢ w zadanym limicie pamigci tylko dla p maksymalnie rzedu 2000.

Oba algorytmy wyznaczania minimalnego drzewa rozpinajacego: Kruskala i Prima (zaktadajac, ze w algorytmie
Prima takze uzyjemy kolejki priorytetowej o logarytmicznym czasie wykonywania operaciji) dziataja w czasie O(p®log p).
Nie jest to wigc dominujaca faza obliczen. Pozostalo jeszcze przejrzenie zbioru krawedzi tworzacych Sciezki oraz
usunigcie powtérzen. Poniewaz mamy p — 1 Sciezek, kazda nie dtuzsza niz n — 1 krawedzi, to wymaga to czasu rzedu
O(p-n+m). W rezultacie otrzymujemy algorytm dzialajacy w czasie O(p- (n+m)-logn), jednak o zbyt duzej ztozonosci
pamigciowe;.

Okazuje si¢, ze mozemy nie konstruowaé grafu G’ a priori. W algorytmie Prima budujemy drzewo rozpinajace
w sposéb zachlanny, zaczynajac od pojedynczego wierzchotka i dodajac do niego kolejne krawedzie, za kazdym razem
wybierajac najlzejsza krawedz, ktéra nie domyka zadnego cyklu. Zamiast najpierw konstruowaé graf G, a potem
budowac rozpinajace go drzewo, mozna ,,w locie” wyznaczaé dlugosci interesujacych nas krawedzi-Sciezek w grafie
G'. Oznaczmy przez D zbiér wierzchotkéw grafu G', ktére (w danym momencie) naleza do budowanego drzewa.
Konstrukcje drzewa zaczynamy od pojedynczego wierzchotka v € V/, D = {v}. Nastepnie zachtannie rozszerzamy
budowane drzewo. Szukamy najkrétszej krawedzi w grafie G’ taczacej ktérykolwiek wierzchotek v € D z dowolnym
wierzchotkiem w € V' \ D. Poniewaz nie wyznaczyli§my wczesniej grafu G', musimy w tym momencie znaleZ¢ najkrétsza
Sciezke w grafie G taczaca ktérykolwiek wierzcholek v € D z dowolnym wierzchotkiem w € V' \ D. Mozemy tutaj
zastosowaé algorytm Dijkstry, rozpoczynajac przeszukiwanie grafu G réwnoczesnie ze wszystkich wierzchotkow ze
zbioru D i koriczac je w momencie osiagnigcia pierwszego wierzchotka nalezacego do V'\ D.

Stosujac w rozwiazaniu kolejke priorytetowa o logarytmicznym koszcie operacji, otrzymujemy taka sama ztozonos$¢
czasowq jak poprzednio, czyli O(p- (n+m) -logn), lecz ztozono§é pamigciowa jest duzo mniejsza! Musimy oczywiscie
pamigtaé dany graf G, jednak wszystkie dodatkowe struktury danych, w tym kolejka priorytetowa wierzchotkéw, maja
rozmiar O(n). Tak wiec taczna ztozonos$¢ pamigciowa jest rzedu O(n+ m) i pozwala zmiescié si¢ w zadanym limicie
pamigciowym.

Rozwigzanie wzorcowe

Rozwiazanie wzorcowe jest podobne do opisanego powyzej zastosowania algorytmu Prima, z wyszukiwaniem ,,w locie”
(za pomocg algorytmu Dijkstry) najkrétszych Sciezek w grafie G. Roéznica migdzy tym rozwigzaniem a opisanym
poprzednio, polega na uproszczeniu procedury rozbudowy drzewa D o kolejne krawedzie-Sciezki. Zamiast dodawaé do
drzewa w kazdym kroku najkrétsza Sciezke taczaca pewien wierzchotek z V/ N D (nalezacy juz do budowanego drzewa)
z pewnym wierzchotkiem z V' \ D (nienalezacym jeszcze do budowanego drzewa), dodajemy najkrétsza Sciezke laczaca
pewien wierzchotek z V N D (wierzcholek ten nie musi nalezeé do V') z pewnym wierzchotkiem z V/\ D. Algorytm ten
mozemy wyrazi¢ w postaci nastgpujacego pseudokodu:

Wybieramy dowolny v € V/;

D:={v};

R:=0;

while V' ¢ D do begin
0 := najkrétsza $ciezka w G taczaca dowolny ve D zw e V'\D;
D := DU wierzchotki(o);
R := RUkrawedzie(o);

end

return R;

© ® N T w e

Zbiér D zawiera wierzchotki, a zbiér R — krawedzie budowanego drzewa. Na pierwszy rzut oka algorytm ten
powinien dawaé przynajmniej tak dobra aproksymacje, jak algorytm opisany w poprzednim punkcie. Nalezy to jednak
pokazac¢ formalnie.

Lemat 2 Niech (D,R) bedzie drzewem utworzonym przez algorytm wzorcowy, rozpinajgcym w danym grafie G
wierzchotki z V'. Niech cyin bedzie sumaq wag krawedzi w minimalnym drzewie rozpinajacym w grafie G'. Woéwczas
¢(R) < Cmin-

Dowéd Dowdd przebiega przez indukcje po liczbie wybranych wierzchotkéw p = |V/].
1. Jedli p=1,to V' = {v} i oba drzewa nie zawieraja ani jednej krawedzi. Zatem c(R) = cpin = 0.

2. Zatézmy, ze p > 1. Niech v bedzie wierzchotkiem wybranym z V' na poczatku algorytmu wzorcowego. Niech
© bedzie Sciezka wybrana w pierwszym kroku petli while w algorytmie wzorcowym. Laczy ona v z pewnym
wierzchotkiem w € V/\ {v}.
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Rozwazmy graf G’ = (V" E") powstaly z G przez sklejenie wszystkich wierzchotkéw na $ciezce o; wierzchotek
powstaty w wyniku sklejenia oznaczmy przez v'. Analogicznie, oznaczmy przez G = (V"' E"") graf powstaty ze
sklejenia w grafie G’ wierzchotkéw v i w w jeden wierzchotek V. Intuicyjnie, para graféw (G”,G") odpowiada
parze graféw (G,G’) po wykonaniu jednego kroku przez kazdy z algorytméw. Przyktad konstrukcji graféw G”
i G" dla zadanych graféw G oraz G’ jest zilustrowany na rys. 3.

graf G y graf G
\' w \" w
X
graf G’ y graf G’ y
3
v’< V' 4
3
X X

Rys. 3:  Przykladowy wyglad graféw G i odpowiadajacego mu grafu G’ oraz postaé graféw G” i G"”. Dla uproszczenia
zaktadamy, ze krawedzie graféw G oraz G’ maja wagi jednostkowe.

Niech (D',R’) bedzie drzewem wyznaczonym przez algorytm wzorcowy dla grafu G” i wybranego na poczatku
wierzchotka v/.  Sklejenie wierzchotkéw lezacych na $ciezce o nie wptywa na dalsze dziatanie algorytmu
wzorcowego, gdyz traktuje on wierzchotki do tej pory skonstruowanego drzewa tak, jakby byly sklejone. Stad,
¢(R) = ¢(0) +¢(R’). Niech dalej ¢/, bedzie suma wag krawedzi w minimalnym drzewie rozpinajacym w grafie
G". Z poprawnosSci algorytmu Prima wiemy, ze w grafie G’ istnieje minimalne drzewo rozpinajace, ktére
zawiera krawedZ odpowiadajaca Sciezce 6. Stad cmin = ¢(0) + ¢/, Niech wreszcie H = (G")’ bedzie grafem
skonstruowanym z G” w ten sam sposéb, w jaki z grafu G skonstruowaliSmy G’, czyli grafem najkrétszych Sciezek
miedzy wierzchotkami wybranymi G”. Mozna zauwazyé, ze graf H musi wygladac¢ doktadnie tak samo jak G,
lecz potencjalnie moze mie¢ krétsze niektére krawedzie (2 zamiast 3 w przypadku dwéch krawedzi na rys. 3).
Oznaczmy przez . wage minimalnego drzewa rozpinajacego H. Wéwczas ¢l < c/. .

V’/| = p, to mozemy skorzysta¢ z zatozenia indukcyjnego dla graféw G” oraz H, otrzymujac

, h
min - Stad ostatecznie

Poniewaz V"] <

c(R') < .. Nieréwnos$¢ ta implikuje, ze ¢(R') < ¢

¢(R) = ¢(06) +c(R') < ¢(6) + Cin = Crmin-

Z lematu tego wynika poprawno$¢ algorytmu wzorcowego.

Twierdzenie 3 Niech (D,R) bedzie drzewem utworzonym przez algorytm wzorcowy, rozpinajgcym w danym grafie G
wierzchotki ze zbioru V'. Niech cs bedzie sumq wag krawedzi w drzewie Steinera rozpinajqcym w grafie G wierzchotki ze
zbioru V'. Wowezas ¢(R) < 2-cs.

Dowéd Z Lematu 2 wynika, ze ¢(R) < ¢min, gdzie cmin jest sumg wag krawedzi w minimalnym drzewie rozpinajacym
w grafie G'. Z Lematu 1 wiemy, ze cmin < 2cs. Stad, ¢(R) < 2-cs. [ |

PrzesledZzmy dziatanie algorytmu wzorcowego na pokazanych wcze$niej dwoch przyktadowych grafach. Okazuje
sig, ze algorytm wzorcowy moze znalezé drzewo Steinera, podczas gdy minimalne drzewo rozpinajace w grafie G’ ma
wigksza wage. Niestety nie zawsze si¢ tak dzieje. Oto przyktad grafu, dla ktérego algorytm wzorcowy znajduje doktadnie
drzewo rozpinajace w grafie G', a jego waga jest wyzsza od wagi drzewa Steinera.
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A

Rys. 4:  Konstrukcja drzewa Steinera o wadze 4 przez algorytm wzorcowy.

Rys. 5:  Algorytm wzorcowy nie znajduje drzewa Steinera (waga 9), lecz drzewo o wadze 10.

W wierszu 5 algorytmu wzorcowego stosujemy algorytm Dijkstry do znalezienia w grafie G najkrétszej $ciezki
taczacej dowolny v € D z w € V/'\ D. Mozemy troche poprawié efektywnos¢ tego algorytmu, jezeli nie bedziemy
w kazdym kroku petli niezaleznie wywotywaé algorytmu Dijkstry, lecz wykorzystamy zawartos$¢ kolejki priorytetowej
z poprzedniej iteracji do wykonania nastgpnej iteracji. W kolejce priorytetowej trzymamy wierzcholki, ktére nie naleza
do drzewa, a ich priorytet odpowiada temu, co wiemy o ich odleglosci od konstruowanego drzewa. Poczatkowo
konstruowane drzewo to pojedynczy wierzchotek v € V', D = {v}. Wierzcholki incydentne z nim maja priorytet réwny
dtugosci taczacych je krawedzi, a pozostate wierzchotki maja priorytet rowny oo, Rownoczesnie, dla kazdego wierzchotka
o skoficzonym priorytecie pamigtamy Sciezke, takiej dtugosci jak jego priorytet, taczaca go z konstruowanym drzewem.

W kolejnych krokach algorytmu Dijkstry, za kazdym razem wyciagamy z kolejki wierzchotek o najmniejszym
priorytecie; oznaczmy go przez w. Oczywiscie w & D. Sposréd wierzchotkéw znajdujacych si¢ w kolejce, jest to
wierzchotek najblizej potozony konstruowanego drzewa. Mozliwe sa dwa przypadki:

e Jezeliw € V’, to korygujemy priorytety wierzchotkéw incydentnych z w, uwzgledniajac $ciezki prowadzace przez
niego.

e Jezeliw € V'\ D, to sposréd wierzchotkéw z V' \ D jest to wierzcholek potozony najblizej konstruowanego drzewa.
Rozszerzamy wigc konstruowane drzewo o najkrétsza Sciezke taczaca je z w.

Po rozszerzeniu drzewa nie musimy ponownie tworzy¢ kolejki priorytetowej z wierzchotkami spoza drzewa.
Wystarczy skorygowac istniejaca kolejke — musimy poprawic priorytety wierzchotkdéw incydentnych z dodawana
Sciezka, uwzgledniajac fakt, ze stala si¢ ona czeécia konstruowanego drzewa.

Dodatkowo, musimy zwrécié uwage na wierzchotki v € V', ktérych priorytet zmienia si¢ juz po usunigciu z kolejki
priorytetowej. JeSli po rozszerzeniu drzewa priorytet v (czyli jego odleglos¢ od drzewa) spadt ponizej wartoSci
z chwili, gdy byt on wyjmowany z kolejki, to wierzchotek v nalezy ponownie wstawi¢ do kolejki i rozwazyc¢.

Wierzcholki ze zbioru V' sa tylko raz wstawiane do kolejki priorytetowej i tylko raz sg z niej wyjmowane. Wierzcholki
spoza V' moga by¢ wielokrotnie wstawiane i usuwane z niej — jednak nie wigcej niz p razy kazdy. Jednak dla wigkszosci
danych wejsciowych, liczba wstawianych i usuwanych wierzchotkéw jest istotnie mniejsza. Przyjmujac, zZe operacje na
kolejce priorytetowej dziataja w czasie O(logn), uzyskujemy pesymistyczng ztozono$é czasowa O(p - (n+ m) - logn).
Jest to taka sama ztozonos¢ jak w przypadku poprzednio opisanego rozwiazania, jednak dla wigkszosci danych algorytm
wzorcowy dziala istotnie szybciej. Algorytm ten zostat zaimplementowany w programach kol.cpp i kol0.pas.

Inne rozwigzania

Oprécz przedstawionych wcze$niej rozwigzan wielomianowych, mozna si¢ bylo spodziewaé rozwiazai znajdujacych
drzewo Steinera, ale dziatajacych w czasie wyktadniczym. Na przyktad, algorytm taki mégtby rozwazaé wszystkie
mozliwe zbiory wierzchotkéw z V \ V', ktére wchodza w sktad drzewa Steinera i dla tak ograniczonego grafu znajdowaé
minimalne drzewo rozpinajace (jesli takowe istnieje). Rozwiazanie takie dziala w czasie O(2"7 -mlogm). Nie
nalezy si¢ wigc spodziewad, ze przejdzie ono jakiekolwiek testy poza matymi testami poprawno$ciowymi. Zostato ono
zaimplementowane w programach kolsl.cppikols3.pas.



Koleje 107
Testy

Rozwigzania zawodnikéw byly sprawdzane na 10 testach. Zostaly one podsumowane w ponizszej tabelce.

Duzym problemem przy przygotowywaniu testow byt fakt, ze do wlasciwej oceny rozwiazan zawodnikéw konieczna
jest znajomo$¢ wielkoSci drzewa Steinera. W og6lnosci jest to problem NP-zupelny. W przypadku testéw nr 1, 2, 3
i 5 optymalny wynik mozna wyznaczy¢ w rozsadnym czasie za pomoca algorytmu wyktadniczego. Dodatkowo, testy
nr 3, 4, 6 1 9 maja na tyle prostg strukture, ze optymalny wynik mozna wyznaczy¢ recznie. W testach nr 7 i 10 mamy
p = 3. Tak wigc problem wyznaczenia drzewa Steinera sprowadza si¢ do znalezienia takiego jego ,,Srodka”, z ktérego
rozchodzace si¢ trzy najkrétsze Sciezki daja najlepszy wynik. Taki problem mozna juz prosto rozwiazac, korzystajac na
przyktad z algorytmu Floyda-Warshalla. Pozostat test nr 8. Sktada si¢ on z nieduzego podgrafu losowego, dla ktérego
mozna wyznaczy¢ optymalny wynik za pomoca algorytmu wyktadniczego, oraz krawedzi i wierzchotkéw, co do ktérych
wiadomo, ze nie sg czescia drzewa Steinera, gdyz nie tacza one zadnych dwéch wierzchotkéw z V.

Nazwa n m koszt Opis

koll.in 25 161 32143 | prosty test poprawnosciowy, losowy

kol2.in 41 443 220078 | prosty test poprawnosciowy, losowy

kol3.in 100 540 774 | test Sredniej wielkoSci, drzewo Steinera zawiera

wszystkie wierzchotki

kold.in 900 1334 2975 | testSredniej wielkoSci, drzewo Steinera zawiera jedynie
wierzcholki z V/

kol5.in 999 14800 | 5068199 | test Sredniej wielkoSci, losowy
kol6.in | 3300 6000 207000 | test wydajnosciowy

kol7.in | 3000 | 405181 2670 | test wydajnosciowy
kol8.in | 5000 11008 118733 | test wydajnoSciowy (maksymalna liczba wierzchot-
kow)

kol9.in | 4841 9504 50600 | test wydajnoSciowy
koll0.in | 4000 | 372802 3693 | test wydajnoSciowy
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Gazociagi

Koncern GazBit zamierza zdominowac rynek gazowy w Bajtocji. Specjalisci umiejscowili juz na mapie Bajtocji optymalne
potozenia punktow wydobycia gazu oraz stacji dystrybucji gazu — pozostato jeszcze tylko przyporzqedkowaé stacje do punktow
wydobycia. Kazda stacja dystrybucji ma byc polgczona z dokladnie jednym punktem wydobycia i odwrotnie, kazdy punkt
wydobycia z dokladnie jedng stacjq.

GazBit specjalizuje sie w budowie gazociggow prowadzgcych z punktow wydobycia do stacji dystrybucji w kierunku
poludniowym i wschodnim — dokladniej, kazdy wybudowany gazocigg ma (patrzqc z lotu ptaka) ksztalt lamanej, ktdrej
kazda kolejna czesé biegnie w kierunku potudniowym lub wschodnim i jest prostopadia do poprzedniej. Zarzqd koncernu
zastanawia sie, jok przyporzgdkowad punktom wydobycia gazu stacje dystrybucji tak, by zminimalizowac tgczng dlugosé
koniecznych do wybudowania gazociggéw. Przy planowaniu mozna pomingé problem przecinania sie gazociggow — ich
kolidujgce fragmenty zostang umieszczone na roznych glebokosciach pod ziemiq.

Zadanie

Napisz program, ktory:
e wczyta ze standardowego wejscia planowane polozenia punktow wydobycia i stacji dystrybucji gazu,

o wyznaczy takie przyporzgdkowanie stacji dystrybucji do punktéow wydobycia, ktore pozwala ma wybudowanie
gazociggow o minimalnej lgcznej diugosci,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera jedng liczbe calkowitg n (2 < n < 50 000), oznaczajgcg liczbe punktéw wydobycia (réwng
liczbie stacji dystrybucji). Kolejne n wierszy zawiera po dwie liczby calkowite x; orazy; (0 < xj,y; < 100000 dla 1 <i <n),
oddzielone pojedynczym odstepem i oznaczajgce wspotrzedne na mapie punktow wydobycia gazu. Przyjmujemy, zZe wraz
z rosngcg wspotrzedng x poruszamy sie na wschod, a wraz z rosngeq wspolrzedng y poruszamy sie na potnoc. Nastepne
n wierszy zawiera po dwie liczby catkowite x/j oraz y} (0 < x},y} < 100000 dla 1 < j < n), oddzielone pojedynczym
odstepem i oznaczajgce wspdlrzedne na mapie stacji dystrybucji gazu. Zaréwno punkty wydobycia, jak i stacje dystrybucyi,
numerujemy liczbami naturalnymi od 1 do n w kolejnosci wystepowania na wejsciu. Zadna para wspdlrzednych nie powtérzy
sie w jednym zestawie danych wejsciowych. Ponadto dla kazdych danych wejSciowych istnieje jakies przyporzqdkowanie
punktom wydobycia stacji dystrybucyi, ktére mozna zrealizowac za pomocg gazociggow idgcych tylko na potudnie i wschod.

Wyjscie

Pierwszy wiersz wyjscia powinien zawieraé jedng liczbe calkowitq, oznaczajgcg minimalng sumaryczng dlugo$é wszystkich
koniecznych do wybudowania gazociggow. Dalej na wyjsciu powinien wystepic¢ przyktadowy opis przyporzedkowania stacji
punktom wydobycia, ktory realizuje to minimum. KaZdy z kolejnych n wierszy powinien zawieraé dwie liczby catkowite,
oddzielone pojedynczym odstepem i oznaczajgce numery punktu wydobycia i stacji dystrybucyi, ktore powinny by polgczone
gazociggiem. Kolejnos¢é wypisywania przyporzqedkowarn moze byé dowolna. JeZeli istnieje wiele poprawnych rozwigzan,
Twdj program powinien wypisaé jakiekolwiek z nich.

Przyklad

Dla danych wejsciowych: 1
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poprawnym wynikiem jest:
9

w = N
= N W

Rozwigzanie

Kilka oznaczen

Przez P = {p1,...,pn} 1 S = {s1,...,5,} bedziemy oznaczaé zbiory punktéw na ptaszczyznie, w ktérych znajduja
si¢ odpowiednio punkty wydobycia i stacje dystrybucji gazu. Elementy zbioru P begdziemy czgsto nazywali
po prostu punktami, za$ elementy zbioru S — stacjami. Wreszcie dowolny sposéb potaczenia stacji dystrybucji
1 punktéw wydobycia za pomoca gazociagéw poludniowo-wschodnich nazwiemy po prostu przyporzadkowaniem,
a przyporzadkowanie nazwiemy optymalnym, jezeli minimalizuje ono sumaryczng dlugo$¢ wykorzystanych gazociagéw.

Wstepne spostrzezenia

Z treSci zadania wiemy, ze punkt p i stacje s mozna polaczy¢ gazociagiem, jezeli s, — p, > 0 oraz py, — s, > 0.
Dlugosé potrzebnego gazociagu wyraza si¢ wowczas jako odlegto$§¢ pomigdzy p oraz s w metryce miejskiej, czyli
d(p,s) = (sx — px) + (py — sy). Zauwazmy, ze ta wartos¢ jest niezalezna od doktadnego przebiegu gazociagu.

Zanim poszukamy rozwiazania problemu postawionego w tresci zadania, sprébujmy rozwazy¢ jego uproszczona
wersje. Ograniczmy si¢ mianowicie do jednowymiarowej wersji problemu, w ktérej punkty wydobycia i stacje
dystrybucji znajduja si¢ na jednej (poziomej) prostej i zastanéwmy si¢, jak w takiej sytuacji wyglada poszukiwane
optymalne przyporzadkowanie. Wymaganie, by gazociagi przebiegaly w kierunku potudniowo-wschodnim redukuje
si¢ do wymagania, by dla kazdej potaczonej pary punkt—stacja o odcigtych réwnych odpowiednio p, i s, zachodzila
nieréwnos¢é py < sy.

Niech [x,x + 1], dla liczby calkowitej x, bedzie odcinkiem jednostkowym na rozwazanej prostej. ChcielibySmy
wiedzie¢, ile gazociagéw moze przechodzi¢ przez caly ten odcinek w réznych mozliwych przyporzadkowaniach
(zauwazmy, ze zaden punkt ani zadna stacja nie znajduja si¢ we wnetrzu tego odcinka). Niech P, bedzie liczba punktéw
o odcigtych nie wigkszych niz x, a Sy — liczba stacji spetniajacych ten warunek. Kazda z tych S, stacji musi zosta
potaczona z pewnym sposréd wybranych P, punktéw. Poniewaz w zadaniu mamy zagwarantowane istnienie jakiego$
poprawnego przyporzadkowania, to musi zachodzi¢ P, > S,. Kazdy z P, — S, punktéw wydobycia musi zosta¢ zatem
potaczony z jaka$ stacja dystrybucji o odcigtej wigkszej badz réwnej x + 1, co oznacza, ze w kazdym przyporzadkowaniu
przez odcinek [x,x+ 1] bedzie przechodzi¢ doktadnie P, — Sy gazociagéw. Zauwazmy, ze wlasnie pokazaliSmy, ze kazde
przyporzadkowanie na prostej wymaga takiej samej tacznej dlugosci gazociaggéw — jest ona réwna sumie wartosci P, — Sy
dla wszystkich odcinkéw [x,x+ 1]. Innymi stowy, kazde poprawne przyporzadkowanie na prostej jest optymalne!

0 1 2 1 2 1 0 1 0

L 4 @ © @ © © L 4 ©

Przyktadowe jednowymiarowe rozmieszczenie punktéw i stacji. Dla kazdego istotnego odcinka jednostkowego zaznaczony zostat
wspotczynnik Py — S,.

Rozwiazanie dla przypadku jednowymiarowego pozwala nam postawi¢ hipotezg, ze réwniez w przypadku
dwuwymiarowym kazde przyporzadkowanie charakteryzuje si¢ ta sama suma dlugosci wykorzystanych gazociagéw.
Okazuje sig, ze to stwierdzenie jest prawdziwe i na dodatek istnieje jego prosty i elegancki dowdd. Suma dlugosci
gazociagdw w dowolnym przyporzadkowaniu wyraza si¢ jako:

L=

M:
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1

gdzie T jest permutacja liczb od 1 do n, oznaczajaca konkretne przyporzadkowanie. Korzystajac z definicji d
oraz przemienno$ci sumy i réznicy mozemy wykonaé nastgpujace przeksztalcenia:
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Ostatnie wyrazenie pokazuje, ze warto§¢ L nie zalezy od przyporzadkowania, a jedynie od wspétrzednych punktéw
i stacji. Stad kazde przyporzadkowanie wymaga tej samej tacznej dtugosci gazociagéw, a zatem dowolne poprawne
przyporzadkowanie jest optymalne.

Rozwigzanie wzorcowe

Na podstawie uprzednio poczynionych spostrzezen doszliSmy do wniosku, ze w celu rozwiazania zadania wystarczy
znalez¢ dowolne poprawne przyporzadkowanie. Wykorzystamy do tego celu technike zamiatania ptaszczyzny prosta
pionowa (miottq). Na poczatku sortujemy wszystkie elementy (punkty i stacje) niemalejaco wzgledem ich odcigtych,
rozstrzygajac remisy na korzys¢ elementéw o wigkszej rzednej. Nastgpnie rozwazamy elementy w otrzymanej kolejnosci.

y
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Przyktadowe rozmieszczenie punktow i stacji na ptaszczyznie z zaznaczona kolejnoscia ich rozwazania.

Jezeli rozwazany element jest punktem wydobycia, to umieszczamy go w miotle, reprezentowanej przez strukture
danych, utrzymujaca punkty w porzadku niemalejacym rzgdnych. Z kolei przy napotkaniu stacji dystrybuciji,
przydzielamy jej punkt sposréd znajdujacych si¢ w miotle. Zauwazmy, ze dzigki odpowiedniemu kryterium wstgpnego
sortowania, kazdy punkt p znajdujacy sie w miotle moze zosta¢ polaczony z napotkana stacja s, jezeli tylko p, > s,
Udowodnimy, ze jezeli do potaczenia za kazdym razem wybierzemy punkt z miotty o najmniejszej rzednej nie mniejszej
niz sy, to na kofcu otrzymamy poprawne przyporzadkowanie (przypomnijmy, ze w zadaniu mamy zagwarantowane
istnienie przynajmniej jednego poprawnego przyporzadkowania).

Zastanowmy sig, dlaczego postgpowanie wedlug takiego zachtannego kryterium daje poprawny wynik. Wystarczy
pokazac, ze zawsze istnieje poprawne przyporzadkowanie, w ktérym pierwsza rozwazang stacjg¢ s potaczymy z najnizej
potozonym punktem miotty p, dla ktérego py > s, — jezeli to jest prawda, to podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢
dla kolejno rozwazanych stacji. Niech R bedzie poprawnym przyporzadkowaniem, w ktérym stacja s nie jest potaczona
z punktem p, lecz z innym punktem p’ i niech s’ bedzie stacja, z ktdra jest potaczony punkt p. Z warunkéw budowy
gazociagdéw wiemy, ze s; < py, Natomiast z faktu, ze algorytm zamiatania wybiera punkt p w sposéb zachtanny wynika,
ze py < p, (p' musiat znajdowaé si¢ w miotle wraz z p w momencie przydzielania punktu do stacji s, a nie zostat
wybrany). Razem nieréwnosci te daja zalezno$¢ s’y < p;.. Na podstawie kryterium wstgpnego sortowania elementéw
wiemy, ze s, > sy, z kolei ze sposobu prowadzenia gazociagéw wynika, ze s, > p’.. Laczac te nieréwnosci, otrzymujemy

= Py Skoro wiec sy < pl, oraz s\ > p;, to punkt p’ i stacje s’ mozna potaczy¢ gazociagiem. Elementy p oraz s
oczywiscie takze mozna potaczy¢. To pozwala nam wykona¢ w przyporzadkowaniu R odpowiednig zamiang¢ polaczen.

Zmiana potaczeri migdzy p, p/, sis'.

Otrzymujemy w ten sposéb poprawne rozwiazanie, w ktérym p i s sa potaczone, co koriczy dowdd poprawnosci algorytmu
zachtannego.

Ostatnig kwestia, jaka nalezy rozwazy¢, jest wybor struktury danych, reprezentujacej miotle. Wspétrzedne punktéw
mozemy przechowywaé w zwyklej tablicy i za kazdym razem wybieraé (w czasie liniowym wzgledem liczby punktéw
w miotle, a wigc pesymistycznie liniowym wzglgdem n) punkt spetniajacy kryterium zachtanne. Otrzymamy w ten sposéb
rozwiazanie o ztozonosci czasowej O(n?), zaimplementowane w pliku gazs0.c. Takie rozwiazanie uzyskiwato 40%
punktéw mozliwych do zdobycia za zadanie. Mozna takze sprobowaé wykorzysta¢ strukture w postaci zrownowazonego,
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binarnego drzewa poszukiwad, w ktérym w zlozonosci czasowej O(logn) mozna wyznaczy¢ dla danej wartosci
punkt o najmniejszej rzednej nie mniejszej od niej; dzigki temu zltozono$¢ czasowa catego rozwigzania wyniesie
O(nlogn). Programujac w C++, mozna siggnaé po STL-owy kontener set, w ktérym dysponujemy odpowiednia metoda
lower_bound () (implementacja rozwiazania z tg struktura znajduje si¢ w pliku gaz.cpp). Inng prosta w implementacji
struktura, ktéra mozna zastosowaé, jest statyczne drzewo licznikowe (skonstruowane na samym poczatku dla catego
zakresu rzednych). W strukturze tej w kazdym wezZle utrzymujemy liczbg punktéw zawartych w poddrzewie, ktérego
jest on korzeniem. Za pomoca jednego przejscia od korzenia drzewa do odpowiedniego liScia mozemy zaréwno wstawic
nowy punkt do struktury, jak i wykonaé zapytanie o punkt o najmniejszej rzgdnej nie mniejszej od zadanej. Na podstawie
ograniczen z zadania mozemy przyjaé, ze maksymalna mozliwa rzedna punktu jest rzedu O(n), co pozwala oszacowaé
ztozonos¢é czasowa kazdej z wyzej wymienionych operacji jako O(logn). Poniewaz drzewa licznikowe sg ogdlnie znane,
to doktadny opis budowy oraz implementacji operacji na tej wersji struktury miotty pozostawiamy Czytelnikowi jako
¢wiczenie. Implementacja rozwiazania z drzewem licznikowym znajduje si¢ w plikach gaz0.c i gazl.pas. Kazde
z rozwigzan wzorcowych ma ztozonos$é pamigciowa O(n).

Inne rozwigzania

Zauwazmy, ze polecenie z zadania mozna przeformulowal na poszukiwanie w grafie dwudzielnym (jedna grupa
wierzchotkéw sa punkty, druga stacje, a krawedZ istnieje wtedy, kiedy da si¢ poprowadzi¢ gazociag) najtariszego
doskonatego skojarzenia. Uzywajac najlepszego implementowalnego w praktyce algorytmu, rozwiazujacego ten problem
(np. metody wegierskiej lub Busackera-Gowena z wykorzystaniem algorytmu Dijkstry — patrz opis rozwigzania zadania
Szkoty z XIII Olimpiady Informatycznej), da si¢ skonstruowaé rozwiazanie o ztozonosci czasowej O(n?). Dzigki
spostrzezeniu, ze kazde przyporzadkowanie jest optymalne, mozna tez zamiast najtaiiszego szukac po prostu dowolnego
doskonatego skojarzenia w grafie. W pliku gazsl.c znajduje si¢ rozwiazanie tego problemu, wykorzystujace metode
Edmondsa-Karpa (ztozonosé czasowa O(n®)). Uzywajac szybszych metod, na przyktad algorytmu Hopcrofta-Karpa,
mozna by otrzymaé rozwiazanie o ztozonosci czasowej nawet O(n’+/n). Wida¢ jednak wyraznie, ze sprowadzajac
nasz problem do wyznaczania skojarzenia w grafie dwudzielnym nie mozemy osiagnaé zbyt efektywnych algorytméw,
jako ze samych krawedzi w tym grafie jest O(n?). Stwarza to takze problemy w zakresie ztozonosci pamigciowej:
przechowywanie wszystkich krawedzi w pamigci jest niemozliwe do zrealizowania dla duzych danych wejSciowych,
natomiast wyznaczanie krawedzi online jest z kolei czasochtonne. Rozwigzania tego typu nie uzyskiwaty zazwyczaj
wigcej niz 30% punktéw.

Najczestszy btad popetniany przez zawodnikéw polegal na zapomnieniu o konieczno$ci uzycia typéw catkowitych
64-bitowych przy wyznaczaniu sumy dlugosci gazociagédw w optymalnym przyporzadkowaniu, co powodowato utrate
20% punktow.

Testy

Zadanie bylo sprawdzane na 10 zestawach testow. WigkszoS¢ testow zostala wygenerowana w sposob losowy.
Dokladniejsza ich charakterystyke przedstawia ponizsza tabelka:

Nazwa n Opis
gazla.in 6 | test wygenerowany recznie

gazlb.in 50 | test wygenerowany recznie

gaz2a.in 100 | test losowy gesty

gaz2b.in 100 | test losowy rzadki

gaz3a.in 100 | test losowy gesty

gaz3b.in 100 | test losowy rzadki

gazda.in 1000 | test losowy gesty
gaz4b.in 1000 | test losowy rzadki
gazsa.in 30000 | test losowy gesty
gaz5b.in 30000 | test losowy rzadki
gazba.in 50000 | test losowy gesty
gazbb.in 50000 | test losowy rzadki
gaz7a.in | 40000 | test losowy gesty

gaz7b.in | 40000 | test losowy rzadki




Gazociggi

Nazwa n Opis

gaz8a.in | 40000 | test losowy gesty

gaz8b.in | 40000 | test losowy rzadki

gaz9a.in | 40000 | test z duzym wynikiem

gaz9b.in 50000 | test losowy rzadki

gazlOa.in | 50000 | test z duzym wynikiem

gazl0b.in | 50000 | test losowy rzadki

gazlOc.in | 50000 | wszystkie punkty leza na jednej prostej i sa posortowane

W testach gestych wszystkie punkty i stacje znajduja si¢ w jednym nieduzym kwadracie, natomiast w testach rzadkich
sa one rozmieszczone na duzo wigkszym obszarze.

113






Jakub Radoszewski Marcin Pilipczuk, Jakub Radoszewski Marcin Pilipczuk

Tres¢ zadania Opracowanie Program

Ol, Etap I, dzien pierwszy, 28.03.2007

Odwazniki

Bajtocki Instytut Fizyki DosSwiadczalnej przy przeprowadzce do nowego budynku napotkal na nie lada problem logistyczny
— klopotliwe okazalo sie przeniesienie bogatej kolekcji precyzyjnych odwaznikow.

Instytut ma do dyspozycji pewng liczbe kontenerow, kazdy o ograniczonej wytrzymalo$ci. Nalezy pomiesci¢ w nich jak
najwiecej odwaznikéw, gdyz pozostale, niestety, bedzie trzeba wyrzucié. Do kaZdego z konteneréw mozna wiozyé dowolnie
wiele odwaznikow, ale nie wolno przekroczyé przy tym jego wytrzymatodci. Kontener moze réwniez pozostac pusty.

Dowolne dwa odwazniki w Instytucie majg ciekawq wiasno$é: masa jednego z nich jest zawsze wielokrotno$cig masy
drugiego z nich. W szczegdélnos$ci, oba odwazniki mogg mieé¢ réwne masy.

Zadanie

Napisz program, ktory:
e wczyta ze standardowego wejscia wytrzymatosci konteneréw i masy odwaznikow,
o wyznaczy maksymalng liczbe odwaznikow, jakie mozna pomiesci¢é w kontenerach,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

W pierwszym wierszu wejécia znajdujg sie dwie liczby calkowite n oraz m (1 < n,m < 100 000 ), oddzielone pojedynczym
odstepem 1 oznaczajgce odpowiednio: liczbe kontenerow i liczbe odwaznikéow. Drugi wiersz wejScia zawiera n liczb
calkowitych w; (1 < w; < 1000000000 dla 1 < i < n), pooddzielanych pojedynczymi odstepami i oznaczajgcych
wytrzymalosci konteneréw, wyrazone w miligramach. W trzecim wierszu wejscia znajduje sie m liczb calkowitych m;
(1 <mj < 1000000000 dla 1 <j<m), pooddzielanych pojedynczymi odstepami i oznaczajgcych masy odwaznikow,
rowniez wyrazone w miligramach.

Wyjscie

Pierwszy i jedyny wierszy wyjscia powinien zawieraé jedng liczbe catkowitq — najwiekszq liczbe odwaznikow, jakie mozna
porozmieszczaé w kontenerach bez przekroczenia ich wytrzymatosci.

Przyklad

Dla danych wejsciowych:

2 4

13 9

4 12 2 4

poprawnym wynikiem jest:

3

W kontenerach mozna umiesci¢ dowolne trzy z czterech odwaznikow, ale nie mozna umiesci¢ wszystkich odwaznikow.

Rozwigzanie

Wprowadzenie

Odwazniki z Bajtockiego Instytutu Fizyki Do§wiadczalnej spetniaja nastgpujaca zaleznos$é: gdy wezmiemy dowolne dwa
z nich, to zawsze masa jednego z nich bedzie catkowitq wielokrotnosciq masy drugiego. Ta prosta wlasno§¢ ma powazne
konsekwencje — sprébujmy je odkry¢.

Uporzadkujmy wszystkie odwazniki wedtug mas w kolejnosSci niemalejacej: m; < mp < --- < my,. Wowcezas dla
dowolnych dwéch sasiednich odwaznikéw zachodzi:

k,’-mizm,'+1, i= 1,2,...,1/11—17
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gdzie k; jest liczba naturalna. Stad
m; = mj1 albo 2~m,~ < mjy1.

To oznacza, ze jeSli w ciaggu mamy k réznych odwaznikéw m;, <m;, < ... <m;, to
i—1
2/ smy, < mijv

dla j=1,2,...,k. Poniewaz z ograniczen zadania wiemy, ze masy wszystkich odwaznikoéw mieszcza si¢ w przedziale
[1,10%], wigc:
I <m; oraz k=1 cmy; <y, < 10°.

Poniewaz 230 = 1073741824 > 10° > 536870912 = 2%, wigc nawet przyjmujac minimalna mase pierwszego odwaznika

m;, = 1, mamy k < 30, co po prostu oznacza, ze moze by¢ co najwyzej 30 r6znych odwaznik6w!
Oznaczmy przez M < --- < My posortowane rosnaco wszystkie rézne masy odwaznikéw, a przez ay, ..., a; — liczby
odwaznikéw o kolejnych masach. Aby wyznaczy¢ wartosci M; oraz a;, wystarczy posortowac zadany ciag my,...,my,

499

i,zliczy¢”, ile razy wystepuja w nim poszczegélne wartosci. Jezeli zastosujemy dobry, szybki algorytm sortowania,
na przyktad sortowanie przez scalanie, to wykonamy te obliczenia w ztozonosci czasowej O(mlogm).

Istnieje jednak bardziej pomystowy i efektywniejszy sposéb. Wyznaczmy przedzialy (kubetki) ograniczone kolejnymi
potegami dwdéjki: [2/,2/7! —1]dla j =0,1,...,29. Zauwazmy, ze dwie liczby M;, M;, | nie moga naleze¢ do tego samego
przedziatu, bo jesli 20 < M; <2t toM i1 =2-M =2 27, Wystarczy zatem podzieli¢ odwazniki na kubetki, a nastgpnie
wyznaczy¢ mase i liczbe odwaznikéw z kazdego kubelka. Zaktadajac, ze z jest najwigksza masa odwaznika, mamy logz
kubetkéw (wiemy, ze logz < 30, ale by¢ moze jest to warto$¢ jeszcze mniejsza, jesli na przyklad maksymalna masa
odwaznika jest istotnie mniejsza od zadanego ograniczenia). Przydzial odwaznika do kubetka mozemy zatem wykonac za
pomoca wyszukiwania binarnego w czasie O(loglogz). Przejrzenie kubetk6w i zliczenie zawartych w nich odwaznikéw
wymaga czasu O(logz+ m). Ze wzglgdu na mniejsze znaczenie, sktadnik O(logz + m) mozemy pominaé — widzimy
wigc, ze wartosci M; oraz a; umiemy wyznaczy¢ w czasie O(mloglogz).

Przedstawiony algorytm jest ciekawy wylacznie z teoretycznego punktu widzenia, poniewaz w praktyce sortowanie
przez scalanie dziata podobnie szybko.

Wiedzac, z jakimi odwaznikami mamy do czynienia, ich optymalne przyporzadkowanie do konteneréw mozemy
wyznaczy¢ na dwa istotnie rézne sposoby.

Rozwigzanie wzorcowe — wersja pierwsza

W dalszej czesci przez rozwigzanie bgdziemy rozumie¢ dowolne poprawne przyporzadkowanie odwaznikow do kontene-
réw, natomiast przez rozwiqzanie optymalne — dowolne rozwiazanie, w ktérym liczba zapakowanych odwaznikéw jest
maksymalna.

Pierwsze spostrzezenie przypomina nam, ze interesuje nas tylko liczba zapakowanych odwaznikéw, a nie ich
sumaryczna masa:

Twierdzenie 1 Jesli w rozwiqzaniu optymalnym pakujemy do kontenerow K odwaznikéw, to istnieje rozwiqzanie
optymalne, w ktorym pakujemy do konteneréw K najlZejszych odwaznikow.

Dowdd Rozwazmy dowolne rozwiazanie optymalne, w ktérym uzyliSmy odwaznikow m;, < myj, < --- < mjy, a pozostate
odwazniki to mj, <mj, <--- < mj,, gdzie L = m — ig. Zauwazmy, ze podmieniajac w rozwigzaniu dowolny odwaznik
na lzejszy, nie zmieniamy poprawno$ci rozwiazania (nie przecigzamy kontenera) ani jego optymalnosci (nie zmieniamy
liczby odwaznikéw) — dopoki wiec m;, > m;j,, to mozemy podmienia¢ te dwa odwazniki (po kazdej takiej podmianie
moze zajS¢ potrzeba ponownego posortowania ciagéw). Gdy dojdziemy do m;, < mj,, wiemy, ze mamy rozwiazanie
optymalne zlozone z odwaznikéw o najmniejszych masach. |

Warto$¢ K wyznaczymy metodg préb. Wiemy, ze rozwigzaniem jest liczba z przedziatu [0,m]. Bedziemy
przeszukiwaé ten przedziat binarnie, testujac kolejne, potencjalne wartosci K:

e dla ustalonej warto$ci K wybierzemy zestaw K najlzejszych odwaznikéw i sprawdZmy, czy da si¢ je zapakowac do
kontenerow;

e jesli tak, to sprébujemy zwigkszy¢ liczbe K;
e jesli nie, to zmniejszamy liczbg K.

Postepujac zgodnie z tym schematem, po O(logm) testach znajdziemy optymalng warto$é K. Pozostaje tylko opisaé
sposéb sprawdzenia, czy K okre§lonych odwaznikéw mozna zapakowac¢ do kontenerow. Okazuje sig, Ze problem ten
mozna rozwigza¢ metoda zachtanng. Dla zestawu odwaznikow m; < mp < --- < mg wystarczy:

e rozwazaé odwazniki w kolejnoSci od najcigzszych do najlzejszych: mg,mg_1,...,my,
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e kazdorazowo umieszczac rozwazany odwaznik w dowolnym kontenerze, w ktorym sig on jeszcze zmiesci.
W dowodzie poprawnosci takiego rozwiazania kluczowe jest nastgpujace spostrzezenie.

Twierdzenie 2 Rozwazmy rozwiqzanie R, w ktérym najciezszy odwaznik x ma mase mg i znajduje sie w j-tym kontenerze.
Wowezas dla dowolnego t € {1,...,n}, jezeli mx < wy (czyli odwaznik x miesci si¢ w pustym, t-tym kontenerze), to R
mozemy przeksztatci¢ w rozwiqzanie R,, w ktorym odwaznik x znajdzie sie w t-tym kontenerze.

Dowéd Jezeli taczna masa odwaznikdw, jakie w rozwiazaniu R zostaly umieszczone w f-tym kontenerze, jest nie
wigksza od mg, to zamieniajac miejscami te odwazniki z odwaznikiem x otrzymujemy szukane rozwiazanie R;. Jezeli
w rozwigzaniu R laczna masa odwaznikow w kontenerze z-tym jest wigksza niz mg, to pokazemy, ze mozna sposrod
nich wybra¢ taki zestaw, ktérego taczna masa jest réwna doktadnie mg. Wowczas zamieniajac miejscami odwaznik x
i wybrany zestaw, takze otrzymamy szukane rozwiazanie R;.

Rozwazmy wigc kontener, w ktérym taczna masa odwaznikéw przekracza mg. Dla wygody oznaczmy masy
tych odwaznikéw my > mjy > --- > m;. Wybierzmy zestaw odwaznikéw m/,mj, - ,m';, dobierajac kolejne elementy
od najcigzszych do najlzejszych, tak dlugo, jak dlugo masa zestawu nie przekracza mg, tzn.

m’1+~~~—|—m/j<mK<m/1—|—~~+m'j+1.

Okazuje sig, ze w ten sposéb zawsze otrzymamy zestaw o masie réwnej doktadnie mg! Uzasadnimy ten fakt, pokazujac
przez indukcjg, ze w kazdym kroku konstrukcji zestawu masa kazdego z pozostatych odwaznikéw dzieli mase, jakiej
brakuje juz utworzonemu zestawowi do mg, tzn.

m, | mg—(my+-+m), (1)

dla 0 < i< joraz kazdego k =i+ 1,i+2,...,s. Z wlasnoSci tej wynika, ze do zestawu zawsze bierzemy odwaznik
0 masie nie wigkszej niz réznica mg 1 masy zestawu. Stad mamy pewnos¢, ze w j-tym kroku masa konstruowanego
zestawu osiagnie doktadnie mg.

PrzejdZmy do zapowiedzianego dowodu indukcyjnego wtasnosci (1).

Baza indukcji. Dla pustego zestawu pozostata do uzupetnienia masa wynosi mg. Dla kazdego z dostgpnych odwaznikéw
m), < mg oraz (co wynika ze specyficznych wiasciwosci zestawu odwaznik6w) m), | mg.

Krok indukcyjny. Zatézmy, ze wybraliSmy juz odwazniki m| > mbh > --- > m,

P A ) L b= T
y = mg — (m} +mj +--- 4+ m}) miligraméw. Zauwazmy, ze m;_ | y, poniewaz:

i pozostalo nam do wypelnienia

e z zalozenia indukcyjnego m; | mg — (mj +mh +---+m;_;) = y+mj, czyli takze m] | y;

. L, p L,
o wiemy takze, ze m;, | mj, a wigc m;, | | y.
Zauwazmy wreszcie, ze dla kazdego [ > i+ 1 zachodzi m) | m], |, a zatem m; | y, co koficzy dowéd.

Korzystajac z udowodnionego twierdzenia, mozemy wykaza¢ poprawnos$¢ algorytmu zachtannego przydzialu
odwaznikow do konteneréw. Przypomnijmy, ze mamy K najlzejszych odwaznikéw mj,mo, ... ,mg i sprawdzamy, czy
zmieszcza si¢ one w kontenerach, przydzielajac je zgodnie z zasada:

e rozwazamy odwazniki w kolejnosci od najcigzszych do najlzejszych: mg,mg_1,...,my,my;
e kazdorazowo umieszczamy rozwazany odwaznik w dowolnym kontenerze, w ktorym sig on jeszcze zmiesci.

Jesli istnieje upakowanie R tych odwaznikéw do konteneréw, to mozemy je podmieni¢ na dowolne rozwigzanie, w ktérym
najcigzszy odwaznik jest w dowolnym kontenerze, w ktérym si¢ miesci — wybierzmy kontener ¢, do ktérego przydzieli
go algorytm zachtanny. Teraz mozemy zmodyfikowaé problem, zmniejszajac wytrzymatos$¢ kontenera # o mase mg oraz
usuwajac odwaznik mg z zestawu. Ze zredukowanym problemem postgpujemy analogicznie — odwaznik o najwigkszej
masie mg_1, ktéry gdzie§ w rozwiazaniu R zostal przydzielony, przesuwamy do kontenera wybranego w rozwiazaniu
zachtannym. Kontynuujac te przebudowe wyjsciowego rozwiazania, dochodzimy do wniosku, ze jesli istnieje rozwiqzanie
dla rozwazanych odwaznikow, to istnieje dla nich rozwiqzanie zachtanne. Wniosek przeciwny: jesli nie istnieje
rozwiqzanie, to nie istnieje takze rozwiqzanie zachtanne, jest oczywisty.

Przekonawszy si¢ o poprawnosci przedstawionego algorytmu, mozemy zastanowié si¢ nad jego efektywna
implementacja. Przede wszystkim zauwazmy, ze zamiast zastanawiaé si¢ nad wyborem i umieszcza¢ dany odwaznik
w dowolnym kontenerze, mozemy go wlozy¢é w szczegdlnosci do kontenera o najwigkszej wytrzymatosci. Potrzebujemy
wigc struktury danych do przechowywania konteneréw, dla ktérej bedziemy w stanie wykonywacé operacje:

e pobranie kontenera o najwigkszej wytrzymatosci,
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e wstawienie kontenera (o zmodyfikowanej wytrzymatosci).

Do tego celu wygodnie jest uzy¢ kolejke priorytetowa, czyli na przyktad kopiec binarny (opis mozna znalezé w [19]),
ktéry pozwala kazda z powyzszych operacji wykona¢ w ztozonosci czasowej O(logn).
Mozemy juz zaprezentowaé kompletny algorytm:

1: Posortuj(my,my,...,my);

2: Wyznacz(M;,a;);

3: { Wyszukiwanie binarne wartosci K. }
4: d:=0; g:=m;

5. while d < g do

6: begin

7 K= |45

8. if Zapakuj(K) then d :=K;
9: else g:=K—1;

10: end

11: return d;

1: function Zapakuj(K);

2: begin

3:  { Prébujemy zapakowaé K najlzejszych odwaznikéw. }
4:  S:=Kopiec(wi,...,wy);

5. for i:=K downto 1 do

6:  begin

7 t :=WeZ_Najwigkszy(S);
8: if w, <m; then

9: return false;

10: Wstaw(S,t,w; —m;);

11:  end

12:  return true;

13: end

ZYozonos¢. Przyjrzyjmy si¢ jeszcze ztozonoSci czasowej powyzszego algorytmu. Kazde wywotanie funkcji Zapakuj
jest wykonywane w zltozonosSci czasowej O(n) (koszt konstrukcji n-elementowego kopca binarnego) plus O(mlogn)
(K < m operacji wstawiania/usuwania na kopcu n-elementowym). Funkcje Zapakuj wywotujemy O(logm) razy z racji
binarnego wyszukiwania wartosci K w przedziale [0,m]. Caly algorytm ma zatem ztozono$¢ O((n + mlogn)logm),
niezaleznie od tego, na ile efektywna metode wstgpnego sortowania odwaznikéw wybierzemy. Algorytm ten zostat
zaimplementowany w plikach odw3.cpp, odw8.pas (wlasna implementacja kopca) oraz odw2.cpp (kopiec z biblioteki
STL).

Dalsze usprawnienia

Ponizej przedstawimy, jak zrealizowal efektywniej zaprezentowane rozwigzanie. Uzyskana poprawa czasu dziatania
jest jednak praktycznie ,,niemierzalna”, wigc na zawodach obie wersje rozwigzania uzyskiwaty taka sama oceng —
maksymalng. Opisane w niniejszej sekcji usprawnienia sa wigc gtéwnie interesujace z teoretycznego punktu widzenia
i mozna je potraktowaé jako ciekawostke.

Na poczatek skoncentrujmy si¢ na ulepszeniu implementacji funkcji Zapakuj. Zauwazmy, ze w skonstruowanym
algorytmie w zadnym miejscu nie skorzystaliSmy z faktu, ze liczba réznych mas odwaznikéw jest bardzo mata, rzgdu
O(logz) (przypomnijmy, ze przez z oznaczyliSmy maksymalng masg¢ odwaznika My). Sprébujmy zastapic¢ kopiec bardziej
efektywna w tym przypadku struktura. Dla kazdej warto$ci M; (i € {1,...,k}) utwérzmy liste L; tych konteneréw, ktérych
wytrzymatosci sq zawarte w przedziale [M;, M+ — 1] (dla wygody przyjmujemy, ze My = oo). Bedziemy teraz rozwazaé
odwazniki w kolejnosci niemalejacych mas My, ..., M. Dla kazdego M; wykonujemy nastgpujace czynnosci:

1. jezeli Li1 # 0, to scalamy listy L; oraz L;y1;
2. dla kazdego sposrdd a; odwaznikéw o masie M;:

(a) bierzemy dowolny kontener w; € L; — jezeli takiego kontenera nie ma, to koriczymy dziatanie z informacja,
7e odwaznikéw nie da si¢ zapakowac;

(b) w przeciwnym razie wstawiamy odwaznik do kontenera w; oraz
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(c) zmieniamy wytrzymato$¢ kontenera na w; — M, i umieszczamy go na wiaSciwej liscie (liste odnajdujemy,
na przyktad, za pomoca wyszukiwania binarnego).

Zauwazmy, ze w tym algorytmie wykorzystujemy fakt, ze odwaznik mozemy umiesci¢ w dowolnym dostatecznie
wytrzymatym kontenerze, a niekoniecznie tylko w najbardziej wytrzymatym.

Przeanalizujmy koszty czasowe poszczegdlnych krokow opisanego algorytmu. Znalezienie za pomocg wyszukiwania
binarnego listy, na ktérej powinien zosta¢ umieszczony rozwazany kontener, to O(loglogz), gdyz liczba list jest rzedu
O(logz). Poczatkowe rozmieszczenie konteneréw na listach mozna wigc wykonaé w ztozonosci czasowej O(nloglogz),
wykorzystujac wielokrotnie wyszukiwanie binarne. Potaczenie list w punkcie 1. mozna wykonaé w czasie statym,
a w ciagu calego algorytmu takich potaczen wykonamy najwyzej logz, stad sumaryczny czas tego kroku to O(logz).
Operacje opisane w punktach 2a-2c wykonujemy dla kazdego odwaznika, czyli tacznie K < m razy, przy czym operacje
opisane w punktach 2a oraz 2b maja ztozonos¢ czasowa O(1), a operacja z punktu 2¢ ma ztozono$¢ O(loglogz). Razem
daje to ztozonosé O(m(1+loglogz)). Cata funkcja Zapakuj ma wigc ztozono$¢ réwng O((n+ m)loglogz). Ulepszenie
wydaje si¢ by¢ nikle, ale pozbyliSmy si¢ z rozwiazania kopca, ktéry moze nie by¢ wszystkim znany. Rozwigzanie
wykorzystujace zmodyfikowang wersje funkcji Zapakuj zostalo zaimplementowane w plikach odw4 . cpp oraz odw9.pas.

Dalsze usprawnienia mozemy uzyskaé, zamieniajac binarne wyszukiwanie wartosci K na wyszukiwanie liniowe!
Moze si¢ to wydawac w pierwszej chwili dziwne, gdyz zamiana logm testow na m testow nie wydaje si¢ by¢ dobrym
pomystem na poprawe efektywnosci. Oszczgdno$¢ jednak wyniknie z mozliwoSci bazowania na rozmieszczeniu
odwaznikéw z poprzedniego testu przy konstrukcji rozmieszczenia w kolejnym tescie. Aby zauwazy¢ zaleznos$¢ pomiedzy
takimi rozmieszczeniami, zalézmy, ze mamy posortowane odwazniki m,,, > m,,—1 > --- > m i rozpocznijmy od testu dla
K = m. Wéwczas mozliwe sa dwie sytuacje.

e Udaje si¢ nam zapakowac¢ wszystkie odwazniki i mozemy stwierdzi¢, ze wynikiem jest K = m.

e Pakujemy odwazniki my,,m,,_1,...,m;11, a dla m; nie ma juz miejsca. Woéwczas przechodzimy do testu dla
K=m-1.

Istota ulepszenia jest takie przejScie do testu dla K = m — 1, przy ktérym korzystamy z upakowania odwaznikéw dla
K = m — robimy to nastgpujaco:

e usuwamy odwaznik m,, z kontenera;

e odwazniki my,_1,...,m;y1 pozostawiamy na dotychczasowych miejscach;
e odwaznik m; umieszczamy w kontenerze, w ktérym poprzednio byt m,,;

e kontynuujemy rozmieszczanie kolejnych odwaznikéw: m;_q,m;_»,....

W ten sposob, kosztem modyfikacji wytrzymatosci jednego kontenera przechodzimy od jednego testowanego
rozmieszczania do kolejnego. Przypomnijmy, ze w poprzednim rozwiazaniu konieczne bylo rozmieszczenie wszystkich
odwaznikow od poczatku. Pseudokod ostatecznej wersji rozwiazania, w ktérej zastosowaliSmy oba ulepszenia,
prezentujemy ponizej. Zaktadamy przy tym dla uproszczenia, ze najciezszy odwaznik miedci si¢ w jakim§ kontenerze
(wszystkie odwazniki niemieszczace si¢ w zadnym kontenerze mozemy odrzuci¢ na samym poczatku).

1: Posortuj(m;);

2: Wyznacz(M;,a;);

3. for i:=1 to m do umieszczonyli] := nigdzie;
4: K:=m; { Parametr, ktéry bgdziemy zmniejsza¢ przy kolejnych porazkach. }
5. for i:=m downto 1 do
6: begin

7 if Da_Sie_Umiesci¢(m;) then

8 t :=WeZ_Kontener_Nie_Mniejszy_Od(m;);

9:  else
10:  begin
11: t := umieszczony[K];
12; umieszczony|K] := nigdzie;
13: Wy = Wy +mg;
14: K:=K-1;
15:  end

16:  umieszczonyli] :=1;
7wy =wy—my;

18: end

19: return K;
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Doktadna implementacja algorytmu zalezy od wyboru struktury, w ktérej bedziemy przechowywaé kontenery.
Zastosujemy do tego celu opisane wczesniej ,.kubetki” — tablice logz list konteneréw o wytrzymalosciach z przedziatu
[M;,M;; — 1]. Inicjalizacja struktury wymaga czasu O(nloglogz), a kazda z instrukcji dostgpu do kontenera
(wyszukanie, wstawienie i usunigcie odwaznika) jest wykonywana w ztozonos$ci O(loglogz). Daje to taczna ztozono$é
czasowg rozwiazania O((n+m)loglogz) w przypadku zastosowania efektywnego algorytmu wstgpnego sortowania mas
odwaznikéw. Szacowanie ztozono$ci jest w tym przypadku nieco sztuczne, gdyz samo wczytanie wejScia wymaga
wykonania okoto (n + m)logz operacji (wszak wejscie jest w praktyce wczytywane znak po znaku, a dtugo$¢ zapisu
dziesigtnego liczby naturalnej z to |log;qz]!). Implementacje tego rozwiazania znajdujg si¢ w plikach odw5.cpp oraz
odwl0.pas.

Rozwigzanie wzorcowe — wersja druga

W pierwszej wersji rozwiazania wzorcowego odwazniki umieszczaliSmy w kontenerach w kolejnosci od najcigzszych
do najlzejszych.  Okazuje sig, ze mozna réwniez poszukiwaé rozwigzania, analizujac odwazniki poczawszy
od najlzejszych. Jednak w tym przypadku tak proste kryterium zachtanne, jak w pierwszej wersji rozwiazania, nie jest juz
poprawne. Umieszczajac za kazdym razem najlzejszy odwaznik w najmniej (lub najbardziej) wytrzymatym z pozostatych
konteneréw, nie otrzymamy poprawnego algorytmu (zachgcamy Czytelnika do znalezienia przyktadu, ktéry pozwala to
wykazaé). Musimy wigc zastosowac nieco subtelniejsza regute.

W dalszej czgsci dla uproszczenia przyjmiemy zalozenie, ze najlzejszy odwaznik w zestawie ma masg¢ 1 (M| = 1).
Zauwazmy, ze bez straty ogdélnosci mozemy przeksztalci¢ rozwazany przypadek w spelniajacy to ograniczenie. Jezeli
w danym zestawie mamy M; > 1, to mozemy zar6wno masy wszystkich odwaznikéw, jak i wytrzymatosci konteneréw
podzieli¢ (catkowitoliczbowo) przez M. Dzielenie w przypadku odwaznikéw bedzie doktadne (i tak masy wszystkich
odwaznikow sg podzielne przez M;). W przypadku kontenera, jezeli reszta z dzielenia jego wytrzymatosci przez M, jest
niezerowa, to i tak tej reszty nie datoby si¢ wykorzystaé przy pakowaniu, wigc mozemy o nig zmniejszy¢ kontener.

Przy zalozeniu, ze M| = 1, wprowadZmy nastgpujaca definicje.

Definicja 1 Rozktadem liczby naturalnej x przy ukladzie mas odwaznikéw My,..., My nazywamy taki ciag ry,..., 7y, 7€
0<ri< Mﬁi;' dlai=1,....k—1orazx=Y" ,rM;.

Przyklad 1 Przyjrzyjmy si¢ rozktadowi liczb z przyktadu w tresci zadania. Mamy tam do czynienia z ciagiem mas
M = (2,4,12), co po podzieleniu przez My = 2 daje M’ = (1,2,6). Wytrzymatosci konteneréw réwne 13 i 9 zostaja
przeksztatcone do wartosci 6 i 4. Rozktadami kilku przyktadowych liczb przy tym uktadzie odwaznikow sa:

e dla5ciag 1,2,0,
e dla7ciag 1,0,1,
e dla2lciagl,1,3.
|

Wprowadzone pojecie rozktadu jest analogiczne do zapisu liczby w okreslonym systemie pozycyjnym (np. binarnym,
dziesiatkowym), gdyz uktad Mj,...,M; jest uogdlnieniem uktadéw postaci b° b!,... b*~1 dla b > 2 catkowitego.
Analogicznie jak w przypadku uktadéw pozycyjnych, mozna pokazaé, ze dla liczby x istnieje doktadnie jeden rozktad. Co
wigcej, mozna go skonstruowac ,tradycyjnie”: pomniejszajac warto$¢ x o My az do momentu, kiedy x < My, nastgpnie
pomniejszajac warto$¢ x o My_; itd. Udowodnienie opisanych wtasnosci rozktadéw pozostawiamy Czytelnikowi jako
fatwe ¢wiczenie.

Podstawa drugiej wersji rozwiazania wzorcowego jest fakt, ze mozemy bez zmniejszenia wyniku zamienié
kazdy kontener na zestaw konteneréw o wytrzymatoSciach odpowiadajacych jego rozktadowi w uktadzie My,..., M.
Spostrzezenie to formalizujemy nastgpujaco:

Twierdzenie 3 Niech dany bedzie kontener o wytrzymatosci w, do ktorego zapakowalismy odwazniki o masach
< up < ... < ug. Niech dalej ry,...,r; bedzie rozktadem w. Wowczas te same odwazniki mozna zapakowaé
do zestawu kontenerow (r1 X My,...,rx X My), czyli ztoZonego z: r1 kontenerow o wytrzymatosci M, ..., ry kontenerow
o wytrzymatoSci M.

Dowéd Pokazemy, jak rozmiesci¢ odwazniki py, 1y, . . ., 4y W zestawie konteneréw (ry X My, ..., rx X My).
Rozdrobnieniem uktadu konteneréw R nazwiemy uktad konteneréw powstaly przez podzielenie niektérych
konteneréw z R na mniejsze. Sformutujmy dwa przydatne dalej spostrzezenia:

e Jesli zestaw odwaznikow da si¢ rozmieSci¢ w rozdrobnieniu uktadu konteneréw R, to da sie¢ takze rozmieScié
w uktadzie konteneréw R. Stad wynika, ze w trakcie rozmieszczania odwaznikéw w uktadzie konteneréw
(r1 Xx My,...,ry X M) mozemy rozdrabniaé ten uktad — jesli ostatecznie rozmieScimy w nim odwazniki, to daje
si¢ je takze rozmie$ci¢ w uktadzie poczatkowym.
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e Jesli ry,...,r; jest rozkladem liczby w w ukladzie My,...,M;, to Z{;ll ri-M; < M;. Te¢ zalezno$¢ mozna
wywnioskowa¢, na przyktad, z zachtannej metody konstrukcji rozktadu liczby wzgledem My, ..., M;.
Odwazniki begdziemy rozmieszcza¢ w kontenerach w kolejnosci od najcigzszego do najlzejszego: ug,ts—1,. .. 1.
W kazdym kroku bedziemy modyfikowaé poczatkowy zestaw konteneréw tak, by po umieszczeniu odwaznika g; o masie
M ; mie¢ zestaw pustych kontenerow (ry x My, ..., rj xM;j), gdzie ry,...,r; jest rozktadem w — (us+ - - - + u;) wzgledem
My,....M;.
Stan zerowy Na poczatku rzeczywiscie mamy uktad konteneréw (r; X My,...,ry X M), gdzie ri,...,ry jest rozktadem

w wzgledem My, ..., M.

Kolejny krok Niech M, bedzie masa kolejnego rozwazanego odwaznika p (t = s,5 — 1,...,1). Jesli £ < j, to
rozdrobnijmy wszystkie kontenery o wytrzymatoSci wigkszej niz M, na kontenery o wytrzymatosci M, —
uzyskujemy nowy zestaw konteneréw (r; X My,...,rp X My), gdzie — jak tatwo zauwazyé — ri,...,ry
jest rozktadem w — (us + ++- 4+ 1) wzglgdem M;...,M,. Poniewaz p, miesci si¢ w tym zestawie, wigc
M, < Zf,:l rp-M,. To z kolei oznacza, ze r; > 1, wigc w zestawie mamy kontener, w ktérym zmiesci sie y;.
Umieszczamy w nim ten odwaznik i usuwamy z zestawu zapelniony kontener (czyli zmniejszamy o jeden ry).

Przed przejsciem do rozwazania kolejnego odwaznika mamy wigc zachowany niezmiennik: zestaw pustych
konteneréw to uktad (r; x My...,rg x My), gdzie ry,...,r; jest rozktadem wzgledem M,...,M,; pozostalej
wytrzymatosci zestawu w — (g + -+ - gy ).

Stan koncowy Niezmiennik, ktéry zachowujemy w trakcie rozmieszczania odwaznikéw, gwarantuje, ze uda si¢ nam
umiesci¢ wszystkie odwazniki w rozdrobnieniu uktadu poczatkowego, a wigc mozna je takze umiesci¢ w uktadzie
poczatkowym, co nalezalo pokazac.

Na mocy pokazanego twierdzenia, zamiast rozwaza¢ pojemniki o wytrzymatosciach w;, mozemy dla kazdego
w; znalezé rozklad i rozwaza¢ problem upakowania odwaznikéw do konteneréw o wytrzymatos$ciach nalezacych
do zbioru {Mj,...,M;}. Wynikowy zestaw konteneréw moze by¢ teraz bardzo duzy, niemniej jednak rodzajow
konteneréw bedzie tylko O(logz). Okazuje sig, ze dla tak otrzymanego zestawu konteneréw poprawne jest rozwiazanie
zachtanne, w ktérym umieszczamy odwazniki w kolejno$ci od najlzejszych do najcigzszych, kazdorazowo wktadajac dany
odwaznik do kontenera o najmniejszej mozliwej wytrzymatosci. Po umieszczeniu odwaznika w kontenerze, mozemy —
na mocy Twierdzenia 3 — pozostata wytrzymatos$¢ kontenera roztozy¢ na kontenery o rozmiarach nalezacych do zbioru
{M,..., My}, dzigki czemu w zadnym momencie nie bedziemy operowaé na innych wytrzymato$ciach konteneréw niz
wymienione.

Zanim udowodnimy poprawnos$¢ tego rozwiazania, zapiszmy je w pseudokodzie:

Posortuj(m;);

Wyznacz(M;,a;);

{ Konstruujemy rozdrobnienie poczatkowego zestawu konteneréw }
{ na kontenery o wytrzymato$ciach My,...,My. }

for i:=1 to k do konteneryli] := 0,

for i:=1 to n do Rozléz(w;);

{ Rozmieszczamy odwazniki od najlzejszych do najcigzszych. }
przetworzone = 0;

for i:=1 to k do { Rozwazamy odwazniki o masie M;. }
10: for j:=1 to a; do

11:  begin

12: gdzie :=1;

13: while gdzie <k and kontenery[gdzie] =0 do

14: gdzie := gdzie+1;

15: if gdzie >k then

16: { Nie da si¢ umiesci¢ odwaznika — koniczymy. }
17: return przetworzone,

18: else

19: przetworzone := przetworzone + 1;

20: kontenery|gdzie] := kontenery|[gdzie] — 1;

21: Roz16z(Mgyzie — M;);

22 end

23: { Wszystkie odwazniki udato si¢ rozmiescié. }

24: return m;
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25:

26: procedure Rozt6z(x);

27: begin

28:  { Rozktad wykonujemy za pomoca algorytmu zachtannego. }
29:  for i:=k downto 1 do

30:  begin

31: konteneryli] := kontenery|i] + | x/M; |;
32: x:=x—M;-|x/M;];

33:  end

34: end

Ztozonosé. Rozktad w; mozemy znalezé w zlozonosci czasowej O(logz) za pomoca opisanego powyzej algorytmu
zachtannego, co daje koszt rozdrobnienia konteneréw réwny O(nlogz). Ztozonos$¢ czasowa gléwnej petli powyzszego
algorytmu to, jak tatwo widaé, O(mlogz), gdyz dla kazdego odwaznika co najwyzej raz przegladamy liste wszystkich
wytrzymaloSci konteneréw oraz rozdrabniamy co najwyzej jeden kontener. Stad caly algorytm ma ztozonosé
O((n+m)logz), jezeli zatozyé, ze sortowanie odwaznikéw wykonujemy bardziej efektywna metoda. Algorytm jest
wigc podobnie efektywny jak pierwsze rozwigzanie wzorcowe.

Poprawnos$¢. Zastanéwmy si¢ na koniec nad poprawnoscia tego algorytmu. Z Twierdzenia 1 wynika, Ze mozemy
umieszczaé¢ odwazniki, poczawszy od najlzejszych. Pozostaje wyjasni¢, dlaczego mozemy rozwazany odwaznik
za kazdym razem umieszcza¢ w najmniejszym z pozostatych konteneréw.

Poréwnajmy w tym celu dziatanie naszego algorytmu A i pewnego algorytmu optymalnego O, ktéry takze przydziela
odwazniki do uktadu rozdrobnionych konteneréw. Oznaczmy przez x mas¢ najmniejszego odwaznika, ktory zostat réznie
rozmieszczony w tych dwéch rozwigzaniach. Powiedzmy, ze:

e w algorytmie A wlozyliSmy x do kontenera K7,
e w algorytmie O wlozyliSmy x do kontenera K5 (o wytrzymatosci wg, > w1 ; ponadto zachodzi wki | wg2).

Po umieszczeniu w kontenerze odwaznika x w algorytmie A rozktadamy kontener o wytrzymatosci wgi — x,
a w algorytmie O rozktadamy kontener o wytrzymatosci wgs — x = (wgo — wk1) + (wg1 —x). Poréwnajmy zestawy
konteneréw w obu rozwiazaniach po przeprowadzonej operacji.

e W algorytmie A mamy pusty caly kontener o wytrzymatosci wg» i kontenery Ly, ...,L, powstale z rozdrobnienia
kontenera o wytrzymatosci wg — x.

e W algorytmie O pozostal pusty kontener o wytrzymatosci wgj, a rozdrobniliSmy kontener o wytrzymatosci
(wk2 —wgk1) + (w1 — x). Poniewaz pierwszy sktadnik tej sumy jest podzielny przez w1, to oznacza, ze w wyniku
rozktadu dostali§my kontenery Ny,...,N oraz Ly,...,L,, gdzie kontenery z pierwszej grupy maja wytrzymatosci
podzielne przez wg1, a kontenery z drugiej grupy sa identyczne jak otrzymane z rozktadu K; w algorytmie A.

Przedstawione poréwnanie wykazuje, ze ukltad konteneréw w algorytmie optymalnym jest rozdrobnieniem ukladu
konteneréw z algorytmu A, stad kazde rozmieszczenie uzyskane za pomoca algorytmu optymalnego zostanie takze
znalezione za pomoca algorytmu A, co dowodzi optymalno$ci algorytmu A.

Implementacje przedstawionego w tym rozdziale rozwigzania wzorcowego znajduja si¢ w plikach odw.cpp
iodw7.pas.

Testy

Zadanie bylo sprawdzane na 10 zestawach testéw. W ponizszej tabelce n oznacza liczbg konteneréw, m to liczba
odwaznikéw, a K to liczba odwaznikéw rozmieszczonych w kontenerach w optymalnym rozwiazaniu.
W opisach testéw przyjeto nastgpujace nazewnictwo:

e fest poprawnosciowy: maly test, w ktérym do pewnego kontenera trzeba wlozy¢ zaréwno duze, jak i mate
odwazniki,

o test matych odwaznikow: maty test, w ktérym jest wigcej matych odwaznikdw; odwazniki trzeba dobrze rozdzieli¢
migdzy dwa kontenery, tak by zmieScity si¢ najci¢zsze z nich;

o test poteg dwdjki: duzy losowy test, w ktérym masy odwaznikéw sa potegami dwdjki;
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o fest grupowania: test losowy, w ktérym liczba konteneréw jest zblizona do potowy liczby odwaznikéw, a suma
wytrzymatoS$ci konteneréw jest réwna doktadnie sumie mas odwaznikéw; aby uzyskaé optymalne rozmieszczenie,
trzeba umieszczaé w kontenerach zaréwno mate, jak i duze odwazniki; w testach ,,grupowania 2”” masy odwaznikéw
sa potggami 2, natomiast w testach ,,grupowania 3-2” sg one elementami ciagu 1,3,6,18,36,...;

e fest catkowitego rozmieszczenia: duzy test losowy, w ktérym masy odwaznikéw sa potggami dwojki; w kontenerach
daje si¢ rozmiesci¢ wszystkie odwazniki;

o test jednostkowych mas: duzy test losowy, w ktérym polowa odwaznikéw ma masy 1, a masy pozostatych
sa potegami 2 (,,jednostkowe masy 2”) albo elementami ciagu 1,3,6,18,36,... (,jednostkowe masy 3-27);
w rozwiazaniu optymalnym do kazdego kontenera trzeba wtozy¢ odwaznik o masie réwnej 1.

Nazwa n m K Opis
odwla.in 3 9 8 | test poprawnosciowy
odwlb.in 4 6 5 | test poprawnosciowy
odwlc.in 5 4 0 | testz zerowym wynikiem
odwld.in 2 8 7 | test malych odwaznikow
odw2a.in 3 9 8 | test poprawnosciowy
odw2b.in 3 7 6 | test poprawnosciowy
odw2c.in 2 5 3 | test na przypadek brzegowy
odw2d.in 3 8 7 | test malych odwaznikow

odw3a.in 100000 | 100000 | 96636 | test poteg dwdjki

odw3b.in 50047 | 100000 | 99999 | test grupowania 3-2
odw4a.in 100000 | 100000 | 96663 | test poteg dwojki

odw4b.in 50117 | 100000 | 99999 | test grupowania 2

odw4c.in 50000 | 100000 | 100000 | testjednostkowych mas 3-2
odwSa.in 100000 | 100000 | 96634 | test poteg dwojki

odw5b.in 49843 | 100000 | 99999 | test grupowania 3-2
odwoba.in 100000 | 100000 | 96693 | test poteg dwdojki

odwb6b.in 49986 | 100000 | 99999 | test grupowania 2

odw7a.in 100000 | 100000 | 96699 | test poteg dwojki

odw7b.in 50064 | 100000 | 99999 | test grupowania 2

odw8a.in 100000 | 100000 | 96646 | test poteg dwdjki

odw8b.in 49982 | 100000 | 99999 | test grupowania 2

odw9a.in 100000 | 100000 | 96696 | test poteg dwojki

odw9b.in 50001 | 100000 | 99999 | test grupowania 3-2
odw9c.in 100000 | 100000 | 100000 | test catkowitego rozmieszczenia
odw9d.in 50000 | 100000 | 100000 | testjednostkowych mas 2
odwl0a.in | 100000 | 100000 | 96726 | test poteg dwdjki
odwl0b.in 50004 | 100000 | 99999 | test grupowania 3-2
odwlOc.in | 100000 | 100000 | 100000 | test catkowitego rozmieszczenia
odwlOd.in | 50000 | 100000 | 100000 | test jednostkowych mas 2

Rozwiazania zawodnikow o wyktadniczej ztozonoSci czasowej wzgledem n oraz m przechodzily pierwsze dwa testy.
Proste rozwiazania zachtanne z btgdnym kryterium (na przyktad rozwiazanie umieszczajace odwazniki od najlzejszych
w najmniejszych czy tez najwigkszych mozliwych kontenerach) nie przechodzity zadnych testéw. Wszystkie wersje
rozwiazania wzorcowego przechodzily wszystkie testy.
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Egzamin na prawo jazdy

Bajtocki egzamin na prawo jazdy odbywa sie na placu, na ktérym znajduje sie n prostych rownoleglych jednokierunkowych
ulic, skierowanych z potudnia na péinoc. Kazda z ulic ma dlugo$é¢ m metrow, wszystkie ulice zaczynajq sie i konczqg na tej
samej wysokosci. Sq one ponumerowane od 1 do n, w kolejnosci z zachodu na wschdd. Na placu znajduje sie tez p
prostopadiych do nich jednokierunkowych ulic, skierowanych ze wschodu na zachdd lub z zachodu na wschod i lgczacych
pewne sqsiednie ulice biegngce z poludnia na potnoc. Moze istnie¢ dowolnie wiele ulic biegngcych ze wschodu na zachdd
lub z zachodu na wschdd, tgczqcych dang pare sgsiednich ulic biegngcych z poludnia na pétnoc. MozZliwa jest teZ sytuacja,
w ktorej pewne dwie ulice, jedna biegngca ze wschodu na zachdd, a druga z zachodu na wschod, pokrywajq sie, tworzqc ulice
dwukierunkowgq.
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Przykladowy plac egzaminacyjny (n =4, m=3,p=75).

W trakcie egzaminu egzaminator wybiera ulice biegngcg z poludnia na péinoc, na poczgtku ktorej rozpocznie sie egzamin
oraz ulice (réwniez biegngcq z poludnia na péinoc), na koricu ktérej egzamin ma sie zakoriczyé. Zadaniem egzaminowanego
jest przejechaé — oczywiscie zgodnie z kierunkami ulic jednokierunkowych — z miejsca, gdzie egzamin sie zaczyna,
do miejsca, gdzie sie koriczy.

Zeby unikngé sytuacji, w ktdrej nie istnialaby droga z punktu poczgtkowego egzaminu do punktu koticowego,
egzaminatorzy zawsze jako ulice startowq wybierajg jedng z takich ulic, z ktérych poczqtku da sie dojechaé do kotica
dowolnej innej ulicy biegnacej z potudnia na pdinoc.

Praca egzaminatorow jest bardzo monotonna, gdyz ciggle rozpoczynajg egzaminy na poczgtku tych samych ulic. Dyrekcja
postanowila wybudowaé nowy plac, na podstawie istniejgcych juz plandw. Obliczono, Ze funduszy starczy na dodanie nie
wiecej iz k ulic biegngcych ze wschodu na zachéd lub z zachodu na wschod. Jednak nalezy tak dobraé te ulice, by przybylo
jak najwiecej potencjalnych punktéw poczgtkowych egzaminu (na istniejgcym planie mogq, ale nie muszq istnieé ulice bedace
punktami poczgtkowymi). Dobudowane ulice muszq laczyé pewne pary sgsiednich ulic biegngceych z poludnia na péinoc.

Zadanie
Napisz program, ktory:
e wczyta ze standardowego wejscia opis planu placu egzaminacyjnego oraz liczbe k,

o wyznaczy maksymalng liczbe potencjalnych punktow poczgtkowych egzaminu, jakie mogq sie pojawié po dodaniu
co najwyzej k ulic biegngcych ze wschodu na zachdéd lub z zachodu na wschdd,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

W pierwszym wierszu wejécia znajdujg sie cztery liczby calkowite n, m, p oraz k (2 <n < 100000, 1 < m,k < 100000,
0 < p < 100000), pooddzielane pojedynczymi odstepami i oznaczajgce odpowiednio: liczbe ulic biegngcych z poludnia
na potnoc, dlugosé kazdej z tych ulic, liczbe juz istniejgcych ulic biegngcych ze wschodu na zachod lub z zachodu na wschod
oraz maksymalng liczbe ulic, jakie mozna dobudowaé. Ulice biegngce z poludnia na pdlnoc sq ponumerowane od 1 do n,
w kolejnodci z zachodu na wschad.

Kolejnych p wierszy zawiera po trzy liczby calkowite n;, m; oraz d; (1 <m;j<n, 0 <m; <m, d; €{0,1}), pooddzielane
pojedynczymi odstepami i opisujgce i-tq ulice biegnagcq z zachodu na wschdd (dla d; = 0) badZ ze wschodu na zachdd (dla
di = 1). Ulica ta lgczy ulice biegngce z poludnia na péinoc o numerach n; i n; + 1 oraz lgczy sie z nimi w punktach
odleglych o m; metrow od ich poczgtkow.
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Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawieraé jedng liczbe catkowitq, réwng maksymalnej liczbie nowych punktow
poczgtkowych egzaminu, jakie mogq pojawic sie na placu po dobudowaniu co najwyzej k ulic biegngcych ze wschodu na zachdd
lub z zachodu na wschéd. Dobudowane ulice nie musza lgczyé sie z ulicami biegngcyms z poludnia na péinoc w punktach
oddalonych o calkowitg liczbe metrow od ich poczgtkow. Dobudowane ulice biegnagce ze wschodu na zachéd mogqg pokrywaé sie
z ulicami biegngcymi z zachodu na wschod i odwrotnie. W ten sposdb ulice jednokierunkowe zmieniajg sie w dwukierunkowe.

Przyktad

Dla danych wejsciowych:
352
0

w
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poprawnym wynikiem jest:
2

[ —

L- =L =
Nowymi punktami poczgtkowymi egzaminu mogq byé, na przyktad, poczqtki ulic nr 1 i 3.

Rozwigzanie

Rozwigzanie wzorcowe

Analiza problemu

Wprowadzmy kilka poje¢, ktére pozwola nam czytelniej zaprezentowaé rozwiazanie. Ulice prowadzace w kierunku
potudnie-péinoc bedziemy nadal nazywaé ulicami, natomiast ulice prowadzace z zachodu na wschéd i ze wschodu
na zachdéd nazwiemy odpowiednio #qcznikami wschodnimi oraz tqcznikami zachodnimi. Powiemy, ze tacznik jest na
wysokosci k, jesli taczy punkty dwu sasiednich ulic potozone k jednostek od poczatku obu ulic. Trasq nazwiemy
potaczenie poczatku pewnej ulicy i z kodicem pewnej ulicy j poprowadzone zgodnie z kierunkami ulic i tacznikéw.
Powiemy takze, ze ulica i-ta jest pofqczona z ulica j-ta, jesli istnieje trasa taczaca ulicg i-ta z ulica j-ta. W takiej sytuacji
bedziemy réwniez mowié, ze z ulicy i-tej mozna dojechac do ulicy j-tej.

Przystapmy teraz do opisu rozwiazania. Rozpoczniemy od kilku podstawowych spostrzezen, ktére pozwola nam
upro$ci¢ problem.

Po pierwsze zauwazmy, ze egzamin moze rozpoczynaé si¢ na poczatku ulicy o numerze i wtedy i tylko wtedy, gdy
jest ona potaczona z ulica pierwszg oraz z ulica n-ta. Jesli bowiem z ulicy i-tej (dlai € {1,...,n}) da si¢ dojechaé do ulicy
pierwszej, to przerywajac podr6z odpowiednio wcze$niej, mozemy zakonczy¢ ja na dowolnej sposréd ulic 1,2,....i—1;
podobnie wyglada sytuacja z ulicami i+ 1,...,n — 1,n, ktére napotykamy, jadac od ulicy i-tej do n-tej.

Drugie spostrzezenie pozwala nam upro$cié rozwazane trasy. Zauwazmy, ze jadac z ulicy i-tej do pierwszej, nie trzeba
wykorzystywac tacznikéw wschodnich. Gdyby egzaminowany przejechat takim lacznikiem, na przyktad poprowadzonym
pomigdzy ulicg j-taa (j+ 1)-sza na wysokoSci &, to i tak w pewnym momencie musiatby wrécié do ulicy j-tej. Co wigcej,
znalazlby si¢ wéwczas na wysokosci k' > k, czyli na pétnoc od punktu, w ktérym poprzednio opuscit ulice j-ta (gdyz nie
ma ulic prowadzacych z pétnocy na potudnie). To oznacza, ze mdgt przejecha¢ pomigdzy punktami o wysokosci k i K/
bezposrednio ulica j-ta, skracajac cala tras¢. Analogicznie rozumujac, mozna pokazaé, ze w drodze z ulicy i-tej do n-tej
egzaminowany nie musi wykorzystywaé zadnych tacznikéw zachodnich.

j—ta ulica

[ S S

Rys. 1:  Tlustracja spostrzezenia drugiego: na drodze z ulicy j-tej do pierwszej nie optaca si¢ skrecaé na wschod.
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Poczynione spostrzezenia pozwalaja nam podzieli¢ wyjsciowy problem na dwa symetryczne podproblemy. Dla ulicy
i (1 <i< n)wyznaczymy dwie wartoSci: [; oraz p;. Pierwsza z nich, to minimalna liczba tacznikéw zachodnich,
ktére trzeba dobudowaé, zeby potaczy¢ ulice i-ta z ulica pierwsza. Analogicznie p; definiujemy jako minimalng liczbe
lacznikéw wschodnich, ktérych dobudowanie pozwala przejechaé z ulicy i-tej do ulicy n-tej.

Pozostafimy jeszcze chwilg przy ulicy i-tej. Zauwazmy, ze dobudowujac /; tacznikéw zachodnich, dzigki ktérym
pojawia si¢ mozliwos$¢ dojechania z ulicy i-tej do pierwszej, tworzymy takze potaczenie kazdej sposréd ulic 1,...,i—1,i
z ulica pierwsza. Faktycznie, zaczynajac egzamin na poczatku dowolnej z tych ulic, mozna jechaé prosto na péinoc
az do momentu przecigcia trasy taczacej ulice i-ta z ulica pierwsza, i w tym wtasnie punkcie wilaczy¢ si¢ do nie;j.
Podobne spostrzezenie mozna takze poczyni¢ dla tras prowadzacych na wschod. Dalej zauwazmy, ze [} <L, < --- < [,
— jezeli dobudowanie /; (dla i € {2,...,n}) tacznikéw zachodnich wystarcza, aby dojechaé z ulicy i-tej do pierwszej,
to z pewnoscia tyle samo lacznikéw wystarczy, by dojechaé tam z ulicy (i — 1)-szej. Podobnie mozemy uzasadnié, ze
P1Z2p2=- 2 Pn

Ograniczenia zadania pozwalaja nam dobudowac jedynie k tacznikéw. Ustalmy, ze najwyzej L z nich to beda taczniki
zachodnie. Niech x bedzie najwigkszym numerem ulicy, dla ktérej I, < L — budujac co najwyzej I, < L tacznikow
zachodnich, mozna potaczy¢ ulice 1,...,x z ulica pierwsza. Co wigcej, nie istnieje sposéb, by dobudowujac tylko L
tacznikéw, stworzy¢ potaczenie ulicy (x+ 1)-szej (i kolejnych) z pierwsza! Po zbudowaniu I, tacznikéw zachodnich
mamy jeszcze do wykorzystania P = k — [, tacznikéw wschodnich. Zdefiniujmy dla P, analogicznie jak dla L, indeks
y € {1,...,n} jako najmniejszy indeks, dla ktérego p, < P. Po dobudowaniu wszystkich k tacznikéw taczacych ulice
X-ta z pierwsza oraz ulicg y-ta z n-ta, uzyskujemy mozliwos$¢ dojazdu do ulicy pierwszej z ulic 1,...,x oraz do ulicy n-tej
zulicy,...,n. To oznacza, ze z ulic y, ..., x (i tylko tych) da si¢ dojecha¢ zaréwno do ulicy pierwszej, jak i n-tej. Poczatki
tych ulic to wszystkie mozliwe punkty startowe egzaminu. Poniewaz naszym zadaniem jest wyznaczenie liczby nowych
punktéw startowych — takich, ktére powstaty dopiero po rozbudowie placu — zatem trzeba jeszcze rozpoznaé, ktére
sposréd znalezionych punktéw byty dobrymi punktami startowymi takze przed rozbudowa. Jest to jednak bardzo proste:
poczatek ulicy i-tej byl dobrym punktem startowym egzaminu przed rozbudowa wtedy i tylko wtedy, gdy /; = p; = 0.

Znamy juz ogdlna idee¢ rozwiazania. Teraz trzeba uzupetié¢ szczegdty — wyznaczy¢é wartosci I;, p;, L, P oraz
zwigzane z nimi indeksy x i y. Zajmijmy si¢ najpierw parametrami L i P. W ich przypadku nie bgdziemy stosowaé
zadnych wyszukanych metod — po prostu przetestujemy wszystkie mozliwe warto$ci parametru L od 1 do k. Zauwazmy,
ze majac wyznaczone wszystkie wartosci /y,...,1, oraz py,..., p,, indeks x mozemy odnalezé w czasie O(logn), stosujac
proste wyszukiwanie binarne warto$ci L w ciagu Iy, ..,[,. Warto$¢ I, pozwala nam okresli¢ warto$§¢ P = k — [, a kolejne
wyszukiwanie binarne w ciagu uporzadkowanym pj,...,p, pozwala odnalezé indeks y — takze w czasie O(logn).
Poniewaz L € {0,...,k}, to otrzymujemy ztozono$¢ czasows tej fazy O(klogn), czyli akceptowalng z punktu widzenia
ograniczen z zadania.

Zanim przejdziemy do wyznaczania wartosci /; oraz p;, przedstawimy dzialanie opisanego algorytmu na przyktadzie
z treSci zadania. Na rysunku 2 podane zostaty wartosci /; oraz p; dlai = 1,2,3,4.

!
3+ 1 2 3 4
27 -
1T =
OL —
I: 0 0 1
p: 1 0 0

Rys. 2:  Wartosci J; oraz p; dla przykladu z tresci zadania.
Przeanalizujmy wszystkie mozliwe wartosci parametru L i odpowiadajace im wartoSci parametréw P, x oraz y
(pamigtajac o tym, ze w przyktadzie k = 2):
o L =0,stad x =2, wigc [, =01idalej P=2—0=2oraz y = 1; to daje tacznie 2 mozliwe punkty startowe.
o L =1,stad x =3, wigc [, = 1idalej P=2—1=1 oraz y = 1; to daje tacznie 3 mozliwe punkty startowe.
o L =2 stad x =4, wigc [, =2 idalej P=2—2 =0 oraz y = 2; to znéw daje tacznie 3 mozliwe punkty startowe.

Poniewaz na poczatku mamy 1 punkt startowy (poczatek ulicy 2), to w najlepszym przypadku udaje si¢ nam utworzy¢ 2
nowe punkty startowe egzaminu. Przyktad optymalnego sposobu dobudowania tacznikéw dla przypadku L = P =1 jest
zilustrowany na rysunku w tresci zadania, natomiast dla przypadku L = 2, P = 0 — na rysunku 3.

Na koniec warto wspomniec, ze rozwazany etap rozwigzania mozna wykonac jeszcze szybciej — w czasie O(n+k).
Wystarczy zauwazy¢, ze w miarg wzrostu parametru L, indeks x nie moze male¢, gdyz ciag /; jest niemalejacy. Podobnie,
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Rys. 31 Przyktad optymalnej rozbudowy placu przez dobudowanie dwu facznikéw zachodnich (jeden z nich pokrywa si¢ z juz
istniejacym tacznikiem wschodnim).

W miarg zmniejszania si¢ wartoSci parametru P, indeks y nie moze maleé, gdyz ciag p; jest nierosnacy. Rozpoczynajac
obliczenia od L = 0, mozna poszukiwanie x rozpocza¢ od x = 1 i sprawdza¢ kolejne wartosci, dop6ki nie otrzymamy
Iy < L < li1. Znaleziona warto$¢ [, pozwala nam wyznaczyé P = k — [,. Przystgpujemy teraz do poszukiwania y —
zaczynamy od y = 1 i zwigkszamy te warto$¢, dopdki nie otrzymamy py_1 > P > p,. Dostajemy czwdrke parametrow:
L=0, P, xiy, dla ktérej wyznaczamy rozwiazanie. Przechodzac do L = 1, poszukiwanie x i y kontynuujemy
od poprzednich wartos$ci tych parametréw. Tak samo postgpujemy po kolejnych zwigkszeniach L. W ten sposéb w trakcie
dziatania algorytmu kazdy z parametréw x oraz y zostanie zwigkszony o jeden tacznie O(n) razy, co oznacza, ze omawiana
faza rozwiazania dziala w zapowiadanej zlozonosci czasowej O(k + n). Opisane usprawnienie, ze wzglgdu na czas
konieczny do wykonania pozostatych faz, nie powoduje niestety istotnego wzrostu efektywnos$ci rozwiazania.

Wyznaczanie [; oraz p;

Skupimy si¢ na ulicy i-tej i wyznaczeniu wartosci /;, dla pewnego 1 < i < n — obliczenie p; wykonamy analogicznie.
Zauwazmy, 7e optymalna trasa laczaca te ulice z ulica pierwsza zawiera doktadnie i — 1 facznikéw zachodnich. Jezeli
[; sposrod tych tacznikéw to nowo dobudowane, to i — 1 — /; tacznikéw musiato by¢ na placu przed rozbudowa. ,,Stare”
faczniki tworza swoisty ,.ciag niemalejacy”, ktéry formalnie nazwiemy ciggiem zachodnio-pétnocnym — jest to ciag
tacznikéw zachodnich uporzadkowanych tak, ze kazdy kolejny jest potozony na zachdéd od poprzedniego i na nie
mniejszej wysokosci niz poprzedni. Latwo spostrzec, ze dowolny ciag zachodnio-pdétnocny ztozony z ¢ tacznikéw mozna
rozbudowad, dodajac i — ¢ — 1 tacznikéw zachodnich, tworzac trasg z ulicy i-tej do pierwszej. Trase taka stworzymy
najmniejszym kosztem, jeSli rozbudujemy najdluzszy ciag zachodnio-péinocny, rozpoczynajacy sie od tej ulicy — /;
wynosi wéwczas i — ¢ — 1, gdzie ¢ jest dlugoscia tego ciagu.

A
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Rys. 4:  Ciag zachodnio-p6inocny. Na rysunku i = 6, liczba dobudowanych lacznikéw to /; = 2, a najdtuzszy ciag zachodnio-
pétnocny ma dtugosé i —I; +1 =3.

Pozostaje juz tylko wyznaczy¢ dlugosé najdluzszego ciagu zachodnio-péinocnego dla rozwazanej ulicy. Sprobujmy
przeksztatci¢ ten problem do poszukiwania najdtuzszego podciagu niemalejacego w ciagu liczbowym. Rozwazmy ciag
liczb, jaki otrzymamy, wypisujac wysokoSci wszystkich tacznikéw zachodnich, poczynajac od tacznikéw wychodzacych
z ulicy i-tej i poruszajac si¢ w kierunku zachodnim. Eaczniki wychodzace z tej samej ulicy wypisujemy w kolejnosci
malejacych wysokosci, czyli w kierunku z péinocy na potudnie. Rysunek 5 obrazuje ten sposéb konstrukceji ciagu dla
przyktadowego placu egzaminacyjnego.

Podciagi niemalejace skonstruowanego ciagu liczb odpowiadaja wzajemnie jednoznacznie ciaggom zachodnio-
péinocnym — kolejnym liczbom w podciagu odpowiadaja bowiem taczniki potozone na péinoc (gdyz podciag jest
niemalejacy) i Scisle na zachéd od poprzednich (ostra nieréwnos¢ uzyskujemy dzigki uporzadkowaniu tacznikéw
wychodzacych z tej samej ulicy w kolejnosci od péinocy na potudnie).

Istnieje wiele algorytméw wyznaczania dtugosci najdluzszego podciagu niemalejacego zadanego ciagu — dziataja
one w ogblnym przypadku w czasie O(nlogn) dla ciagu dtugosci n. Stad wyznaczanie tych wartosci dla kazdego indeksu
i € {1,...,n} osobno, skoriczyloby si¢ przekroczeniem dopuszczalnych limitéw czasu. Zauwazmy jednak, ze dowolny
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Rys. 5:  Ciagiem liczbowym, skonstruowanym dla powyzszego przyktadu placu egzaminacyjnego (i = 4) jest: 2,1,3,2,0,1.

podciag niemalejacy danego ciagu jest podciagiem nierosnacym ciagu odwréconego. To z pozoru banalne spostrzezenie
pozwala efektywnie rozwiaza¢ problem:

e dla kolejnych wartosci indeksu i = 1,2,...,n mozemy stopniowo przedtuzaé ciag, dotaczajac do niego taczniki
zachodnie wychodzace z ulicy i-tej oraz

e mozemy dynamicznie aktualizowa¢ dtugo$¢ najdtuzszego podciagu nierosnacego wydtuzonego prefiksu, otrzymu-
jac wartos$¢ [;.

Najdluzszy podciagg nierosnacy

W niniejszym rozdziale skupimy si¢ na ostatnio postawionym problemie i nie bedziemy si¢ juz odwolywaé do pojeé
z treSci zadania: zakladamy, ze mamy ciag liczbowy ai,...,a, 1 poszukujemy dlugosci najdtuzszych podciagéw
nierosnacych kazdego prefiksu tego ciagu — prefiksem dlugosci k ciagu ay,...,a, nazywamy ciag ay,...,ay, ktory
bedziemy oznaczaé all..k].

Kluczowe informacje bedziemy zapisywal w tablicy ¢[1..n], aktualizujac jej zawarto$¢ w miarg analizowania
kolejnych elementéw ciagu a, czyli rozwazania coraz dtuzszych prefikséw a[l..k]. Element ¢[i] zdefiniujemy jako
warto$¢ najwigkszego elementu w ciagu a[l..k], ktéry jest ostatnim elementem pewnego podciagu nierosnacego dtugosci
i w prefiksie a[l..k] (czyli sposréd wszystkich podciagéw nierosnacych dtugosci i ciagu a[l..k] wybieramy ten, ktdry
koriczy si¢ najwigkszym elementem i element ten ustalamy jako wartos¢ ¢[i]). Jezeli taki element nie istnieje (gdyz nie
ma zadnego podciagu o ditugosci i w prefiksie a[l..k]), to przyjmujemy, ze t[i] = —oco. Przy takiej definicji tablicy ¢
widzimy, ze po kazdym kroku jej konstrukcji (rozwazeniu a[l..k]) dtugo$é najdtuzszego podciagu nierosnacego all..k|
bedzie po prostu réwna najwigkszemu indeksowi 7, dla ktérego #[i] > —co.

Zanim opiszemy algorytm obliczania tablicy ¢, przeanalizujmy przyklad, ktéry pozwoli nam zaobserwowac jej kilka
interesujacych wilasnosci. Rozwazmy mianowicie ciag a = 7,4,3,5,5,1,6,1 dlugosci 8 i zastandwmy sig, jak powinna
wygladac tablica ¢, zbudowana dla kolejnych jego prefiksow:

—00|—00|—OO|—00|—00|—OO|—00|—00‘

e Wyjsciowa tablica (dla pustego prefiksu ciagu a) wyglada nastgpujaco: ’

W prefiksie a[l..1] mamy juz jeden podciagu rosnacy (7) o dlugosci jeden, ktérego ostatni element jest réwny 7.

|—DO|—OO|—OO|—OO|—OO|—OO|—OO‘

Tablica ¢ po pierwszym kroku powinna wigc mieé postac:

Wydtuzamy prefiks do a[l..2]. Dotozony element a, = 4 nie jest lepszym niz poprzedni ciggiem jednoelemento-

=4 1|4 [ =[] =] [

wym, ale pozwala przedtuzy¢ ciag (7) do (7,4) i ustali€ ¢]

Wydluzamy prefiks o kolejny element a3 = 3. Jest on, podobnie jak poprzedni, mniejszy od wszystkich dotychczas

—00|—00|—00|—00|—00‘

rozwaionych:’ ’ | 4 | 3 |

e Kolejny element to a4 = 5. Zauwazmy, Ze za jego pomocg nie mozna poprawi¢ ani ¢[1] (gdyz a4 < t[1]), ani ¢[4]
(najwigkszym elementem, jakim moze si¢ koriczy¢ 3-elementowy ciag nierosnacy, jest #[3] = 3, czyli nie mozna
tego ciggu wydtuzyé za pomoca 5), ani 7[3] (z tego samego powodu, co poprzednio). Poniewaz jednak #[1] > a4
oraz aq4 > t[2], to widzimy, ze w prefiksie istnieje podciag (7,5) i jest on lepszy niz poprzedni ciag dwuelementowy

1[5 [=[=] ][

(7,4), gdyz koniczy si¢ wigksza warto$cia — mozemy poprawié warto$¢ ¢[2]: ’

e Wydtuzamy prefiks do a[1..5] i ponownie natrafiamy na element réwny 5. Wykorzystujac go, mozemy tym razem
poprawié ¢[3], jako ze w poprzednim kroku udato nam si¢ zwigkszy¢ ¢[2] — mamy w ten sposéb podciag (7,5,5);
zauwazmy, ze zadnych innych pozycji w tablicy ¢ nie mozemy w tym kroku poprawié:

s |5 [l ] =
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e Nastepny element ag = 1, co pozwala wreszcie zmodyfikowac wartos¢ (4], gdyz pojawit si¢ podciag (7,5,5,1).

Pozostate elementy ¢ z oczywistych wzgledéw pozostaja bez zmian: ’ 7 | > | > | ! | - | - | ~ | ~ ‘

e Dochodzi kolejny element a7 = 6. Tak duzego elementu nie mozna dotaczy¢ do znalezionych dotychczas ciagéw

o niemalejacych o 2, 3 oraz 4 elementach — mozliwe natomiast jest dotaczenie go do ciagu (7) i taki ciag jest
lepszy niz najlepszy dotychczas ciag dwuelementowy (7,5), gdyz koriczy si¢ wigkszym elementem; to pozwala

L7 Le]s ]t [=[=]=]=]

(juz po raz trzeci) zmodyfikowac ¢

e Zostal nam jeszcze ostatni element ciagu ag = 1. Jest on nie wigkszy od elementéw #[1],¢[2],7[3],¢[4], wigc nie

nadaje si¢ do poprawienia tych warto$ci; mozna jednak dotaczyé go do znalezionego wczesniej ciagu czteroele-
L7lels[r]i]=[=][=

mentowego konczacego si¢ elementem 1. Stad ostateczna postac tablicy ¢ to:

Zawarto$¢ tablicy ¢ wyznaczona dla kolejnych prefikséw ciagu a pozwala stwierdzié¢, ze dlugosci najdtuzszych

podciagéw nierosnacych w tych prefiksach, to: 1, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 5. W pierwszej chwili mozna by przypuszczac, ze

znalezli$my nie tylko dtugo$é, ale takze sam ciag

najdtuzszy podciag nierosnacy catego ciagu. Nie jest to prawda!

Zapisany w tablicy ¢ ciag 7,6,5,1,1 nie jest podciggiem ciagu a! Jako proste, ale wartoSciowe, ¢wiczenie polecamy
Czytelnikowi zastanowienie si¢ nad tym zjawiskiem.

JesteSmy juz gotowi, by sformutowac i udowodni¢ kilka wtasnosci tablicy ¢, ktére prowadza do prostego i efektywnego

algorytmu jej konstrukcji:

1. Elementy zapisane w tablicy ¢ po kazdym kroku algorytmu sa ustawione w kolejnosci nierosnacej. Aby si¢ o tym

przekonaé, wystarczy zauwazyé, ze jeSli w rozwazanym prefiksie a[l..k] mamy podciag dtugosci i zakorniczony
elementem ¢[i], to w a[l..k] mamy takze podciag niemalejacy dtugosci i — 1 zakonczony ¢[i] — wystarczy
z poprzedniego ciagu usunaé pierwszy element. Stad t[i — 1] > ¢[i], o ile #[i] > —eo. Jezeli za$ t[i] = —oo,
to nieréwno$¢ ¢[i — 1] > #[i] oczywiscie zachodzi.

W kazdym kroku algorytmu zmianie ulega doktadnie jeden element tablicy . Aby to pokazaé, rozwazmy krok
algorytmu, w ktérym rozszerzamy prefiks o a;. Z poprzedniego spostrzezenia wiemy, ze istnieje taki indeks

w tablicy ¢, powiedzmy j, ze elementy ¢[1],...,¢[j] sa nie mniejsze od ay, a elementy ¢[j+ 1],...,7[n] sa mniejsze
od ay:
e wiadomo, ze zadnego sposrdd elementéw #[1],...,¢[j] nie mozna poprawié za pomoca ay, poniewaz mamy

juz podciagi odpowiedniej dtugosci, koriczace si¢ elementami nie mniejszymi (a wigc lepszymi) niz ay;

e warto$¢ ¢[j] méwi nam, ze w prefiksie a[l..k — 1] jest podciag nierosnacy dhugosci j zakoriczony elementem
t[j]; poniewaz t[j] > a;, wigc na koricu tego ciagu mozemy dotaczy¢ element ay, otrzymujac podciag dlugosci
Jj+ 1 zakoniczony elementem ay > [j + 1]; to oznacza, ze mozemy powigkszy¢ wartos¢ ¢[j + 1];

e pozostate elementy ¢[j + 1],...,¢[n] sa mniejsze od a; — to oznacza, ze elementu a; nie da si¢ dotaczyé
na koniec zadnego podciagu dtugosci wigkszej niz j, czyli elementéw ¢[j + 2],¢[j + 3],...,¢[n] nie mozna
poprawi¢ za pomoca ay.

. Ostatnie spostrzezenie bedzie prostym wnioskiem z dwéch poprzednich: skoro dodanie elementu a; powoduje

zmiang w doktadnie jednym miejscu tablicy ¢ i miejsce to potrafimy doktadnie okresli¢ — jest to pierwszy element
tablicy ¢t mniejszy od a; — to do wyznaczenia jego pozycji mozna uzy¢ wyszukiwania binarnego. To pozwala
wykona¢é jeden krok algorytmu w zlozonosci czasowej O(logn), a caly algorytm aktualizacji t — w zlozonosci
czasowej O(nlogn).

Przedstawmy teraz pseudokod opisanego algorytmu, w ktérym w kazdym z n krokéw (dla i = 1,...,n) wypisujemy

dtugosé najdtuzszego podciagu nierosnacego prefiksu a[l..k] ciagu a:

= o= e
Vo2 ©

. for j:=1 to n do

1j] = ==

: len:=0; { Dlugo$¢ najdluzszego podciagu nierosnacego. }
: for k:=1 to n do
: begin

{ Wyszukiwanie binarne elementu tablicy #, ktéry nalezy zmienié. }
{ Ztozono$¢ czasowa O(logn). }
d:=1; g:=len+1; {dolna igdérna granica wyszukiwania }
while d < g do
begin
5= S
if 7[s] > a; then

&
-+
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13: d:=s+1;
14: else

15: g:=s

16:  end

;. {d (=g) jest szukang pozycja w tablicy 7. }
18 f[d] == ay;
19:  if d > len then

20: { Musi zachodzié d =len+1, czyli wynik si¢ powigkszyt. }
21: len :=d,

22:  Wypisz_Dlugo$é_Podciagu(len);

23: end

Najbardziej skomplikowana czgscia powyzszego algorytmu jest wyszukiwanie binarne pierwszego elementu tablicy
t, ktory jest mniejszy od a; (wiersze 8—16). Taki element musi zawsze istnie¢, gdyz przed kazdym krokiem algorytmu
zachodzi ay > t[len+ 1] = —oo.

Podsumowanie
Uporzadkujmy dotychczasowe rozwazania i przypomnijmy w skrécie kolejne kroki rozwiazania wzorcowego:

e Drzielimy wszystkie faczniki na zachodnie (Z) i wschodnie (W). Dla pierwszej z tych grup wykonujemy wszystkie
opisane nizej kroki. Natomiast taczniki wschodnie odbijamy symetrycznie wzglgdem dowolnej ulicy (czyli prostej
pionowej), co odpowiada odwrdceniu numeracji ulic, od ktérych rozpoczynaja si¢ taczniki. Ztozono$¢ czasowa
tego kroku to O(p).

e Sortujemy laczniki ze zbioru Z w porzadku malejacym numeréw ulic, od ktérych sig rozpoczynaja. Laczniki
wychodzace z tej samej ulicy sortujemy w kolejnosci z pdétnocy na potudnie. Ztozonos$¢ czasowa tego kroku to
O(plogp), jezeli zastosujemy jeden z efektywnych algorytméw sortowania, np. sortowanie przez scalanie.

e Tworzymy ciag liczbowy ztozony z wysokosci wszystkich tacznikéw ze zbioru Z we wspomnianej kolejnosci.
Nastepnie odwracamy otrzymany ciag i, za pomocg opisanego algorytmu o ztozonosci czasowej O(plogp), dla
kazdego prefiksu ciggu odwréconego znajdujemy dtugos¢ najdluzszego podciagu nierosnacego. Na tej podstawie
wyznaczamy warto$ci ;. Catkowita ztozono$¢ czasowa tego kroku to O(plogp +n).

¢ Wykonujac analogiczne do powyzszych obliczenia dla zbioru W, otrzymujemy, w takim samym czasie, wartos$ci
pi-

e Obliczywszy wartoSci [; oraz p;, przegladamy w k + 1 fazach wszystkie mozliwe wartosci parametru L od 0 do &,
obliczajac dla kazdej z nich pozostale parametry: x, P oraz y.

e Koficowy wynik wyznaczamy jako maksimum po wszystkich fazach z wartoSci x —y +1 — gy, gdzie x —y +1
odpowiada liczbie punktéw startowych, ktére mozemy otrzyma¢ po rozbudowie placu, a g, , jest liczba starych
punktéw startowych wsréd nich (czyli liczba indekséw z przedziatu [y,x], dla ktérych [; = p; = 0). Ze wzgledu
na wykorzystanie wyszukiwania binarnego, zlozonos$¢ czasowa tego podpunktu to O(klogn). WspomnieliSmy
takze o szybszym sposobie realizacji tej fazy, w ktérym przy wyznaczaniu kolejnych wartosci parametréw x oraz y
korzystamy z wiedzy o ich poprzednich warto$ciach i nigdy ich nie zmniejszamy. W ten spos6b mozna zredukowaé
ztozonosé czasows tej fazy do O(n+ k).

Catkowita zlozono$¢é czasowa powyzszego rozwiazania to O(plogp +n+k). Zostalo ono zaimplementowane
w plikach egz.cpp, egz2.pas oraz egz3.c.

Inne rozwigzania

Wszystkie przewidziane przez Jury Olimpiady poprawne rozwigzania alternatywne, podobnie zreszta jak wszystkie
rozwigzania zawodnikow, ktére uzyskaty dodatnig punktacje, opieraja si¢ w mniejszym lub wigkszym stopniu na tych
samych pomystach, co rozwigzanie wzorcowe. Wystgpuje w nich faza wyznaczania wartosci analogicznych do /; i p; oraz
faza, w ktérej na ich podstawie jest obliczany wynik. Kazda z opisanych faz mozna zaimplementowa¢ mniej efektywnie
niz zostato to uczynione w rozwigzaniu wzorcowym. Jezeli chodzi o pierwsza fazg, to istnieje cata gama algorytmow
wyznaczania dlugosci najdiuzszego podciagu nierosnacego w kwadratowej ztozonosci czasowej (w naszym przypadku
jest to O(p?)), jak choéby naiwna implementacja opisanego algorytmu wyznaczania tablicy . Réwniez druga faze
mozna zrealizowaé nieoptymalnie, przegladajac wszystkie mozliwe poczatki i konice przedzialéw potencjalnych punktéw
startowych i dla kazdej takiej pary (x,y) sprawdzajac, czy py + Iy < k. Taki spos6b implementacji drugiej fazy ma koszt
czasowy O(n?).
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Testy

Zadanie bylo sprawdzane na 10 zestawach danych wejsciowych. W ponizszej tabelce n oznacza liczbe ulic w tescie, m —
dlugosci ulic, p — liczbe juz wybudowanych tacznikéw zachodnich i wschodnich, a kK — maksymalna liczbe tacznikéw,
ktére mozna dobudowaé. Wreszcie przez w oznaczono wynik dla testu, to znaczy maksymalng liczbg nowych punktow
startowych, jakie mozna uzyska¢, dobudowujac co najwyzej k tacznikéw. We wszystkich testach, w ktérych p > 0,

istniejace taczniki zachodnie i wschodnie zostaly rozmieszczone na placu w sposéb losowy.

Nazwa n m p k w Opis

egzla.in 4 3 5 2 2 | prosty test poprawnosciowy

egzlb.in 100 100 200 100 30 | wigkszy test poprawnosciowy

egz2a.in 10 1 0 8 0 | prosty test bez tacznikéw

egz2b.in 10 1 0 9 prosty test bez tacznikow

egz2c.in 10 10 10 10 9 | prosty test, w ktérym wszystkie
parametry wejSciowe sg rowne 10

egz2d.in | 100000 1 0| 99999 1 | duzy test bez tacznikow

egz2e.in 100 50 150 100 27 | wigkszy test losowy

egz3a.in 100 100 300 100 42 | prosty test poprawnosciowy

egz3b.in 100 100 400 100 46 | prosty test poprawnosciowy

egz3c.in 100 100 500 100 50 | prosty test poprawnosciowy

egz4a.in 500 1000 500 300 0 | sredniej wielkosci test z wynikiem
zerowym

egz4b.in 500 1000 100 800 323 | sredniej wielkosci test z wynikiem
niezerowym

egz5.in 1000 | 50000 | 100000 1000 740 | Sredniej wielkosci test

egz0.in 10000 | 50000 | 50000 15000 | 5536 | duzy test

egz7.in 20000 | 50000 | 20000 | 30000 | 10353 | duzy test

egz8a.in | 50000 | 100000 | 100000 18000 0 | duzy test, wynik zerowy

egz8b.in 50000 | 100000 | 100000 | 50000 637 | duzy test, wynik niezerowy

egz9.in 100000 | 10000 | 100000 | 99999 622 | duzy test

egzl0.in | 100000 | 80000 | 100000 | 100000 618 | test (prawie) maksymalnej wielkoSci

Rozwiazania wolniejsze przechodzily na zawodach pewne sposrdd testow 1-5, w zaleznoSci od tego, ktére fazy

rozwigzania wzorcowego byly zaimplementowane nieoptymalnie.
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Klocki

Agatka dostala na urodziny komplet klockow. Klocki majq ksztalt szesciandw i sq wszystkie tej samej wielkosci. Na kazdym
z klockow jest napisana jedna dodatnia liczba calkowita. Agatce klocki bardzo sie spodobaly i natychmiast ustawila z nich
wszystkich jedng wysokq wieze.

Mama powiedziala Agatce, zZe celem zabawy klockami jest ustawienie wiezy, w ktorej jak najwiecej klockéw znajdzie
sie na swoich miejscach. Klocek, na ktérym jest napisana liczba i, jest na swoim miejscu, jezeli znajduje sie w wiezy
na wysokosci i (klocek na samym dole wiezy jest na wysokosci 1, klocek stojgcy na nim jest na wysokosci 2 itd.). Agatka
postanowila ostroznie pousuwaé z wiezy pewne klocki (starajgc sie, zZeby wieza sie nie przewrdcila), tak aby jak najwiecej
klockow znalazlo sie w rezultacie na swoich miejscach. DoradZ Agatce, ktore klocki najlepiej usungé.

Zadanie

Napisz program, ktory:
e wczyta ze standardowego wejscia opis wiezy, jakg na poczgtku ustawila Agatka,
o wyznaczy, ktore klocki Agatka ma usungd,

o wypisze wynik na standardowe wyjscie.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera jedng liczbe calkowitq n (1 < n < 100 000), oznaczajgcg poczgtkowq wysokosé wiezy
klockéw. Drugi wiersz wejscia zawiera n dodatnich liczb calkowitych: ay,an,...,an (1 < a; < 1000000), pooddzielanych
pojedynczymi odstepami i oznaczajgcych liczby napisane na klockach. Liczby te sq podane w kolejnosci od klocka poloZonego
najnizej do klocka potozonego najwyzej.

Wyjscie

Twaoj program powinien wypisaé w pierwszym wierszu liczbe klockéw, ktore nalezy usungé z wiezy, aby zmaksymalizowaé
liczbe klockow, ktore znajdg sie ma swoich miejscach. Drugi wiersz powinien zawiera¢ numery usuwanych klockéw
(pooddzielane pojedynczymi odstepami). Klocki sq ponumerowane kolejnymi liczbami od 1 do n w porzedku od najnizej
do najwyzej polozonego klocka w poczgtkowej wiezy. Jezeli istnieje wiecej niz jedno rozwigzanie, Twoj program powinien
wypisaé dowolne z nich.

Przyklad

Dla danych wejsciowych:

5 4
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poprawnym wynikiem jest:
1 (@
1

5
Rozwigzanie

Programowanie dynamiczne

Zadanie mozna rozwiaza¢ na wiele sposobéw z wykorzystaniem techniki programowania dynamicznego. Otrzymane
rozwiazania maja w wigkszosci ztozonosé czasowa O(n?) lub, te lepsze, O(n?). My takze rozpoczniemy od rozwiazania
o ztozonosci O(n?), a nastgpnie je przyspieszymy.

W dalszej czgéci rozwiqzaniem begdziemy nazywal poczatkowa wiezg¢ z usunigtymi dowolnymi klockami.
Rozwiqzaniem optymalnym nazwiemy rozwiazanie, w ktérym najwigcej klockow jest na swoich miejscach. Okazuje sig,
ze poszukujac rozwigzania optymalnego, mozemy bra¢ pod uwage tylko takie rozwigzania, w ktérych ostatni klocek (na
szczycie wiezy) jest na swoim miejscu. Kazde inne rozwiazanie (takze optymalne) mozna bowiem ,,poprawic¢”, usuwajac
z niego wszystkie zbgdne klocki z gory wiezy, ktdre nie s na swoim miejscu i nie maja wptywu na jakos$¢ rozwiazania.
Rozwiqzaniem i-optymalnym nazwiemy rozwiazanie optymalne wsrdd rozwiazan, w ktérych na szczycie wiezy jest klocek
i-ty 1 jest on na swoim miejscu. Przez #; (dla 1 < i < n) oznaczymy liczbe klockéw znajdujacych si¢ na swoich miejscach
w rozwigzaniu i-optymalnym. Oczywiscie warto$cia poszukiwang w zadaniu jest maksimum z wartosci ¢;.

Pozostaje zatem problem, jak wyliczy¢ warto$ci #;. Rozwazmy klocek o numerze i dla pewnego i € {1,...,n}. Jesli
a; > i, to nie istnieje rozwiazanie i-optymalne, gdyz a; juz na poczatku jest ponizej ,,swojej”” docelowej pozycji, a usuwanie
klockéw tylko te sytuacje pogarsza. Przyjmujemy wowczas, ze t; = 0. Jesli a; < i, to rozwiazanie i-optymalne istnieje.
Poszukujac doktadnej wartosci #; zauwazmy, ze mozliwe sg sytuacje:

e t; =1, gdy w rozwiazaniu i-optymalnym tylko klocek i-ty jest na swoim miejscu;

e t; = 1+1;, gdy w rozwiazaniu i-optymalnym klocek j-ty jest najwyzszym sposréd klockéw znajdujacych sie pod
klockiem i-tym, ktdry znalazt si¢ na swoim miejscu.

Warto$¢ ¢; obliczamy zatem ze wzoru:
t; = max(1,max{z; + 1 : dla niektérych 1 < j < i}),

gdzie wewnetrzne maksimum jest wybierane po tych wartoSciach j < i, dla ktérych klocek j-ty moze by¢ na swoim
miejscu w rozwiazaniu, w ktérym na szczycie pozostaje klocek i-ty, takze zajmujacy swoje miejsce. Sprobujmy
doktadniej okresli¢ warunki, jakie musi spetniaé j:

J o< i (1)
aj < a, 2
j—aj < i—a[. (3)

Pierwszy warunek jest oczywisty — klocek j-ty musi znajdowacé si¢ ponizej klocka i-tego w wiezy poczatkowej. Drugi
warunek to analogiczny fakt dla wiezy wynikowej — klocek j-ty, ktéry trafi na pozycje a;, musi znajdowac si¢ ponizej
klocka i-tego, ktéry trafi na pozycje a;. Skad jednak bierze si¢ warunek 3? Zapisawszy go inaczej: i— j+1>a;—a;+1,
widzimy, iz oznacza on, ze liczba klockéw pomigdzy klockiem j-tym a i-tym w wiezy wynikowej nie moze by¢ wigksza
niz w poczatkowej (Agatka moze wylacznie usuwac klocki).

Na rys. 1 jest przedstawiona ilustracja warunkéw (1)—(3). Widaé z niego takze, ze warunki te sa wystarczajace, by
przy wyznaczaniu f; skorzysta¢ z wartosci £; + 1.
Mozemy teraz zapisaé procedure wyznaczania t; dla 1 <i < n:

1: for i:=1 to n do
2: begin

3:  if a; > i then

4: ;=0

5 else
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6:  begin

7: =1,

8: for j:=1toi—1 do

9: if (a;j <a;) and (j—a; <i—a;) then

10: { Oczywiscie zachodzi warunek 1: j<i. }
11 ti =max(t;,t;+1);

12:  end

13: end

wieza poczatkowa

l wieza wynikowa

N
z N

N7 aj

Rys. 1:  Ilustracja nieréwnosci (1)—(3).

Liczbe klockéw znajdujacych si¢ na swoim miejscu w rozwigzaniu optymalnym otrzymujemy, wyliczajac #, dla
ktérego #, = max(zy,...,t,). Zadanie Klocki polega jednak na skonstruowaniu listy klockéw, ktore nalezy usunaé, aby
to rozwigzanie uzyska¢. W tym celu uzupelnimy powyzszy algorytm. Dla kazdego i (1 < i < n) zapamigtamy warto$¢
pi,» oznaczajaca indeks j, dla ktérego ostatecznie f; = t; + 1 (czyli indeks znaleziony w petli 8-11). Znajac k oraz p;

dla wszystkich i € {1,...,n}, bedziemy mogli odtworzy¢ sposéb usuwania klock6w, zgodnie z ponizszym pseudokodem:
1: i:=k;
2: ap:=0; { zeby daé poprawna odpowiedZ w przypadku, gdy 7, =1}
3. while 7, >0 do
4: begin
5. Ji=pis
6:  Wybierz dowolnie (i— j)— (a;—a;) klockéw sposréd j+1,...,i—1;
7. Usun wybrane klocki z wiezy;
8: i:=J;
9: end

O poprawnosci zaproponowanej powyzej konstrukcji wiezy mozna si¢ przekonac, powracajac do rys. 1 oraz uwaznie
analizujac postgpowanie w przypadku, gdy #; = 1 (usunigtych zostaje i — a; klockow).

Ztozono§é calego rozwiazania to czas O(n?), potrzebny na wyznaczenie wartosci #;, oraz czas O(n), konieczny
do odtworzenia wyniku, czyli razem — zgodnie z zapowiedzia — O(n?). Rozwiazanie to zostalo zaimplementowane
w pliku klosl.cpp. Na zawodach mozna byto za nie zdoby¢ (podobnie jak za inne rozwiazania o ztozonosci czasowe;j
kwadratowej wzgledem n) niecate 50% punktow.

Préba usprawnienia poprzedniego rozwigzania

Najwigcej czasu w przedstawionym rozwigzaniu zajmuje wyznaczanie wartosci #;. GdybySmy efektywniej wyliczali
max(tj+1: j<iorazaj<ajoraz j—a; < i—a;) dla zadanego i, to moglibySmy istotnie przyspieszy¢ nasze rozwiazanie.
Sprébujmy w tym celu zastosowac odpowiednig strukture danych — taka, w ktorej bedziemy mogli:

e przechowywac pary postaci (element, wartos¢) oraz

e cfektywnie odpowiada¢ na pytania, jaka jest maksymalna wartos¢ dla elementow, zawartych w wybranym
podzbiorze zbioru wszystkich elementdw.
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Efektywnos$¢ poszukiwanej struktury danych zalezy znaczaco od tego, jakiego typu elementy zamierzamy przechowywac
i o jakiego typu zbiory elementéw planujemy pytac. W interesujacym nas przypadku elementy to krotki liczb (inaczej
wektory), a zbiory specyfikujemy, podajac dla kazdej wspdtrzednej krotki zakres wartoSci (przedziat). Doktadniej:

e j-ty klocek mozemy reprezentowac jako wektor (j,a;, j—a;) o wartosci ¢ + 1,
e warto$¢ #; otrzymujemy jako odpowiedZ na pytanie o maksimum z wartosci elementéw, ktérych:

— pierwsza wspétrzedna nalezy do przedziatu [1,i),
— druga — do przedziatu [1,a;),

- trzecia — do przedziatu [0,i —a;] (jezeli j—a; <0, toitakz; = 0).

W jaki sposéb mozna zrealizowaé opisana wyzej strukture danych? Rozwazmy bardziej ogélny przypadek —
zalézmy, ze elementy to k-elementowe krotki (wektory k-wymiarowe). Pokazemy, ze wowczas wstawienie elementu
do struktury lub znalezienie odpowiedzi na pytanie o maksimum mozna wykonaé w czasie O(logk n).

Jezeli k = 1, to mamy do czynienia z elementami-liczbami z przypisanymi wartoSciami liczbowymi, a zapytania
dotycza maksimum warto$ci przypisanych elementom z pewnych przedziatéw. Dobra struktura dla tego problemu jest
odpowiednio wzbogacone zréwnowazone drzewo poszukiwan binarnych (na przyktad AVL). Dla kazdego elementu mamy
w drzewie jeden iS¢, w ktérym jest zapisany element i jego warto§¢. Natomiast w kazdym z weztéw wewnetrznych
znajduje si¢ zbiorcza informacja o poddrzewie zakorzenionym w tym weZle:

e maksimum z wartosci przypisanych liSciom z jego poddrzewa oraz
e granice przedziatu, w ktérym zawieraja si¢ wszystkie elementy zapisane w jego lisciach.

Omawiane drzewo najlatwiej zaimplementowac, jezeli z géry znamy wszystkie mozliwe elementy (na przyktad sa to
liczby naturalne z nieduzego przedziatu). W takim przypadku mozemy zarezerwowac po jednym lisciu na kazdy
potencjalny element i na samym poczatku zbudowaé dobrze wywazone drzewo (tzw. drzewo statyczne). W trakcie
dzialania algorytmu pozostanie nam jedynie ,,uaktywnianie” elementéw, zamiast ich fizycznego wstawiania do drzewa,
oraz aktualizacja informacji w wierzchotkach wewngtrznych. Strukture taka nazywamy drzewem licznikowym lub
drzewem przedziatowym. Przyktad dla elementéw bedacych liczbami od 1 do 6 jest przedstawiony na rys. 2. Wstawienie

[16]
[14] [5.6]

[1.2] [34] [5.5] [6.6]

[11] [22] [33] [44]

Rys. 2:  Przyktadowe drzewo statyczne dla elementéw 1,2,3,4,5,6.

nowego elementu odpowiada przejsciu w drzewie od odpowiadajacego mu liscia do korzenia i aktualizacji informacji
we wszystkich weztach na tej $ciezce (patrz rys. 3). Natomiast odpowiedZ na pytanie o maksimum wartosci elementéw

[5,6]

[1.2] [5.5] [6.6]

[11] [22] [4.4]

Rys. 3:  ,,Wstawienie” elementu 3 do drzewa z poprzedniego rysunku.
z danego przedzialu znajdujemy, rozktadajac ten przedzial na przedziaty bazowe (czyli przedziaty zwiazane z weztami
drzewa) i wyznaczajac maksimum z warto§ci w weztach im odpowiadajacych (patrz rys. 4). Doktadniejsze oméwienie

[16]

[14] [5.6]

(22 [66]
Lyl 22] 133 44

Rys. 4:  Rozklad przedziatu [2,5] na przedziaty bazowe.

implementacji podobnej struktury mozna znaleZé na przyklad w opisie rozwigzania zadania Tetris 3D w ksiazeczce
XII Olimpiady Informatyczne;j.
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Dla bardziej ztozonych elementéw, gdy k > 1, mozemy zbudowac¢ strukture rekurencyjng — drzewo zréwnowazone,
w ktérego wierzchotkach znajduja si¢ struktury wymiaru £ — 1. Drzewo to jest skonstruowane wedlug pierwszych
wspotrzednych elementéw i w kazdym wierzchotku zawiera:

e granice przedziatu dla pierwszej wspdtrzednej elementéw wyznaczone analogicznie, jak w przypadku k = 1;

e strukture wymiaru k — 1, zawierajaca wszystkie elementy, ktérych pierwsza wspétrzedna nalezy do przedziatu
zwigzanego z danym wierzchotkiem.

Podobnie, jak w przypadku jednowymiarowym, i tym razem calg struktur¢ mozna zbudowac na poczatku. Przyktad
struktury dla k = 2 i dla elementéw, ktérych pierwsza wspolrzgdna nalezy do przedziatu [1,2], a druga do przedziatu [1, 3],
obrazuje rys. 5. Wstawienie elementu do struktury k-wymiarowej polega na wstawieniu go (rekurencyjnie) do wszystkich

[12]

[1,1] [2,2]

Rys. 5:  Przyklad drzewa drzew dla elementéw ze zbioru [1,2] x [1,3].

struktur (k — 1)-wymiarowych, znajdujacych si¢ na Sciezce od odpowiedniego liscia drzewa do jego korzenia —
patrz rys. 6. Proste rozumowanie indukcyjne pozwala wykazac, ze ztozono$¢ czasowa operacji wstawienia elementu

Rys. 6:  Wstawienie elementu (1,2) do struktury z poprzedniego rysunku.

do struktury wynosi 0(logk n). W tym samym czasie mozemy znalezé maksimum wartosci dla zbioru elementéw,
okres§lonego poprzez zadanie przedziatu dla kazdej wspéirzednej. Pytanie to sprowadzamy bowiem do O(logn) zapytari
dla struktur (k — 1)-wymiarowych (patrz rys. 7).

Powré¢my do problemu z zadania. Na poczatku rozdziatu przedstawiliSmy klocki jako krotki 3-wymiarowe.
Zastosowanie dla nich opisanej powyzej struktury pozwala wigc rozwiaza¢ zadanie w czasie O(nlog®n). Proste
spostrzezenie pozwala zredukowaé ten czas do O(rzlog2 n). Wystarczy zauwazy¢, ze klocki rozwazamy w kolejnosci
rosnacych pierwszych wspétrzednych i, gdy pytamy o klocki, dla ktérych pierwsza wspétrzedna nalezy do przedziatu
[1,i), to pytamy o wszystkie dotychczas przetworzone klocki. To oznacza, ze pierwsza wspéirzedng mozemy pominaé
i rozwazaé wszystkie przeanalizowane dotychczas klocki, dla ktérych jedna wspétrzedna (poczatkowo druga) nalezy do
przedziatu [1,q;), a druga (poczatkowo trzecia) — do przedziatu [0,i — a;].

Pomimo kolejnego usprawnienia nie bedzie chyba dla nikogo niespodzianka, ze zaden z zawodnikéw, podobnie jak
i autor programu wzorcowego, nie pokusit si¢ o implementacj¢ opisanego tu rozwigzania. Problem tkwi w tym, ze
praktycznie nie ma szans, by implementacja struktury w wersji statycznej zmiescita si¢ w zadanych ograniczeniach
pamigciowych. Natomiast zaprogramowanie dynamicznie aktualizowanego drzewa drzew zréwnowazonych (czyli
struktury dla k = 2) jest praktycznie niemozliwe w trakcie pigciogodzinnej sesji (nawet samodzielna implementacja
zwyklego drzewa AVL nie jest ani tatwa, ani przyjemna). Dodatkowo rozwiazanie to charakteryzuje si¢ duza stala
w zlozonoSci czasowej, co uniemozliwitoby zapewne zmieszczenie si¢ w limicie czasowym. Z powyzszych powodéw
zamieszczony opis struktury danych ma jedynie charakter szkicu. Natomiast zainteresowanym zawodnikom niewatpliwie
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[1.2]

[1.2]

11] i-[Z,Z]

Rys. 7:  Wezly analizowane w trakcie zapytania o maksimum wartosci elementéw, ktorych pierwsza wspétrzgdna nalezy
do przedziatu [2,2], a druga do przedziatu [2,3]. Pytamy si¢ zatem o maksimum wartosci elementéw nalezacych
do prostokata [2,2] x [2,3].

warto poleci¢ doktadniejsza analiz¢ oraz implementacje¢ tego rozwigzania — mozna ja zrealizowac szczegdlnie elegancko
w funkcyjnym jezyku programowania, na przyktad Ocamlu.

Rozwigzanie wzorcowe

Pod koniec poprzedniego rozdziatu zredukowalismy ztozono$¢ naszego problemu, dzigki temu, ze jeden z warunkéw (1)-
(3) w naturalny spos6b wynikat z porzadku, w jakim rozwazaliSmy klocki. Udato nam si¢ w ten sposéb wyeliminowac
sprawdzanie warunku (1). Zauwazmy, ze zmieniajac porzadek przegladania klockéw na kolejno$¢ wedtug wartosci a;
albo i — a;, mogliby§Smy zamiast warunku (1) wyeliminowac réwnie dobrze warunek (2) albo (3). Spostrzezenie to daje
nam pewng swobodg wyboru, ktéra bardzo nam si¢ przyda, gdyz chcieliby§my zredukowac rozmiar struktury danych
do przechowywania klockéw o jeszcze jeden stopien, osiagajac k = 1. Wowczas pozostanie nam zaimplementowanie
zwykltego drzewa licznikowego.

W pliku k1ob3. cpp znajduje si¢ niepoprawne rozwiazanie, w ktéorym przy wyznaczaniu wartoSci ¢; pominigty zostat
warunek (3). Nie dostaniemy takze dobrego rozwiazania, gdy pominiemy warunek (2). Okazuje si¢ jednak, ze mozemy
zrezygnowaé z warunku (1)! Jesli bowiem przy wyznaczaniu wartosci ¢; ograniczymy si¢ do j, dla ktérych zachodza
warunki (2)—(3), czyli a; < a; oraz j —a; <i— a;, to automatycznie mamy zagwarantowana wlasnos¢ j < i, ktéra wynika
z dwu pozostatych. Mozemy wigc wybraé¢ porzadek rozpatrywania klockéw wedtug wartosci a; i zbudowaé drzewo
licznikowe dla elementéw j— a;, dla ktérych bedziemy pamigta¢ wartosci ¢;. W ten sposéb podczas rozwazania klocka
i-tego:

e warunek (2), czyli ograniczenie si¢ do klockéw, dla ktérych a; < a;, wyniknie z kolejnosci rozpatrywania klockéw,
e warunek (3) spetnimy, wyszukujac w strukturze elementy z przedziatu [0,i — a;],
e warunek (1) wyniknie sam z pozostatych dwu.

Tym samym otrzymaliSmy eleganckie rozwiazanie o ztozonosci czasowej O(nlogn), ktére zostato zaimplementowane
w pliku k1ob8.cppi... jest rozwigzaniem btednym! Rozwiazanie to pozwalato zdoby¢ na zawodach nieco ponad potowe
punktéw.

Zastanowmy sig, gdzie tkwi btad. Ot6z zapomnieliSmy, ze nieréwnosci z warunkéw (1) oraz (2) musza by¢ ostre.
Dla warunku (1) nie musimy si¢ tym przejmowac¢ — i tak kazdy klocek ma inny numer w poczatkowej wiezy, wigc
nieréwnos$ci automatycznie sa ostre. Jednak rozwazajac klocki uporzadkowane wedtug wartosci a;, musimy jako$
rozstrzyga¢ remisy. GdybySmy si¢ nimi nie przejmowali, to dla j < i oraz a; = a;, liczac t;, moglibySmy wzia¢ pod
uwage t; + 1. Jest to btad, bo przeciez nie mozemy jednoczes$nie w rozwigzaniu mie¢ obu klockéw: i-tego oraz j-
tego, zajmujacych w wiezy wynikowej t¢ sama pozycje a; = a;. Najlatwiejszym sposobem wybrnigcia z tej klopotliwej
sytuacji jest uwazne posortowanie klockéw wedtug wartosci a; — w taki sposéb, by klocki z takimi samymi numerami
byly rozwazane w kolejnosci od gory do dofu. Woéwczas, jezeli j < i oraz a; = a;, to najpierw rozwazymy klocek
i-ty, a rozpatrujac go, nie bedziemy jeszcze mieli w drzewie klocka j-tego. Przy liczeniu #; nie uwzglednimy wigc
tj+1, czyli unikniemy poprzedniego bledu. W ten sposéb otrzymujemy poprawny sposéb wyznaczania wartoSci f;,
zaimplementowany w plikach k1lo.cpp oraz klo2.pas.

Pozostaje jeszcze jeden szczegdt, o ktérym wypada przypomnieé — poszukiwanym rozwigzaniem nie jest #;, lecz
numery klockéw, ktére nalezy usunaé. Aby je wyznaczyé, postuzymy sig, podobnie jak w rozwiazaniu o ztozonosci
kwadratowej wzgledem n, wartoSciami p;. To oznacza, ze w wezlach drzewa licznikowego, oprocz wartoSci
maksymalnych bedziemy zapisywaé, skad te maksima pochodza (z ktérych lisci drzewa si¢ wywodza). Znajac wartosci
pi, mozemy wygenerowaé rozwiazanie identycznie, jak w poprzednim algorytmie.



Klock:

Nietrudno zauwazy¢, ze wymaganie w odpowiedzi numeréw klockéw do usunigcia zamiast wartoSci #; nie ma wpltywu
na trudno$¢ problemu. Mozna by wigc spytaé, dlaczego autorom zadania nie wystarcza, by program wyznaczat optymalna
liczbg klockéw pozostajacych na swoim miejscu po przebudowie. OdpowiedZ na to pytanie jest prosta: znajomos$¢ samego
wyniku nie pomoglaby Agatce w pousuwaniu z wiezy odpowiednich klockéw!

Inne spojrzenie na rozwigzanie wzorcowe

Problem wyznaczania wartosci #; mozemy sformutowal takze trochg inaczej. Przedstawmy ponownie kazdy klocek
jako tréjwymiarowa krotke o wspétrzednych (i,a;,i —a;). Liczac t;, bierzemy pod uwage wartos¢ ¢; + 1, jezeli krotka
odpowiadajaca j-temu klockowi ma pierwsze dwie wspéirzedne mniejsze od krotki odpowiadajacej klockowi i-temu,
a trzecia — nie wigksza. Wynika to wprost z warunkéw (1)—(3). To oznacza, ze klocki, ktére w skonstruowanym przez
nas rozwigzaniu optymalnym znajda si¢ na swoich miejscach, beda tworzyty ciag punktéw z przestrzeni tréjwymiarowe;j:

e rosnacy ze wzgledu na pierwszg i druga wspétrzedng oraz
e niemalejacy ze wzgledu na trzecia wspotrzedna.

Podobnie jak poprzednio, mozemy zauwazy¢, ze ciag wlasciwie uporzadkowany ze wzgledu na druga i trzecia
wspotrzedna, musi by¢ rosnacy ze wzgledu na pierwsza wspétrzedna. To oznacza, ze wystarczy reprezentowaé klocki
jako krotki dwuwymiarowe postaci (a;,i — g;), a konstruowany ciag bedzie rosnacy wzgledem pierwszej wspétrzednej
i zarazem niemalejacy wzgledem drugiej (taki ciag nazwiemy rosnqco-niemalejqcym).

W jaki sposob taki ciag wyznaczy¢? Mozna, na przyktad, ustawic¢ wszystkie krotki w ciag S, sortujac je niemalejaco
wzgledem drugiej wspétrzednej (i — a;), a ewentualne remisy rozstrzygajac na korzyS¢ krotek o mniejszej pierwszej
wspotrzednej a;. Okazuje sig, ze wybierajac podciag ciagu S rosnacy ze wzgledu na pierwsza wspdtrzedna (a;),
dostajemy rosnaco-niemalejacy ciag krotek, jesli weZzmiemy pod uwage obie wspdtrzedne (a;,i — a;). Zachodzi takze
stwierdzenie odwrotne — kazdy rosnaco-niemalejacy ciag krotek odpowiada podciagowi rosnacemu ze wzgledu na
pierwsza wspélrzegdna w ciagu S. W ten sposéb sprowadziliSmy rozwazany problem do wyznaczania (dtugosci)
najdluzszego podciagu rosnacego ciagu liczbowego. Jest to klasyczne zadanie, ktére mozna wykona¢ w zlozonosci
czasowej O(nlogn) — na przyktad za pomoca drzewa przedziatowego. Istnieje takze inny algorytm, niewykorzystujacy
ztozonych struktur danych, a oparty jedynie na wyszukiwaniu binarnym (jego opis mozna znaleZzé w opracowaniu
zadania Egzamin na prawo jazdy w niniejszej ksiazeczce). Duza grupa zawodnikéw, ktérzy rozwiazali niniejsze zadanie,
uzyskujac maksymalng liczbe punktéw, wykorzystata metode podobng do powyzsze;j.

Na koniec warto jeszcze chwilg zastanowic sig, czy przy konstrukcji ciagu S wybér wspétrzednej, wedtug ktdrej
sortujemy, jest istotny. Przypomnijmy, ze chodzi nam o znalezienie podciagu wtasciwie uporzadkowanego wzglgdem obu
wspotrzednych:

e dla drugiej (i — a;) porzadek niemalejacy gwarantujemy sobie, sortujac elementy,
e dla pierwszej (a;) porzadek rosnacy uzyskujemy, wybierajac podciag rosnacy.

Czy cof$ stoi na przeszkodzie, by porzadek dla pierwszej wspotrzednej zapewnié¢ w trakcie sortowania (budowy ciagu
S), a dla drugiej — w trakcie wybierania podciagu (tym razem niemalejacego) z ciagu S? Owszem, jest pewien drobny
problem, na ktéry natkngliSmy si¢ juz wczesniej. Powiedzmy, ze posortowali$my punkty niemalejaco wzgledem pierwsze;j
wspotrzednej (a;) i szukamy podciagu niemalejacego wzgledem drugiej (i — a;), a w danych trafily si¢ nam dwa
klocki, dla ktérych a; = a; oraz j < i. Wowczas moze si¢ zdarzy¢, ze do ciagu wynikowego weZmiemy oba te
klocki (bo j—a; < i—a;), a przeciez nie moga one réwnoczesnie by¢ na swoim miejscu w rozwiazaniu wynikowym.
Weczesniej opisany wybér porzadku sortowania powoduje natomiast, ze mozemy poszukiwaé podciagu rosngcego, a nie
niemalejqcego 1 problem klockow o réwnych wartosciach a; po prostu nie wystepuje.

Inne rozwigzania

Jeszcze inne rozwigzanie poprawne

Na poczatku opracowania stwierdziliSmy, Ze istnieje wiele poprawnych rozwiazan opartych na technice programowania
dynamicznego. Aby nie by¢ gotostownym, zaprezentujemy krétko jeszcze jedno podejScie.

Rozwiazanie nazwiemy (h,c)-rozwigzaniem, jezeli wieza wynikowa ma & klockéw, z ktérych doktadnie ¢ znajduje
si¢ na swoim miejscu. Zdefiniujmy 7}, . jako minimalna wysoko$¢ dowolnego fragmentu wiezy poczatkowej, z ktérego
mozna, usuwajac klocki, uzyskaé (h,c)-rozwiazanie. Dla & > 0 oraz ¢ > 0 mamy nastepujacy wzor:

T e =min(Tj—1 o+ 1,min{i: a; = horaz T .1 <i}),

przy czym, jezeli dla pewnych / oraz c nie istnieje (h,c)-rozwiazanie, to T;, . = oo. Aby przekona¢ si¢ o poprawnosci
podanego wzoru, przeanalizujmy konstrukcje (4, c)-rozwiazania. Chcac skonstruowaé wiezg o wysokosci £ i ¢ klockach
zajmujacych swoje pozycje:
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e mozemy wziaé nizsza o jeden klocek wiezg juz zawierajaca ¢ klockéw na swoich miejscach ((h— 1, ¢)-rozwiazanie)
i na gore dostawic¢ najnizszy z pozostatych po jej budowie klockéw (stad we wzorze wyrazenie Tj,_; .+ 1) albo

e jesli a; = h oraz z klockéw o numerach {1,2,...,i — 1} da si¢ zbudowaé (h — 1,c — 1)-rozwiazanie (czyli
Tj—1,c—1 < i), to mozemy dotozy¢ na jego szczycie pasujacy tam klocek i-ty.

W drugim z przypadkéw, numer i dostawianego klocka decyduje o wartosci 7}, ., a zatem chcemy wybra¢ najnizszy tego
typu klocek (stad minimum po i we wzorze).

Uzupelniajac podany wyzej wzor dla przypadkéw skrajnych (kiedy 4 =0, ¢ =0 lub 7j,_; . = n), otrzymujemy metode
wyznaczenia calej tablicy 7. Maksymalna warto$¢ c, dla ktdrej istnieje wartos¢ h, taka ze Tj . # oo, jest wowczas
poszukiwanym rozwiazaniem — maksymalng liczba klockéw, ktére moga znalez¢ si¢ na swoich miejscach w wiezy
wynikowej. W najprostszej implementacji rozwiazanie to ma ztozonos$¢ czasowa O(n®) (trzeba wyliczyé wartosci
O(n?) komérek tablicy, a wyznaczenie kazdej z nich wymaga czasu O(n)). Sprytniejsze przeanalizowanie wszystkich
klockéw, dla ktérych a; = h (przy ustalonej warto$ci parametru /), pozwala usprawni¢ powyzsze rozwiazanie i wykonaé
obliczenia w ztozonosci czasowej O(n?). Rozwiazanie mozna jeszcze bardziej przyspieszyé, otrzymujac ztozonosé
czasowg O(nlogn). Duzy stopie skomplikowania tej metody spowodowat jednak, iz zdecydowaliSmy si¢ pominac jej
opis — zainteresowani moga jednak przesledzi¢ jej implementacje w pliku k1o5. cpp.

Rozwiazania bledne

W pliku klob4.cpp znajduje si¢ rozwiazanie zachtanne, w ktérym budujemy wiezg, wybierajac w kazdym kroku klocek
0 najmniejszym numerze i, ktéry mozemy umiesci¢ na swoim miejscu w wiezy wynikowej. To rozwiazanie przechodzito
zaledwie jeden test. Rozwiazanie k1ob6 . cpp, takze niepoprawne, dziata podobnie, jednak jako kolejny do umieszczenia
na swoim miejscu wybiera klocek o najmniejszej wartosci a;. Takie rozwiazanie nie pozwalalo zdoby¢ na zawodach
zadnych punktéw.

Testy

Zadanie byto sprawdzane na 11 zestawach danych wejsSciowych. Wszystkie testy, z wyjatkiem testow z grup b, to testy
generowane w pewnym stopniu losowo. Wykorzystane byly dwie metody losowej generacji danych:

e losowe rozmieszczenie liczb na klockach — takie testy w ponizszej tabelce nazywamy po prostu ,,Josowymi”,

e rozmieszczenie na klockach liczb wzrastajacych stopniowo, tzn. liczb losowych potozonych niedaleko pewnej
liniowej funkcji rosnacej (zaleta takich testow jest istnienie rozwiazania, w ktérym duza liczba klockéw znajduje si¢
na swoich miejscach) — testy te nazwaliSmy ,,podtuznymi”.

W ponizszym zestawieniu przez n oznaczono rozmiar testu, a przez w wynik (liczbg klockéw, ktére moga znalez¢ sig¢
na swoich miejscach).

Nazwa n w Opis
klol.in 100 9 | test losowy

klo2.in 500 23 | test losowy

klo3.in 2000 43 | test losowy

klo4.in 7000 2430 | test podtuzny

klo5.in 8000 87 | test losowy

klo6.in 50000 218 | test losowy

klo7.in 100000 | 41019 | test podtuzny

klo8.in 100000 2206 | test podtuzny

klo9a.in | 100000 486 | test podiuzny

klo9b.in 100000 | 100000 | test od razu ulozony

klo10a.in | 100000 | 24303 | test podiuzny

klo10b.in | 100000 0 | test ztozony tylko z duzych liczb
klol1.in | 100000 4975 | test podiuzny
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Waga czworkowa

Smok Bajtazar zamierza zorganizowaé uczte, na ktorg chee zaprosi¢ wielu gosci. Dla uSwietnienia uczty, Bajtazar chce
kazdemu z gosci podarowaé pewng ilosé zlota. Przy tym kazdy z gosci powinien dostac tyle samo zlota, aby nikt nie czul
sie pokrzywdzony.

Smok bedzie odwazal ztoto dla kolejnych gosci wagq szalkowg. Ma on do dyspozycji odwazniki, ktorych wagi w gramach
sq potegami czworki. Odwaznikéw kazdego rodzaju ma dowolnie wiele. Bajtazar bedzie zawsze kiadl zloto na lewej szalce
wagi, a odwazniki na prawej lub na obu szalkach. Bajtazar przy kazdym wazeniu chce uzyé najmniejszej mozliwej liczby
odwaznikéw. Ponadto, aby gosciom sie nie nudzilo, chce on kazdemu z nich odwazyé zloto w inny sposdb (tzn. uzywajgc
innych odwaznikéw lub inaczej je rozdzielajgc pomiedzy szalki).

Poniewaz smok nie umie za dobrze liczyé, polecil ci napisanie programu, ktory obliczy, ilu maksymalnie gosci moze
zaprosié, czyli wyznaczy maksymalng liczbe sposobéw, na jakie mozna odwazyé n gramow zlota, uzywajgc minimalnej liczby
odwaznikéw. Jesli dobrze sie sprawisz, smok obsypie Cie zlotem!

Zadanie
Napisz program ktory:
e wczyta ze standardowego wejscia, ile zlota (w gramach) Bagtazar zamierza daé kazdemu z gosci,

e obliczy, na ile sposobow mozna odwazyé takq ilosé zltota za pomocg minimalnej liczby odwaznikow,

e wypisze reszte z dzielenia wyniku przez 10° na standardowe wyjscie.

Wejscie

W pierwszym i jedynym wierszu standardowego wejécia zapisania jest jedna liczba calkowita n, 1 <n < 101900, Jest to
ilo$é zlota (w gramach), jakq Bajtazar chee daé kazdemu z gosci.

Wyjscie

Na standardowe wyjécie nalezy wypisaé jedng liczbe calkowity — reszte z dzielenia przez 10° maksymalnej liczby gosci,

ktorych Bajtazar moze zaprosi¢ (czyli maksymalnej liczby sposobdw, na jakie mozna odwazyé n graméw zlota, uzywajgc
minimalnej mozliwej liczby odwaznikow).

Przyklad
Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
166 3

Do odwazenia 166 gramow potrzeba uzyé 7 odwaznikéw. Wazenie mozna wykonaé na nastepujgce sposoby:
1. na lewej szalce zloto, na prawej odwazniki 64, 64, 16, 16, 4, 1, 1;
2. na lewej szalce zloto i odwazniki 64, 16, 16, na prawej odwazniki 256, 4, 1, 1;

3. na lewej szalce zloto i odwazniki 64, 16, 4, 4, 1, 1, na prawej odwaznik 256.

Rozwigzanie
Algorytm korzysta istotnie z reprezentacji czwérkowej liczby n. Niech
n=ny-44n 4440

wowczas
n = [no,ni,na,...,nk4
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oznacza reprezentacje czwérkowa liczby n. Tradycyjnie przyjmujemy, ze ng,ni,...,n; sa cyframi czworkowymi
i pochodzg ze zbioru {0,1,2,3}. Mozemy jednak t¢ reprezentacje uogdlnié na system z cyframi ujemnymi
{-3,-2,-1,0,1,2,3}. Nawiazujac do tresci zadania, mozemy powiedzie¢, ze cyfra ujemna —s oznacza umieszczenie s
odwaznikéw o odpowiedniej wadze na lewej szalce — tej samej, co wazony przedmiot.

Przyklad 1
166 = [2,2,1,2]4, poniewaz 166 = 2-43 4242 +1-41 4-2.4°,
Z drugiej strony
166 = [1,—1,-2,1,2]4, poniewaz 166 = 1-4% —1.43-2.4241.41 12.49,

Traktujac reprezentacje czwérkowa [ng,ny,...,n] jako sposéb zwazenia sztabki o wadze n, widzimy, ze liczba
uzytych odwaznikéw to suma wartosci bezwzglednych cyfr w reprezentacji. Minimalng warto$¢ tej sumy oznaczymy
przez M (n). Minimalna reprezentacja to taka, w ktérej suma cyfr wynosi M(n).

W zadaniu chodzi o wyznaczenie liczby, oznaczanej tutaj przez ILE (n), minimalnych reprezentacji liczby n.

Przyklad 2 Dla rozwazanego przyktadu zachodzi:
M(166) = 7 (suma minimalna cyfr wynosi 7) oraz ILE(166) = 3 (mamy 3 minimalne reprezentacje):

166 = [2,2,1,2]4 = [1,—1,—1,-2,-2]4 = [1,—1,-2,1,2]4.

Obserwacja 1 Zauwazmy, Ze w minimalnej reprezentacji nigdy nie wystqpiq cyfry o wartosci bezwzglednej wigkszej niz
2. Jest oczywiste, Ze uzycie czterech takich samych odwaznikow jest nieoszczedne — zawsze mozna je zastqpic jednym
wigkszym odwaznikiem. Natomiast trzy odwazniki o wadze 4' zawsze mozna zastapic jednym odwaznikiem o wadze 4!
oraz jednym odwaznikiem o wadze 4' postawionym na przeciwnej szalce.

Przyjmijmy, ze [no,nl,...,nk]4 jest tradycyjnq reprezentacjq czworkowq n, tzn. n; € {0,1,2,3} dla i =0,1,... k.
Zdefiniujmy takze n<"> = [ng,ni,...,n;_1]a — jest to warto$¢ liczby, ktdrej reprezentacja jest prefiks ciagu
[no,n1,n2,. .. ,n;] dlugosci i (ztozony z i najbardziej znaczacych cyfr). Dodatkowo wprowadZzmy oznaczenia:

x; =M (n<">);

yi=M(n<=+1);
e X; =ILE(n<");
o ¥, =ILE(n~> +1).

Latwo zauwazy¢, ze poszukiwanym wynikiem jest liczba X 1. Skonstruujemy algorytm, ktéry bedzie wyznaczat
kolejno wszystkie czworki x;,y;, X, Y;dlai=1,... . k+ 1.

Pierwszy sukces — wyznaczenie liczb x;,y;

Na poczatku policzymy tylko sume cyfr w minimalnej reprezentacji, czyli minimalna liczbe odwaznikéw. Kluczem do
sukcesu jest wykorzystanie obu wartoSci — x; oraz y; — do wyznaczenia kolejnej pary x;y| oraz y;+1. Zauwazmy, ze
n<it1> = p<i> .4 4 n;. W zaleznosci od wartosci n; poszukiwane liczby x; 1 oraz y;, |, wyznaczamy nastgpujaco:

Oblicz(x;;1,yiv1)

ni=0 = (xit1,yi41) = (i, xi +1)
ni=1 = (xi41,yi41) = (x+ 1, min(x; +2,y; +2))
ni=2 = (Xir1,¥ir1) = (min(x;4+2,y; +2),y;i + 1)
n=3 = (xr1,yi01) = i+ 1)

Uzasadnijmy, ze nasza procedura jest poprawna. Rozwazmy w tym celu wyznaczenie wartosci x;+; we wszystkich
czterech przypadkach. Wartosci y;4 to wartosci x;11 z ,,sasiedniego” przypadku, wigc uzasadnienia poprawnosci obliczen
dla nich pominiemy.

Przypadek 1: n; = 0. Jesli do dotychczas rozpatrywanej wartosci n<"> dopisujemy na koficu zero, to optymalny sposéb
jej zwazenia polega na zastapieniu wszystkich odwaznikéw czterokrotnie cigzszymi. Gdyby bowiem istniat lepszy
dobér x; 41 < x; odwaznikéw, wéwczas takze liczbe n<*> datoby si¢ odwazy¢ przy pomocy x;; | odwaznikéw. Wsréd
odwaznikéw tworzacych minimalna reprezentacje n<~"*'> nie ma bowiem odwaznika o wadze jeden i wszystkie
odwazniki tworzace t¢ reprezentacje mozemy zastapi¢ czterokrotnie 1zejszymi.
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Przypadek 2: n; = 1. Aby zwazyé sztabke o wadze n<"*!'> mozemy zmieni¢ wszystkie odwazniki uzywane w mini-
malnej reprezentacji n<"> na czterokrotnie ciezsze i dotozyé odwaznik o wadze jednostkowej na prawej szalce,
przeciwnej niz sztabka. Wazymy w ten sposdb, uzywajac x; + 1 odwaznikéw. Dlaczego nie mozna lepiej? W opty-
malnym zestawie odwaznikéw dla sztabki o wadze n<*!> musi by¢ dok}adnie jeden odwaznik o wadze 1 (w opty-
malnym zestawie nie uzywamy bowiem wigcej niz dwéch odwaznikéw tego samego typu i tylko zestawy z jednym
odwaznikiem jednostkowym pozwalaja nam odwazy¢ warto$ci nieparzyste). Wyrzucajac go z zestawu, dostajemy
zestaw o wadze 4 -n<"> ztozony z x; 1 — 1 odwaznikéw. Mozemy je zastapi¢ czterokrotnie 1zejszymi, otrzymujac
rozwiazanie dla n<>, a zatem xi+1 — 1 < x;, z optymalnosci x; mamy rowniez nier6wnos$¢ przeciwna x; 11 — 1 > x;,

czyli xjp1 — 1 =x;.

Przypadek 3: n; = 2. Jesli do n<*> dopisujemy na koricu dwéjke, to nowa sztabke n<'*!> mozemy zwazy¢:
e w zestawie x; odwaznikéw stuzacym do zwazenia n<">

cigzsze i doktadajac dwa o wadze jeden lub

zamieniajac wszystkie odwazniki na czterokrotnie

e biorac optymalny zestaw y; odwaznikéw dla n<> + 1, zamieniajac w nim wszystkie odwazniki na czterokrotne
cigzsze i doktadajac dwa o wadze jeden na t¢ sama szalke, co sztabka.

W pierwszym przypadku uzyjemy x; + 2 odwazniki, w drugim przypadku wykorzystamy y; + 2 odwazniki. Za x|
przyjmujemy lepsza z tych mozliwosci. Dlaczego inny spos6b nie moze by¢ lepszy? Zatézmy, ze uda nam sig¢
zwazy¢ n<1> lepiej, uzywajac x;y1 < min(x; +2,y; +2) odwaznikéw. Poniewaz wartosé n<"*t1> daje reszte 2
z dzielenia przez 4, wigc w optymalnym zestawie odwaznikéw musza by¢ dwa odwazniki o wadze 1 i musza staé
na tej samej szalce. Usuwajac je, zmieniamy odwazona liczbg o —2 (jesli staty na przeciwnej szalce niz sztabka)
albo o 2 (jesli staly na tej samej szalce, co sztabka). W uzyskanym zestawie wszystkie odwazniki mozemy zastapic¢
czterokrotnie 1zejszymi. Taka operacja daje nam zestaw o wadze n<> lub n~"> 41 ztozony z x; | — 2 odwaznikéw,
co pozwalatoby zwazyé n<"> lub n<"> + 1 lepiej niz optymalnie!

Przypadek 4: n; = 3. Aby ustawi¢ odwazniki o tacznej wadze n<"*!>, mozemy skomponowaé zestaw dla wagi n~*> + 1,
nastepnie zamieni¢ wszystkie odwazniki na czterokrotnie cigzsze i potem na szalce ze sztabka polozy¢ odwaznik
jednostkowy. Dostaniemy w ten sposéb zestaw ztozony z y; + 1 odwaznikéw. Czy jest on optymalny? Zatdézmy,
ze nie jest i ze mozna sztabke o wadze n~"*1> zwazy¢, uzywajac x;1 1 < y; + 1 odwaznikéw. Wsréd nich musi by¢é
jeden odwaznik jednostkowy (bo sztabka ma nieparzysty cigzar) — usuimy go. DostaliSmy w ten sposéb zestaw
bez odwaznikéw jednostkowych, gotowy do odwazenia sztabki o wadze réwnej (w zaleznosci od tego, z ktorej
szalki usuneliSmy odwaznik):

o n<T1> 41 = n<> .4 +4, w ktérym mozemy zamienié wszystkie odwazniki na czterokrotnie lzejsze,
uzyskujac zestaw do odwazenia sztabki n<'~ + 1 przy pomocy mniej niz y; odwaznikéw, co jest niemozliwe;

o n<T1> _ 1 =n<>.4 42 co jest niemozliwe, bo w zestawie nie ma juz odwaznikéw jednostkowych, wiec

mozna odwazy¢ nim tylko wielokrotnosci liczby 4.

Rozwazenie wszystkich przypadkéw pozwolito nam upewnic si¢, ze mamy szybka i prosta metod¢ wyznaczania wartosci
X; orazy;.

Ostateczny sukces — wyznaczenie liczb X;,Y;
Przypomnijmy, ze X; oznacza liczbe optymalnych sposobéw zwazenia sztabki o wadze n<>, a ¥; — liczbg optymalnych
sposobéw dla sztabki o wadze n<*> + 1. Ponadto X;,; jest poszukiwanym wynikiem. Do wyznaczenia X; oraz Y;

wykorzystamy nastgpujace zaleznosci:

Oblicz(X;1,Y;11)

ni=0 = ( i+1 l+1) (Xi>Xi)
ni=1x<y, = (Xi1,Yi1) = (X, X))
ni=1lxi=y, = (Xiy1,Yi11) = (X, Xi+Y)
n=1x>y — ( i+1, 1+l) (Xivyi)
ni=2x<yi = (Xiy1,Yi41) = (X,Y;)
n=2x=yi = Xi1,Yi11)=X+Y,Y)
ni=2x>y; = (Xiy1,Yir1) = (Y, Y))

n=3 = (Xin,Yi)=,Y)

Zastanbwmy si¢, czy zaproponowana metoda jest poprawna.
ograniczymy si¢ do warto$ci X;. Przypomnijmy, Zze w poprzednim rozdziale pokazaliSmy, jak rozwigzania optymalne
dla n<"> przeksztatca¢ w rozwiazania optymalne dla n<"*1> i vice versa.
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Przypadek 1: n; = 0. Kazde rozwiazanie optymalne dla n<"> mozemy przeksztalci¢ w inne rozwiazanie optymalne dla
n<*1> _ wystarczy zastapi¢ wszystkie odwazniki czterokrotnie cigzszymi. To dowodzi, ze X; < X;, 1. Takze kazde
rozwiazanie optymalne dla n<""'> mozemy przeksztalci¢ w inne rozwiazanie optymalne dla n<"> — wystarczy
zastapi¢ wszystkie odwazniki czterokrotnie 1zejszymi. Stad X < X;.

<i

Przypadek 2: n; = 1. Jak poprzednio, kazde rozwiazanie optymalne dla n<'> przeksztalcamy w jedno rozwiazanie
optymalne dla n<i*1> j

i vice versa. Ponownie wigc mamy réwnos¢ X; = Xjy .

<i+1>
>

Przypadek 3: n; = 2. Tym razem moze by¢ réznie. Tworzac rozwiazanie optymalne dla n , wybieramy lepsza
z dwéch mozliwosci. Jeli x; < y;, to przeksztalcamy rozwiazanie optymalne dla n<"> i tatwo zauwazyé, ze
jest to przeksztalcenie réznowartoSciowe w obie strony (a wigc w tym przypadku X; = X;11). Jesli x; > y;,
to przeksztalcamy rozwiazanie optymalne dla n<"> + 1 (i analogicznie jak poprzednio mamy Y; = X;;1). Jesli
X; = yi, to kazde rozwiazanie dla n<"> oraz kazde rozwiazanie dla n<*> + 1 mozna przeksztatci¢ w optymalne
rozwiazanie dla n<"!>. Co wazne, tatwo zauwazyé, ze rozwiazania te sa rézne. To dowodzi, ze w tym przypadku
Xiy1 > X; + Y. Poniewaz przeksztatcenie odwrotne pozwala nam z kazdego rozwiazania optymalnego dla n<i+1>
otrzymaé rozwiazanie optymalne dla n<"> albo rozwiazanie optymalne dla n<"> + 1, wiec takze X; ;| < X; +Y;.

Przypadek 4: nj=3. W tym przypadku nie mamy wyboru, podobnie jak w dwéch pierwszych przypadkach.
Rozwigazanie optymalne dla n<"*!> otrzymujemy z rozwiazania optymalnego dla n<"> + 1 i vice versa. Ponadto
oba przeksztalcenia sg réznowartoSciowe, wigc X; 11 =Y;.

Algorytm
Przeprowadzone rozwazania pozwalaja nam skonstruowac bardzo prosty algorytm rozwigzania zadania:

X0 =05y :=1; Xo == 1; Yo := I
. for i := 0 to k-1 do
: begin
Oblicz(xi11,yir1);
Oblicz(Xiy1,Yiv1);
end
. return Xj1;

N T Rw e

Jezeli pomina¢ koszt implementacji wlasnej arytmetyki duzych liczb, to powyzsze rozwiazanie ma ztozonos¢ czasowa
O(k) = O(logn) — taka jest liczba wykonywanych operacji poréwnan i dodawan. Jesli uwzglednimy, ze wszystkie te
operacje sa wykonywane na liczbach dtugosci O(logn), to ztozono$é algorytmu wzrasta do O(log? n). Dodatkowo, sama
zamiana danych na czwérkowy uktad pozycyjny zajmuje czas O(log2 n), co jest sktadnikiem decydujacym o ztozonosci
czasowej programu.

Implementacja rozwiazania wzorcowego znajduje si¢ w plikach wag.c, wagl.pas i wag2.cpp.

Rozwigzania nieoptymalne

Istnieje szeroka gama rozwiazan nieoptymalnych; pokrétce wymienimy najwazniejsze z nich.

Zauwazmy, ze ustaliwszy laczna mas¢ odwaznikéw znajdujacych si¢ na lewej szalce, mozna tatwo obliczy¢, jaka mase
odwaznikéw trzeba ustawié na szalce prawej. Z kolei dang mas¢ odwaznikéw m mozna zawsze ustawi¢ na doktadnie
jeden sposdb, zaktadajac koniecznos¢ uzycia minimalnej liczby odwaznikow — liczbg t¢ mozna wyznaczy¢ jako sume
cyfr w rozwinigciu czwdérkowym m (dowdd tego prostego faktu pozostawiamy Czytelnikowi). Istnieje kilka réznych
rozwiazan, ktére na wszystkie sensowne sposoby (czyli takie, ktére nie wykorzystuja odwaznikéw istotnie cigzszych niz
n) probuja wybiera¢ mas¢ m odwaznikéw na lewej szalce i sprawdzaé, czy otrzymany uktad wykorzystuje nie wigcej
odwaznikéw niz dotychczasowe. Przykladowe implementacje znajduja si¢ w plikach wagsl.c (ztozono$¢ czasowa
0(5"°%m)) i wags2.c (ztozonosé¢ O(n)).

Istnieja takze szybsze rozwigzania nieoptymalne, ktére czgSciowo opierajgq si¢ na obserwacjach z rozwigzania
wzorcowego. W rozwigzaniu zaimplementowanym w pliku wags3.cpp wykonujemy operacje, w ktérej prébujemy
dopetniaé aktualng warto$¢ n do podzielnej przez 4 na dwa sposoby:

a) umieszczamy (n mod 4) odwaznikéw jednostkowych na prawej szalce,
b) umieszczamy (4 —n mod 4) odwaznikéw jednostkowych na lewej szalce.

Dla kazdego z przypadkéw nastepuje nastgpnie wywotanie rekurencyjne, w ktérym konstruujemy rozwiazanie dla 3 w
przypadku a), natomiast w przypadku b) — dla 7 + 1. A zatem w kazdej fazie n zostaje podzielone mniej wigcej przez 4,



Waga czwérkowa

skad mozna wywnioskowad, ze liczba faz bedzie rzgdu O(log, n). Poniewaz kazda faza powoduje dwukrotne zwigkszenie
liczby wywotan rekurencyjnych, to ztozonos$¢ czasowa catego algorytmu to (na mocy wilasnosci logarytmoéw):

logy n

0(210g4n) _ 0(210g24) — 0(20.510g2n) _ O(ﬁ)

Wreszcie w pliku wags4.cpp jest opisane rozwigzanie o pesymistycznie takiej samej zlozonoSci czasowej, ale w
praktyce zachowujace si¢ znacznie lepiej. Zauwazamy mianowicie, ze w przypadku, kiedy (n mod 4) € {0, 1,3}, wiemy
doktadnie, na ktdra szalke nalezy stawia¢ odwazniki jednostkowe, zeby wynikowa liczba odwaznikéw byla najmniejsza
mozliwa: dla warto$ci 0 i 1 bedzie to szalka prawa, natomiast dla 3 — lewa. Dowdd tego faktu wynika wprost z dowodu
poprawnos$ci rozwiazania wzorcowego, lecz mozna go takze wywnioskowaé prostszymi metodami. To pokazuje, ze
w przypadku reszt 0, 1,3 wystarczy jedno wywotanie rekurencyjne powyzszego algorytmu, a jedynie dla reszty 2 musimy
rozpatrzyé dwie mozliwosci. Opisane spostrzezenie pozwalato na przejécie praktycznie wszystkich testéw dla n < 10'°,
czyli w zakresie liczb catkowitych 64-bitowych.

Testy

Rozwiazania zawodnikdw byty sprawdzane na 12 zestawach testéw, z ktérych potowa byta testami poprawnoSciowymi,
odrézniajacymi od siebie gorsze rozwigzania nieoptymalne, a potowa — wydajnosciowymi, ktére przechodzito jedynie
rozwiazanie wzorcowe. W ponizszej tabelce n oznacza ilo$¢ ztota do odwazenia (lub liczbg cyfr liczby n, w przypadku
gdy n jest bardzo duze), a w — reszte z dzielenia przez 10° wynikowej liczby sposobéw odwazenia masy n na szalce.
W przypadku testéw poprawnosciowych wartosci parametru w sa doktadne (a nie tylko modulo 10°).

Nazwa n w Opis
wagla.in 6582 4 | maly test poprawnoSciowy
waglb.in 6566 5 | maly test poprawnosciowy
waglc.in 1 1 | maly test poprawno$ciowy
wagld.in 4 1 | maly test poprawnosciowy
wag2a.in 42394 7 | maty test poprawnoS$ciowy
wag2b.in 42395 5 | maly test poprawnosciowy
wag3a.in 42406 8 | Sredni test poprawnosciowy
wag3b.in 681382 11 | $redni test poprawnosciowy
wag4a.in 9857418 10 | duzy test poprawnoS$ciowy
wag4b.in 9869466 9 | duzy test poprawnosciowy
wagSa.in 17-cyfrowe 63 | (bardzo) duzy test poprawnosciowy
wag5b.in 17-cyfrowe 48 | (bardzo) duzy test poprawnosciowy

wag6a.in 1000-cyfrowe | 927630336 | test wydajnoSciowy
wag6b.in 1000-cyfrowe | 22068224 | test wydajnosciowy
wag7a.in 1000-cyfrowe | 750522880 | test wydajnosciowy
wag7b.in 1000-cyfrowe | 263792640 | test wydajnosciowy
wag8a.in 1000-cyfrowe | 667363840 | test wydajnoSciowy
wag8b.in 1000-cyfrowe | 252758528 | test wydajnosciowy
wag9a.in 1000-cyfrowe | 324093440 | test wydajnosciowy
wag9b.in 1000-cyfrowe | 78606848 | test wydajnosciowy
wagl0Oa.in 998-cyfrowe | 928779529 | test wydajnoSciowy
wagl0b.in 998-cyfrowe | 771686912 | test wydajnosciowy
waglla.in 9854718 1 | duzy test poprawnos$ciowy
wagl1b.in 9864966 2 | duzy test poprawnosciowy
wagl2a.in | 1000-cyfrowe | 20610560 | test wydajnoSciowy

wagl2b.in | 1000-cyfrowe | 523009536 | test wydajnoSciowy
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Testy byly generowane w sposéb losowy, z dodatkowym zalozeniem, zeby w wigkszosci zestawéw wartoSci parametru
n w obu testach byty zblizone do siebie. Dodatkowo, sposéb generowania uwzgledniat to, zeby wyniki dla testow
(wartosci parametru w) byly duze.

Rozwiazania o ztozonosci Q(n) przechodzity odpowiednio pierwsze 2 i 3 testy. Rozwiazanie o ztozonosci czasowej
O(+/n), ale bez optymalizacji, przechodzito wszystkie testy poprawnosciowe poza bardzo duzymi, natomiast rozwiazanie
z optymalizacjami — wszystkie testy poprawnoSciowe. 50% testéw przechodzita takze implementacja rozwiazania
wzorcowego nieuzywajaca arytmetyki duzych liczb.
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Thumaczenie

101 2006, dzien pierwszy, 15.08.2006

Zakazany podgraf

Dwa nieskierowane grafy G i H sq izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy:
® majq takqg samq liczbe wierzcholkow oraz

® istnieje wzajemnie jednoznaczne przyporzqdkowanie wierzcholkéw H wierzcholkom G, takie Ze krawedZ miedzy
dowolnymi dwoma rézZnymi wierzcholkami G istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje krawedZ miedzy odpowiednimi
wierzchotkamsi H .

Dwa grafy przedstawione ponizej sq izomorficzne, mimo, Ze wygledajq calkiem inaczej.

a g 1 2
b h \5 E-/
5 I
WaN PN

Jednym ze wzajemnie jednoznacznych przyporzadkowan, ktore dowodzq, Ze te grafy sq izomorficzne, jest:
{a—1,b—6,c—8,d—8,9—5,h—2,i—4,j—7}. Mogq tez istnieé¢ inne takie przyporzedkowania.

Podgraf grafu G to graf, ktérego zbior krawedzi i wierzchotkow jest podzbiorem zbioru krawedzi i wierzcholkéw grafu G.
Zoauwaz, ze G jest sam swoim podgrafem. Ponizej pokazano przyktad grafu i jednego z jego podgrafow.

1 2 2
S - s -
| | ]

LN -

Powiemy, ze graf G zawiera inny graf H wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje co najmniej jeden graf H' bedgcy podgrafem

3

G, taki ze H' jest izomorficzny z H. Ponizej pokazano pewien graf G i graf H, taki ze G zawiera H.
1 2 1 2
\ / a \ /
5—6 | 5—6
| | b | |
8 7 VAN 8
/ \ ““H d \3
4 3 !
G

Zadanie

Majgc dane dwa nieskierowane grafy G i H, wyznacz podgraf G' grafu G, taki Ze:
e liczby wierzchotkow G i G' sq takie same oraz
e G' nie zawiera H.

Oczywiscie moze byé wiele podgraféw G' o tych wlasciwosciach. Znajd# ten z nich, ktéry ma mozliwie najwiecej
krawedzi.

Algorytm podstawowy

Prawdopodobnie najbardziej podstawowq strategiq rozwigzywania tego problemu jest rozwazac krawedzie G w porzqdku ich
wystepowania w pliku wejsciowym i kolejno dodawaé je do grafu G', za kazdym razem sprawdzajgc, czy G’ zawiera H,
czy nie. Poprawna implementacja tego algorytmu zachlannego przyniesie Ci troche punktow. Wiedz jednak, Ze istniejq
znacznie lepsze strategie.
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Ograniczenia
8 <m < 4 — liczba wierzchotkow H,
S <n< 1000 — liczba wierzcholkow G.
Wejscie

Otrzymasz 10 plikéw o nazwach od forbiddenl.in do forbiddenl0.in. Kazdy z nich bedzie zawieral nastepujgce dane.

forbiddenK.in OPIS

35 WIERSZ 1: Zawiera dwie oddzielone odstepem liczby, m in.

010 NASTEPNE m WIERSZY: Kazdy wiersz zawiera m pooddzielanych pojedynczymi
101 odstepami liczb calkowitych i reprezentuje jeden wierzcholek grafu H. Wierzcholki
010 H wymienione sq w kolejnosci 1,...,m. i—ta liczba w j—tym wierszu jest jedynkq,
01000 gdy wierzcholki i oraz j sq polgczone krawedzig, a zerem w przeciwnym wypadku.
10100 NASTEPNE n WIERSZY: Kazdy wiersz zawiera n pooddzielanych pojedynczymi
01010 odstepami liczb calkowitych i reprezentuje jeden wierzcholek grafu G. Wierzcholki
00101 G wymienione s¢ w kolejnosci 1,...,n. i-ta liczba w j—tym wierszu jest jedynkq,
00010 gdy wierzcholki i oraz j sq polgczone krawedzig, a zerem w przeciwnym przypadku.

Zauwwaz, Ze poza pierwszym wierszem, dane wejSciowe sq macierzami sgsiedztwa grafow H i G.

Wyjscie

Masz dostarczyé 10 plikéw, po jednym dla kazdego pliku wejsciowego. Kazdy z tych plikéw musi zawieraé nastepujgce dane:

forbiddenkK.out OPIS
#FILE forbidden K WIERSZ 1: Nagléwek pliku.  Naglowek ten musi zawierad fraze: #FILE
forbidden K, gdzie K to liczba z przedziatu od 1 do 10 — numer odpowiedniego

000 pliku wejsciowego.

000 WIERSZ 2: Zawiera jedng liczbe calkowitq: n.

000 NASTEPNE n WIERSZY: Kazdy wiersz zawiera n pooddzielanych pojedynczymi
000 odstepami liczb calkowitych i reprezentuje jeden wierzcholek grafu G'. Wierzcholki

O O O O !
O O O O =

000 G’ powinny byé wymienione w kolejnosci 1,...,n. i—ta liczba w j—tym wierszu jest
jedynkq, gdy wierzchotki i oraz j sq polgczone krawedzig, a zerem w przeciwnym
przypadku.

Poza pierwszymi dwoma wierszami, dane wejsciowe sq macierzami sqsiedztwa grafu G'. Zauwaz, Ze moze istnieé wiele
poprawnych wynikéw. Wynik z powyzszej tabeli jest poprawny, ale nieoptymalny.

Sposob oceniania

Twoja punktacja bedzie zaleieé od liczby krawedzi wypisanego grafu G' w nastepujgcy sposéb. Niezerowq liczbe punktéw za
test otrzymasz wtedy, gdy wynik bedzie zgodny ze specyfikacjg. W takim wypadku liczbe punktow obliczymy nastepujgco.
Niech E)y bedzie liczbg krawedzi w wypisanym przez Ciebie grafie G'. Niech Ej, bedzie liczbg krawedzi grafu G' utworzonego
przez algorytm podstawowy. Niech E,, bedzie maksymalng liczbg krawedzi w grafach G' wypisanych przez wszystkich
zawodnikow. Za taki test otrzymasz punkty wg. wzoru:

30+ 10 R  jesli By > By,

{302‘ jesli By < By,
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101 2006, dzien pierwszy, 15.08.2006

Rozszyfrowywanie pisma Majow

Rozszyfrowywanie pisma Majow okazalo sie trudniejsze, niz przypuszczano. Po blisko dwdch wiekach wiemy dzis o nim
niewiele. Pewien postep zanotowano w ciggu ostatnich 30 lat.

Pismo Majow sklada sie z malych obrazkéw nazywanych glifami. Glify reprezentujq gloski. Stowa Majow skladajq sie
z zestawow takich glifow dowolnie uporzgdkowanych.

Jednym z glownych problemow jest ustalenie porzgdku odczytu. Pisarze bowiem czesto zmieniali porzgdek glifow
w ramach stowa, zgodnie z wtasnym odczuciem estetyki. W efekcie, nawet jesli wiemy jaok poszczegolne glify wymawiano,
nie znamy brzmienia zapisanych stow.

Archeologowie poszukujq pewnego szczegdlnego stowa W. Znajg zestaw jego glifow, ale nie znajg wszystkich porzedkow,
w jakich mozna je zapisywaé. Dowiedziawszy sie o 101 2006, poprosili Cie o pomoc. Dostarczg Ci zestaw g glifow, z ktorych
sklada sie stowo W oraz cigg S wszystkich gliféw (w oryginalnym porzedku) badanego tekstu. Pomdz im zliczyé wszystkie
potencjalne wystgpienia stowa W w S.

Zadanie

Napisz program, ktory dla zadanych glifow stowa W oraz ciggu S, wyznaczy liczbe wszystkich potencjalnie mozliwych
wystgpien W w ciggu S, to znaczy wszystkich podstéw ciggu S zloZonych z kolejnych g glifow, ktére sq permutacjq gliféw
stowa W.

Ograniczenia

1<g< 3000 liczba glifow w stowie W,
g < |S| < 8000000, gdzie |S| jest liczbg gliféw w ciggu S.

Wejscie
Twoj program powinien przeczytaé dane z pliku writing.in.
writing.in OPIS
4 11 WIERSZ 1: Zawiera 2 liczby calkowite oddzielone odstepem oznaczajgce
cAda kolejno g oraz |S|.
AbrAcadAbRa WIERSZ 2: Zawiera g kolejnych znakdéw reprezentujgcych glify wchodzgce

w sktad W. Dozwolone znaki, to 'a’ —' 2' oraz 'A' —' Z'; wielkie i male litery
traktowane sq jako rézine.
WIERSZ 3: Zawiera |S| kolejnych gliféw badanego napisu. Dozwolone znaki

to'a =" 2 oraz'A' ' Z'; wielkie i male litery traktowane sq jako réine.

Wyjscie
Twaj program powinien zapisac¢ nastepujgce dane w pliku writing.out.
writing.out OPIS
2 WIERSZ 1: ma zawieral liczbe wystgpieri permutacyi stowa W w ciggu S.

Sposéb oceniania

50 punktow mozna dostac za zestaw testow, w ktorych g < 10.

Wazna informacja dla pascalowcéw

Typ string ma przez domniemanie we FreePascalu 255 znakéw. Jesli cheesz korzystaé z diuzszych napiséw, powinienes tuz
po naglowku programu umiescié dyrektywe kompilatora {SH+}.
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Piramida

Kapitan Zbik po wygraniu wielkiej bitwy z uktadem, postanowil zbudowaé piramide, ktdra uswietni to wielkie zwyciestwo,
ale rowniez bedzie grobem dla dzielnych milicjantow poleglych na polu chwatly. Piramida ma zostaé zbudowana na polu
bitewnym. Jej podstawa bedzie prostokgtem o a kolumnach i b wierszach. We wnetrzu piramidy, na dolnym poziomie
zostanie umieszczona prostokgtna komora o ¢ kolumnach i d wierszach. Znajdg sie w niej prochy poleglych milicjantéw.

Pole bitwy jest siatkq sktadajgcq sie z m kolumn i n wierszy. Kapitariscy mierniczy zbadali pole bitwy 1 zmierzyli
wysokosé kazdego kwadratu.

Piramida i komora muszq zostac¢ zbudowane w ten sposob, ze bedq catkowicie pokrywaé kwadraty siatki a ich boki bedqg
rownolegte do bokow pola bitwy.

Wysoko$é kwadratow komory pozostaje bez zmian, natomiast pozostale kwadraty podstawy piramidy zostang wyréwnane
przez przeniesienie ziemi z wyzszych kwadratow do nizszych. Koncowa wysokos$é podstawy bedzie Sredniq wysokoSciq jej
kwadratéw (pomijajec kwadraty komory). Architekci mogg dowolnie wybraé polozenie komory wewngtrz piramidy, jednak
mury otaczajgce komore powinny miec co najmniej 1 kwadrat grubosci.

1 2 3 4 5 6 7 8

1] 1 5 |10} 3 | 7 1 2 5

5| 6 b 3 3 3 2 2 2

Pomdéz architektom wybraé najlepsze mozliwe poloZenie piramidy i komory w jej wnetrzu — czyli takie, dla ktérego
koncowa wysokoS¢ podstawy bedzie najwyzsza z mozliwych.

Hlustracja przedstawia przykladowe pole bitwy; liczby wewngtrz kwadratéow oznaczajg ich wysokosé. Szare kwadraty
przedstawiajq podstawe piramidy, natomiast biale kwadraty wewnglrz szarego obszaru reprezentujg potozenie komory. Na
rysunku obok widaé optymalne polozenie podstawy piramidy i komory.

Zadanie

Napisz program, ktéry dla zadanych: rozmiaréw pola bitwy, piramidy i komory oraz wysokosci kazdego kwadratu, znajdzie
potozenie piramidy i komory, dla ktorego koncowa wysoko$¢ podstawy bedzie maksymalna.

Ograniczenia

3<m< 1000,
3<n< 1000,

S<asm,
3 <b<n,
1<c<a—2,
1<d<b—2.

Wszystkie wysokosci sq liczbami catkowitymi z przedziatu od 1 do 100.



Wejscie

Piramida

Twaj program powinien czytacé dane wejsciowe z pliku pyramid.in.

pyramid.in

OPIS

55321

51037125
12443315
43166 19 8
1134245
6333222

D= N O =

WIERSZ 1: Zawiera szesé liczb calkowitych pooddzielanych pojedynczymi od-
stepami, odpowiednio: m, n, a, b, ¢, d.

KOLEJNE n WIERSZY: Kazdy wiersz zawiera m liczb calkowitych, pood-
dzielanych pojedynczymi odstepami, ktore reprezentujg wysokosci jednego rzedu
siatki. Pierwszy z tych wierszy reprezentuje gorny rzqd (o numerze 1). Ostatni
reprezentuje dolny rzqd (o numerze n). W kazdym z tych wierszy m liczb re-
prezentuje wysokosci kwadratéw w kolumnach tego wiersza, rozpoczynajgc od

kolumny numer 1.

Wyjscie
Twaj program powinien zapisac nastepujgce dane do pliku pyramid.out.
pyramid.out OPIS
41 WIERSZ 1: Powinien zawieraé 2 liczby calkowite oddzielone odstepem,
6 2 reprezentujgce lewy gorny rég podstawy piramidy. Pierwsza liczba to kolumna,
druga wiersz.
WIERSZ 2: Powinien zawieraé 2 liczby calkowite oddzielone odstepem,
reprezentujgce lewy gorny rég komory. Pierwsza z liczb to kolumna, druga
wWiersz.
Uwaga

Jesli jest wiele optymalnych uloZen, wypisz dowolne z nich.

Sposéb oceniania

30 punktow mozesz otrzymaé za zestaw testow spetniajgcych nastepujoce wymagania: 3 <m < 10,

3<n<10.
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Gra w czarng skrzynke

r T T T T 1
Rekwizytem do tej gry jest czarna kwadratowa skrzynka lezgca poziomo  {Mwor | :
na stole. Kazda z jej czterech $cian ma n otwordw (razem jest wiec 4n . -’/.—
otworéw), do kto ] i¢ pitke. j ' '
’ ), do : Ofych mozna wrzucz/c pzlkg. Wrzu/cona do wnetrza pzl{{:a . \\‘u  Deflektory
w koncu wyleci z jednego z 4n otwordw; moze to byé nawet ten sam otwdr, ! f}'
do ktorego jg wrzucono. f J: i
L L 4 4 4

Whetrze czarnej skrzynki mozna przedstawié jako siatke n xn. Otwory na jej bokach sqg poczgtkami i koricami jej
rzedow i kolumn. Kazdy z jednostkowych kwadratow jest albo pusty, albo wypelniony deflektorem. Deflektor to urzgdzenie,
ktore zmienia kierunek poruszania si¢ pitki o 90 stopni. Spdjrz na pokazany obok przyklad dla skrzynki 5 X 5.

Pitka wrzucona do jednego z otworéw porusza sie po linii prostej do chwili uderzenia w deflektor lub wypadniecia ze
skrzynki. Gdy pitka uderzy w defiektor, zmienia kierunek swojego ruchu zgodnie z prawami odbicia, a deflektor zmienia
swoje ustawienie na przeciwne (zmiana o 90 stopni). Ponizej pokazano przyklad dzialania deflektora.

T e
o~ N1 el [ N[
]

Tl Il CITIT

a b C

a) Pilka wrzucona do otworu trafia na deflektor i zmienia kierunek ruchu.

b) Po wrzuceniu pierwszej pilki, deflektor zmienil swoje ustawienie. Kolejna pilka wrzucona do tego samego otworu
uderza w ten deflektor i odbija sie w przeciwnym kierunku.

¢) Deflektor zmienia swoje polozenie przy kazdym uderzeniu.

Deflektor uderzony pitkqg wydaje dZwiek. Liczba uderzen pitki w deflektory moze byé ustalona na podstawie liczby
tych dzwiekéw. Mozna wykazaé, Ze piltka zawsze wypadnie ze skrzynki. Skrzynka ma guzik, ktéry przywraca poczgtkowe
ustawienie wszystkich deflektoréw, oraz drugi guzik, ktéry odwraca ustawienia wszystkich deflektorow.

Zadanie

Otrzymasz interfejs do komunikacji z 15 skrzynkami poprzez biblioteke Pascala/C/C++. Twoim zadaniem jest jak
najdokladniej ustali¢ zawarto$é wnetrza kazdej z tych skrzynek i przedstawié plik z jego opisem. Otrzymasz takze mozliwosé
testowania na skrzynkach zdefiniowanych przez Ciebie.

Ograniczenia

1<n<30.
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Wyjscie
Twoim zadaniem jest przedstawi¢ do oceny plik z nastepujgcymi danymi dla kazdej z 15 skrzynek.
BlackboxK.out OPIS
#FILE blackbox K WIERSZ 1: Nagléwek pliku, ktéry musi zawieraé nastepujocq fraze:
..... #FILE blackbox K
o/ gdzie K (z przedzialu 1...15) odpowiada opisywanej skrzynce.
AL n WIERSZY: Kazdy z nich jest opisem jednego rzedu skrzynki (od rzedu najwyzszego
VAR do najnizszego). Kazdy z tych wierszy ma zawieraé dokladnie n znakéw. Kazdy znak
.77 jest opisem zawartosci jednej kolumny (kolumny sq opisywane od lewej do prawej):
o "' (kropka) oznacza, Ze kwadrat jest pusty.
e ' /' oznacza, Ze kwadrat zawiera deflektor o poczgtkowym polozeniu '/’
e '\’ oznacza, ze kwadrat zawiera deflektor o poczgtkowym polozeniu '\’
e '?' oznacza, Ze nie byles w stanie ustali¢ zawartosci tego kwadratu.
Biblioteka

Otrzymasz biblioteke, ktora udostepnia nastepujgce funkcje:

int Initialize(int box);

FUNKCJA OPIS

PASCAL Inicjuje biblioteke. Nalezy jg wywolaé jeden raz
function Initialize(box: integer): integer; na poczqgtku programu. Jej wynikiem jest n —
C/C++ liczba otworéw na kazdym boku skrzynki. Para-

metr box musi byc liczbg catkowitq z przedziatu od
1 do 15 (wtedy wskazuje numer badanej skrzynki)
lub zerem (co oznacza, ze bedziesz badal skrzynke
stworzong przez siebie).

C++

int throwBall(int holelIn, int sideln,
int *holeQut, int *sideOut); od lewej do prawej albo od goéry do dotu.

int throwBall(int holeIn, int sideln,
int &holeQut, int &sideOut); pitka. Wynikiem funkcji throwBall jest liczba

PASCAL Powoduje wrzucenie pitki do skrzynki poprzez
function throwBall(holeIn, sideln: integer; otwoér nr holeIn w Scianie sideln. gciany

var holeOut, sideQut: integer): longint; sq ponumerowane nastepujgco: 1 — gora, 2 —
C prawa, 8 — dol, 4 — lewa. Otwory sq

ponumerowane od 1 do n na kazdej Scianie,

W parametrach wyj$ciowych holeOut i sideOut
otrzymasz numer otworu i Sciany, skqed wypadnie

dzZwiekow wydanych przez uderzone deflektory.

PASCAL
procedure ResetBox;
C/C++

void ResetBox();

Przywraca pierwotne ustawienie kazdego deflek-
tora w skrzynce.

PASCAL

C/C++
void ToggleDeflectors();

procedure ToggleDeflectors;

Zmienia na przeciwne ustawienie kazdego deflek-
tora w skrzynce.

PASCAL
procedure Finalize;
C/C++

void Finalize();

Lagodnie koriczy interakcje ze skrzynkg. Nalezy
ja wywolaé na koricu programu.

Aby Twdj program mdglt wspélpracowaé z bibliotekq, wykonaj nastepujgce czynnosci:

e FreePascal: W katalogu zadania znajdziesz pliki pbblib.o i pbblib.ppu. Aby mdc z nich korzystal, umiesé

w programie nastepujgcq fraze:

uses pbblib;

Plik pblackbox.pas jest przyktadem, jaok korzystaé z tej biblioteki.
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e C: W katalogu zadania znajdziesz pliki cbblib.o i cbblib.h. Aby mdc z nich korzystaé, umiesé w programie
nastepujacq fraze:
#include "cbblib.h"
Plik cblackbox.c jest przykiadem, jak korzystaé z tej biblioteki. Aby skompilowaé swaj program, uzyj nastepujgcego
polecenia:

gcc —o yourprogram cbblib.o yourprogram.c
o C++: W katalogu zadania znajdziesz pliki cppbblib.o i cppbblib.h. Aby mdc z nich korzystaé, umiesé
w programie nastepujgcq fraze:

#include "cppbblib.h"
Plik cppblackbox.cpp jest przykladem, jak korzystaé z tej biblioteki. Aby skompilowaé swdj program, uzyj
nastepugjgcego polecenia:

g++ —-o yourprogram cppbblib.o yourprogram.cpp

UWAGA: W kazdej chwili moze dzialaé tylko jeden program korzystajgcy z biblioteki.

Przykladowa interakcja

Oto przykladowa interakcja dla skrzynki z poprzedniego rysunku:

WYWOLANIE WYNIKI ZWROCONE PRZEZ FUNKCJE
Initialize(0); Zaktadamy, ze uzyto skrzynki z poprzedniego rysunku. Wynikiem
jest &, co oznacza, Zen = 5.

PASCAL Wrzucamy pitke do otworu nr 8 (trzeci od gdry) na cianie lewey.
throwBall(3,4,hole0ut,sideOut) ; Wynikiem wywolania jest 1, co oznacza, Ze pitka uderzyla jeden
C raz w deflektor. Po zakonczeniu wywolania zmienna holeOut
throwBall(3,4,&hole0ut,&sidelut) ; bedzie rowna 2 a zmienna sideOut bedzie réwna 8. Oznacza to,
C++ ze pilka wypadla z otworu 2 (drugiego od lewej) na dolnej $cianie
throwBall(3,4,hole0Out,sideOut); skrzynksi.

Eksperymentowanie

Jesli wywotasz funkcje Initialize z argumentem 0, biblioteka odczyta opis skrzynki z pliku blackbox.in. Dzieki temu
mozesz poeksperymentowac z bibliotekq. Oto opis formatu pliku blackbox.in.

blackbox.in OPIS

5 WIERSZ 1: Zawiera n — liczbe otwordw w jednej $cianie.

3 WIERSZ 2: Zawiera liczbe catkowitq wskazujgcg liczbe deflektordw w skrzynce.

2 3\ NASTEPNE WIERSZE: Kazdy z deflektoréw jest opisany przez jeden wiersz.

42/ Kazdy wiersz zawiera dwie liczby calkowite oddzielone pojedynczym odstepem,

4 4/ ktore wskazujg odpowiednio kolumne i rzqd deflektora, oraz znak oddzielony
pojedynczym odstepem od drugiej liczby. Ten znak okresla polozZenie poczgtkowe
deflektora. Tym znakiem jest ' /' albo "\'.

UWAGA: Powyzszy plik blackbox.in opisuje skrzynke z rysunku na gdrze pierwszej strony.

Komunikaty o btedach

Jesli pojawiq sie jakies anomalie, biblioteka wypisze na standardowe wyjscie komunikat o bledzie. W ponizszej tabeli
wymieniono mozliwe komunikaty o bledach.

KOMUNIKAT ZNACZENIE

ERR 1 More than one app Tylko jeden program mozZe w danej chwili komunikowac sie ze skrzynkams.
Zamknij wszystkie programy i w kazdej chwili miej uruchomiony tylko
jeden.

ERR 2 Invalid box Podany przez Ciebie numer skrzynki lezy poza przedzialem [0, 15].

ERR 3 Invalid deflector Plik blackbox.in ma deflektor na niepoprawnej pozycji.

ERR 4 Invalid symbol Plik blackbox.in zawiera niedozwolony znak.

ERR 5 Invalid size Plik blackbox.in zawiera bledny rozmiar skrzynki.

ERR 6 Invalid input hole Podany numer Sciany lub otworu jest niepoprawny.

ERR 7 ALARM Zawolaj kogos z obstugi technicznej.




Gra w czarng skrzynke
Sposéb oceniania

Dla kazdej skrzynki musisz wygenerowaé plik tekstowy z jak najdoktadniejszym opisem jej wnetrza. Dla kazdej skrzynki:

o Jesli w zgloszonym przez Ciebie pliku bedzie co najmniej jeden znak ' .', " /' albo '\' na niewlaSciwej pozycji,
dostaniesz zero punktow za ten test.

e Niech By, bedzie maksymalng liczbg odgadnigtych pozycji posréd wszystkich poprawnych zgloszeri. Niech By bedzie
liczbg pozycyi poprawnie odgadnictych przez Ciebie. Procent punktéw otrzymanych przez Ciebie za ten test bedzie
wowezas wynosicé:

By
1 OOB—m

UWAGA: Rozwigzanie wzorcowe tego zadania jest w stanie dla dowolnej skrzynki poprawnie ustalié 100% poczgtkowych

pozycji w czasie mniejszym niz 8 minut.
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Laczenie punktow

wLaczenie punktow” to gra dla jednej osoby. Aby w nig zagraé, wybieramy dwie liczby calkowite wicksze niz 2; nazwijmy
je g i r. Nastepnie rysujemy 4 punkty tworzgce rogi kwadratu — dwa gorne zaznaczamy na zielono, dwa dolne na
czerwono. W koricu dodajemy zielone i czerwone punkty wewnqgtrz kwadratu, przy czym zadne 3 punkty (wliczajgc to
cztery poczgtkowe) nie mogq lezeé na jednej prostej. Te czynnosé wykonujemy az do momentu, gdy lgczna liczba zielonych
punktow osiggnie g, a czerwonych r.

Gdy plansza jest juz gotowa, mozemy zaczqc tgczenie punktow. Kazde dwa punkty mogq zostaé polgczone odcinkiem,
jesli:

o dwa tgczone punkty sq tego samego koloru i

e odcinek je lgczqcy nie przecina zadnego wczesniej narysowanego odcinka (natomiast odcinki mogq stykaé sie
koricams).

Dwa punkty u i v naleZg do jednej skladowej, jesli mozina przej$é z punktu u do v po narysowanych odcinkach.
Wygrywasz gre, jesli uda ci sie polgczyé wszystkie zielone punkty w jedng skladowg za pomocg g — 1 odcinkow, a wszystkie
czerwone punkty w drugg sktadowqg za pomocg r — 1 odcinkow. Mozna udowodnié, Ze jesli punkty wybrano wg powyzszych
zasad, to wygranie gry jest zawsze moZliwe.

1 2

Otrzymasz kwadratowq plansze, na ktorej umieszczono g zielonych i r czerwonych

punktéw, reprezentowanych przez pary liczb calkowitych (wz;y;).  Bedziemy
numerowac zielone punkty liczbami od 1 do g. Gérny lewy punkt ma wspdlrzedne
c (0,8) i numer 1, gérny prawy ma wspdlrzedne (s,s) i numer 2, za$ punkty

wewngtrz kwadratu majg numery od 3 do g. Czerwone punkty bedziemy numerowaé
liczbami od 1 do r, dolny lewy punkt ma wspdlrzedne (0,0) i numer 1, dolny prawy
punkt ma wspdlrzedne (s,0) i numer 2, za$ punkty wewngtrz kwadratu majg numery
od 3 dor.

2

Rysunek przedstawia przykladowq gre. Wszystkie zielone punkty zostaly polgczone, tworzqc jedng skladowgq. Rowniez
wszystkie czerwone punkty po polgczeniu tworzq jedng skladowq.
Jak latwo zaobserwowaé, zZadne trzy punkty nie sq wspdtliniowe i Zadne dwa odcinki nie przecinajq sie.

Zadanie

Napisz program, ktory dla zadanych g wspétrzednych zielonych punktéw, i r wspdtrzednych czerwonych punktow obliczy,
jak narysowaé (g— 1) zielonych odcinkéw i (r— 1) czerwonych, tak by wszystkie zielone punkty znalazly sie w jednej
sktadowej, wszystkie czerwone w drugiej, oraz Zadne dwa odcinki nie przecinaly sie.

Ograniczenia

8 < g< 50000 — liczba zielonych punktow,
8 < r< 50000 — liczba czerwonych punktow,
0 < s< 200000 000.
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Wejscie
Twdj program powinien czytacé dane z pliku points.in.
points.in OPIS
6 WIERSZ 1: Zawiera liczbe catkowitq g.
0 1000 NASTEPNE g WIERSZY: Kazdy wiersz zawiera dwie liczby calkowite oddzielone
1000 1000 pojedynczym odstepem, ktore reprezentujq wspdlrzedne x; i y; kazdego z g zielonych
203 601 punktow, poczynajgc od 1 do g.
449 212 WIERSZ g + 2: Zawiera liczbe catkowitq .
620 837 NASTEPNE r WIERSZY: Kazdy wiersz zawiera dwie liczby calkowite oddzielone
708 537 pojedynczym odstepem, ktore reprezentujq wspdlrzedne x; i y; kazdego z r czerwonych
8 punktow, poczynajgc od 1 do r.
00
1000 O
185 300
314 888
416 458
614 622
683 95
838 400
Wyjscie
Twaj program powinien zapisac nastepujgce dane do pliku points.out.
points.out OPIS
13¢g Plik wynikowy powinien zawieraé (g— 1)+ (r— 1) wierszy, po jednym dla kazdej
31r narysowanej linii lgczgcej punkty.
35r Kazdy wiersz powinien zawiera¢ 3 wartoSci pooddzielane pojedynczymi odstepami:
46r dwie liczby catkowite i znak. Duwie liczby calkowite reprezentujq numery punktow,
6 5r ktore majq zostaé polgczone. Znak musi mie¢ wartosé g, jesli punkty sq zielone, lub
46¢g r, jesli sq czerwone.
12¢g
12r Kolejnosé odcinkéow w pliku nie ma znaczenia, jok réwniez nie jest istotna kolejno$é
52¢g koricow odcinka.
26¢g
78r
82r

Spos6b oceniania

Mozesz dostac¢ do 35 punktow za zestaw testow spelniajgcych ograniczenia: 3 < g < 20 oraz 3 <r < 20
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Dolina Meksyku

Miasto Meksyk lezy w pigknej dolinie znanej jako Dolina Meksyku, ktora wieki temu byla jeziorem. Na poczgtku XIV w.
azteccy przywddcey religijni postanowili zasypaé srodek jeziora, aby zbudowac tam kapitol dla catego imperium. Dzi$ jezioro
jest catkowicie zasypane.

Zanim pojawili sie Aztekowie, naokolo jeziora funkcjonowalo ¢ miast. Niektore z nich mialy porozumienia handlowe.
Fregaty handlowe kursowaly miedzy tymi miastami, ktdre takie porozumienia mialy.

Przywodey miast w koncu doszli do porozumienia, w ramach ktérego zamierzyli uporzgdkowaé szlaki handlowe.
Opracowali trase, ktora tgczyla wszystkie miasta wokdt jeziora. Trasa ta miata nastepujoce wiadciwosci:

® trasa zaczynala sie w jednym z miast i po kolei wiodla przez wszystkie miasta, docierajgc w koncu do innego miasta,
niz jej poczqtek,

o kazde miasto pojawialo sie na trasie tylko raz,
e kazda para kolejno odwiedzanych miast miata porozumienie handlowe,
e kazda para kolejno odwiedzanych miast byla polgczona szlakiem handlowym w ksztalcie odcinka,

e aby zapobiec zderzeniom, Zadne dwa odcinki trasy nie przecinaly sie.

1

Na rysunku widzimy jezioro i miasta wokol niego. Clieciwy reprezentujq
porozumienia handlowe.  Pogrubione cieciwy okreslajg trase zaczynajgcg sie
w miescie 2, a konczgcq w miescie 5.

Nie byloby wlasciwe zaczqgl trase np. w miescie 2, i przediuzyc jg kolejno do 6 —
5 — 1, gdyz trasa taka przecielaby siebie samg.

Miasta sqg ponumerowane od 1 do c, poczynajgc od miasta na gorze. Numery
zwickszajq sie w kierunku wskazowek zegara.

Zadanie

Napisz program, ktory dla zadanej liczby ¢ miast oraz listy porozumien handlowych miedzy nimi, skonstruuje trase
spetniajgcg powyisze wymagania.

Ograniczenia

8 < e 1000 — liczba miast wokdt jeziora.

Wejscie
Twéj program powinien przeczytac¢ dane z pliku mexico.in.
mexico.in OPIS
WIERSZ 1: zawiera liczbe calkowitq ¢
WIERSZ 2: zawiera liczbe porozumien handlowych

KOLEJNE WIERSZE: reprezentujg porozumienia. Kazdy taki wiersz zawiera dwie
liczby calkowite oddzielone odstepem, reprezentujgce miasta, ktére majg porozumienie.

Tych wierszy jest tyle, ile jest porozumieri handlowych.

OB N WN Ok Ok © N
N o Wwo N D




Wyjscie

Dolina Meksyku

Twaj program powinien wypisaé w pliku mexico.out nastepujgce dane.

mexico.out

OPIS

OO0 N~ D WwN

Jesli mozna utworzyc Zgdang trase, nalezy wypisaé c wierszy. W kolejnych wierszach
powinny sie znaleZé numery kolejnych miast tworzgcych trase w porzqdku, w ktérym
powinny byé odwiedzane. Jesli utworzenie takiej trasy jest niemozliwe, nalezy umiescicé
w jedynym wierszu liczbe —1.

UWAGA: Jedli istnicje wiecej

Sposéb oceniania

niz jedna trasa spetniajgca warunki zadania, mozesz wypisaé dowolng z nich.

Mozesz dostaé do 40 punktow za zestaw testow spelniajgcych nastepujgce ograniczenia:

3<e<20.
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Obcy

Mirko jest znanym fanem znakéw na zbozu, czyli geometrycznych znakdéw utworzonych ze sprasowanych landw zboz. Takie
znaki przypisywane sqg Obcym z innego ukladu. Pewnego letniego wieczora wpadl na pomyst utworzenia wlasnych znakdéw
na polu swojej babci. Jako wielki patriota Mirko postanowil utworzyé ksztalt znany z herbu Chorwacji, to jest szachownice
5 x5 218 czerwonymi polami i 12 bialymi.

Szachownica z herbu Chorwacji

Pole babci jest podzielone na N x N jednostkowych kwadratow. Kwadrat w lewym dolnym rogu pola ma wspdirzedne
(1,1), a kwadrat w prawym gérnym rogu — (N,N ).

Mirko zdecydowal, Ze bedzie prasowat zboze nalezgce do czerwonych kwadratéow szachownicy, a biate kwadraty pozostawi
nietkniete.

Mirko wybral nieparzysta liczbe caltkowita M > 3 i utworzyl wzér, w taki sposéb, ze kazdy kwadrat szachownicy
sktada si¢ z M x M jednostkowych kwadratow pola oraz cala szachownica calkowicie miesci sie wewngtrz pola.

Przykladowe pole z wzorem utworzonym przez Mirko dla N =19 i M = 3.
Kwadraty sprasowanego zboza sq zrobione na szaro. Srodek wzoru ma wspdlrzedne (12,9) i jest zaznaczony
czarng kropkg.

Podczas gdy Mirko smacznie spal, wzor przykul uwage Prawdziwych Obeych, zwanych PO. Obcy unoszq sie gdzies
wysoko w swoim statku kosmicznym i mogq badaé wzdr Mirka za pomocq specjalnego Urzqdzenia. To Urzqdzenie moze
jedynie stwierdzié¢, czy konkretny jednostkowy kwadrat pola zostal sprasowany, czy nie.

Obcy znalefli jeden sprasowany kwadrat jednostkowy i teraz cheq znalezé Srodek wzoru (czyli $rodkowy kwadrat
jednostkowy), tak by méc w pelni podziwiaé pickno tego artystycznego tworu. Niestety nie znaja warto$ci M opisujgcej
rozmiar pojedynczego pola szachownicy.

Zadanie

Napisz program, ktéry dla zadanego N (15 < N < 2000000 000) czyli rozmiaru pola oraz wspdlrzednych (Xg,Yp)
sprasowanego kwadratu, znajdzie za pomocg Urzqdzenia Srodek wzoru utworzonego przez Mirko. Urzgdzenie jest bardzo
delikatne i moZesz go uzyé co najwyzej 300 razy w jednym tescie.

Interakcja

To jest zadanie interaktywne. Twdj program powinien wysylaé komendy do Urzqdzenia przez standardowe wyjscie

1 wezytywad odpowied? ze standardowego wejscia.
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Na poczgtku program powinien wczytaé ze standardowego wejscia trzy liczby calkowite N, Xo i Yy oddzielone
pojedynczym odstepem. Liczba N to rozmiar babcinego pola, a (Xo,Yy) to wspdlrzedne jednego ze sprasowanych
kwadratow jednostkowych.

Aby sprawdzié stan kwadratu (X,Y ) nalezy wypisaé wiersz examine X Y na standardowym wyjsciu.  Jesli
wspdlrzedne (X,Y ) nie znajduje sie wewngtrz pola (to jest jeden z warunkéw 1 < X < N, 1 <Y < N nie jest
spelniony), lub gdy liczba odwolan do Urzgdzenia przekroczy 800, twdj program otrzyma 0 punktdw za ten test.

OdpowiedZ Urzqdzenia to wiersz zawierajgcy jedno stowo true, jesli kwadrat (X,Y ) zostal sprasowany, lub false
w przeciwnym przypadku.

Gdy twdj program znajdzie $rodek wzoru, program powinien wypisaé na standardowy wyjscie wiersz solution X¢
Ye, gdzie (Xc,Ye) sq wspélrzednymi $rodkowego kwadratu jednostkowego wzoru. Wykonanie twojego programu po
tej komendzie zostanie natychmiast zakoriczone.

Pamietaj, ze twdj program musi wykonywaé operacje flush na standardowym wyjsciu po kaidej komendzie dla
Urzgdzenia. Na stronie konkursu bedg dostepne przyklady, jak to zrobic.

Przyklady programow

Przyklady programow we wszystkich trzech jezykach programowania sq¢ dostepne na stronie ,Tasks” systemu konkursowego.

Jedynym celem przykladow jest pokazanie prawidtowej komunikacji z Urzqgdzeniem. Nie sq to poprawne rozwigzania i nie
otrzymujq petnej punktacyi.

Ocena rozwigzan

W testach wartych w sumie 40 punktow, rozmiar M kazdego z kwadratéw Mirko nie przekracza 100. Kazdy test ma

unikalng poprawng odpowiedZ, niezalezng od pytan zadawanych przez twdj program.

Przyklad

W nastepujacym przykladzie komendy sq podane w lewej kolumnie, wiersz po wierszu. Odpowied? Urzqdzenia jest podana

w drugiej kolumnie w odpowiednim wierszu.

Wyjscie (polecenia) Wejscie (odpowiedzi)
197 4

examine 11 2 true

examine 2 5 false

examine 9 14 false

examine 18 3 true

solution 12 9

Testowanie

Podczas konkursu sq trzy sposoby testowania twojego rozwigzania.

Pierwszy sposdb to reczna symulacja (przez ciebie) Urzadzenia, ktdre komunikuje sie z twoim programem.

Drugi sposob to napisanie programu, ktory symuluje Urzqdzenie. W celu polgczenia twojego rozwigzania z Urzgdze-
niem, ktore zaprogramowale$, mozesz uzyé narzedzia o nazwie ,connect”, ktore mozna pobraé z systemu konkurso-
wego. Aby to uczynié, nalezy wydaé z konsoli polecenie, takie jak:

./connect ./solution ./device
(zastepujac stowa ,solution” i ,device” nazwami twoich programdw).
Dodatkowe argumenty polecenia ,connect” bedg przekazane do programu ,device”.

Trzeci sposob to wykorzystanie funkcji TEST systemu konkursowego do automatycznego uruchomienia twojego
rozwigzania na przygotowanych testach. W testach (uzywanych w tej opcji) rozmiar pola N jest ograniczony do
100.

Test powinien zawieraé trzy wiersze:

pierwszy wiersz zawiera rozmiar pola N i rozmiar M kwadratu szachownicy;

drugi wiersz zawiera wspotrzedne X i Yo pewnego jednostkowego kwadratu, ktory zostal sprasowany; te wspotrzedne
zostang przekazane do twojego programu;
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® lrzeci wiersz zawiera wspolrzedne X¢ i Yo Srodka wzoru.
System konkursowy przekaze ci szczegolowy zapis wykonania, lgcznie z informacjami o bledach, jesli:

e N nie spelnia zadanych ograniczen,

o M nie jest nieparzystq liczbg catkowitq wiekszq lub rowng 3,

® wzor mie miesci si¢ w polu,

o kwadrat (Xg,Yy) nie jest sprasowany.
Ponizej podany jest przyklad poprawnego pliku wejsciowego dla funkcji TEST. Przyklad odpowiada rysunkowi z pierwszej
strony.

19 3
7 4
12 9
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Powd6dz

W roku 1964 Zagrzeb dotknela katastrofalna powddZ. Kiedy woda uderzyla w miejskie mury, wiele budynkow zostalo
kompletnie zniszczonych. W tym zadaniu, majgc uproszczony plan miasta przed powodzig, nalezy stwierdzié, ktore mury
nie zostaly zniszczone przez wode.

Plan miasta sktada sie z N punktow zaznaczonych na siatce danej w kartezjanskim ukladzie wspdtrzednych i W muréw.
Kazdy mur laczy pare punktow i nie przechodzi przez zaden inny punkt. Plan miasta ma nastepujgce dodatkowe
wiasnosci:

e Zadne dwa mury nie przecinajq sie i nie nachodzq na siebie, ale mogg mieé wspolne korice.

o Kazdy mur jest rownolegly do osi poziomej lub do osi pionowej uktadu wspotrzednych.

Poczgtkowo caly obszar zaznaczony na planie jest suchy. W chwili zero woda zalewa momentalnie obszar nieograniczony
murami (przestrzen na zewngtrz muréw). Dokladnie po jednej godzinie kazdy mur z wodg po jednej stronie i powietrzem
po drugiej rozpada sie pod wplywem cisnienia wody. Wowczas woda zalewa nowy obszar nieograniczony stojgcymi jeszcze
murami. Teraz znowu mogq pojawié¢ sie mury z wodg po jednej i powietrzem po drugiej stronie. Po kolejnej godzinie takie
mury takze ulegajg zniszczeniu i woda zalewa nowe obszary. Ten proces powtarza sie, az caly obszar na planie zostanie
zalany.

Przyktadowy proces zalewania miasta zostal przedstawiony na rysunkach ponizej.

IEESESESE TN EENE TGP

L L L I L @ I O
o ® L

Stan w chwili zero. Zacienione kwa- Stan po godzinie. Stan po dwdch godzinach. Woda
draciki odpowiadajqg zalanemu ob- zalata caly obszar i 4 mury nie
szarowi, natomiast biale kwadraty zostaly zniszczone.
reprezentujg miejsca suche (powie-
trze).
Zadanie

Napisz program, ktory majgc dane wspdlrzedne N punktow i opisy W muréw tgczqcych te punkty, okresli, ktére mury
pozostang niezniszczone po powodzi.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera jedng liczbe calkowitg N (2 < N < 100 000) liczbe punktow na planie.

Kazdy z nastepnych N wierszy zawiera dwie liczby calkowite X 1Y (0 < X, Y < 1000000) — wspélrzedne jednego
punktu. Punkty sq ponumerowane od 1 do N w kolejnosci, w jakiej pojawiajg sie na wejsciv. Zadne dwa punkty nie majg
takich samych wspotrzednych.

Nastepny wiersz zawiera jedng liczbe calkowitq W (1 <KW < 2N) — liczbe muréw.

Kazdy z nastepnych W wierszy zawiera dwie rézne liczby calkowite A ¢ B (1 < AL N, 1 < B< N), oznaczajgce,
ze przed powodzig istnial mur lgczqcy punkty A @ B. Mury sq ponumerowane od 1 do W, w kolejnosci ich podania na
wejsciu.

Wyjscie

W pierwszym wierszu wyjscia powinna zostaé wypisana jedna liczba calkowita K — liczba niezniszczonych muréw po
powodzi. Nastepne K wierszy powinno zawieraé numery niezniszczonych murdw, po jednym w wierszu. Numery te mogq
zostaé wypisane w dowolnej kolejnosci.
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Ocena rozwigzan
W testach o lgcznej wartodci 40 punktow, liczba wszystkich wspétrzednych nie przekracza 500.
W tych samych testach i dodatkowych testach za 15 punktéw, liczba punktow na planie nie przekracza 500.
Informacja zwrotna po zgloszeniu rozwigzan

Podczas zawoddw mozesz wybraé do 10 zgloszeri dla tego zadania, ktdre zostang ocenione (tak szybko, jak to tylko mozliwe)
na czesci rzeczywistych danych wejsciowych. Po ocenieniu zgtoszenia w systemie konkursowym bedzie dostepne zbiorcze
podsumowanie wynikow oceny.

Przyklad
Wejscie Wyjscie
15 4
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Ten przyktad odpowiada rysunkowi z tresci zadania.
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Zagle

Miodziez z informatycznego klubu Zeglarskiego ,Piraci” buduje Zaglowiec. Zaglowiec ma N masztéw, kazdy podzielony na
segmenty dlugosci 1 wysokosé masztu jest rowna liczbie segmentow, na jakie jest on podzielony. Na kaZdym z masztow
zawieszono pewng liczbe zagli, przy czym kazdy zagiel zajmugje dokladnie jeden segment. Zagle zawieszone na danym maszcie
mogq zajmowaé dowolne segmenty, przy czym kazdy segment moze byc zajety przez co najwyzej jeden Zagiel.

Rdzne rozmieszczenia Zagli dajg réiny cigg, gdy wiatr wieje w Zagle. Zagle znajdujoce sie z przodu, przed inmymi
Zaglami na tej samej wysokosci, dostajg mniej wiatru i stabiej ciggng. Dla kazdego zagla definiujemy jego zZastonigcie jako
tgczng liczbe Zagli, ktére znajdujq sie z tyhu za nim i na tej samej wysokosci. Zwréé uwage, ze okreslenia ,przed” i ,za”
odnoszq sie do ustawienia Zaglowca; na ponizszym rysunku ,przed” oznacza na lewo, a ,za” oznacza na prawo. Laczne
zastoniecie ukiadu zagli to suma zaslonied poszcze_gélnych zagli.

0 L - -
VARVA o
Dziéb (przéd) 2] I 1 - 1] ol Rufa (tyl)
L 1 L - L L 0 L
z AYA

IOI 2007 ;

Ten zZaglowiec ma 6 masztéw o wysokosSciach 3, 5, 4, 2, 4 i 3, patrzqc od dziobu Zaglowca (po lewej) do rufy. Pokazany

uktad Zagli ma tgczne zastoniecie 10. Zastoniecia poszczegdlnych Zagli s¢ podane na rysunku wewngtrz zZagli.

Zadanie

Napisz program, ktdry na podstawie wysokosci masztéw oraz liczby zagli na kazdym z N masztéw, wyznaczy najmniejsze
moZliwe lgczne zastoniecie.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera liczbe calkowitq N (2 < N < 100 000) — liczbe masztow.

Kazdy z kolejnych N wierszy zawiera dwie liczby calkowite H i K (1 < H < 100000, 1 < K < H) — wysokosé
odpowiedniego masztu i liczbe zawieszonych na wim zZagli. Maszty sq¢ podane w kolejnosci od dziobu do rufy Zaglowca.
Wyjscie

Na wyjsciu powinna znaleZé sie jedna liczba catkowita: najmniejsze mozliwe lgczne zastoniecie.

Uwaga: Do obliczenia i wypisania wyniku uzyj 64 —bitowych liczb calkowitych (long long w C/C++, int64 w Pascalu).

Ocena rozwigzan

Testy warte lgcznie 25 punktow bedg spelniac dodatkowe ograniczenie: w kazdym z tych testow liczba moZliwych
rozmieszczen zagli nie przekroczy 1 000 000.
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Przyklad

Wejscie

W NP Ow o
N W~k = WN

Wyjscie
10

Ten przyktad odpowiada rysunkowi z poprzedniej strony.
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Goérnicy

Grupa gérnikéw pracuje w dwéch kopalniach. Gérnicy jako ludzie ciezkiej pracy potrzebujq jedzemia, aby wydajnie
pracowac. Za kazdym razem, gdy do kopalni przychodzi dostawa positkow, jej gornicy produkujg pewng ilos¢ wegla. Positki
dostarczane do kopalti sq jednego z trzech rodzajow — skladajq sie z: miesa, ryb albo chleba. Wszystkie posilki w jednej
dostawie sq tego samego rodzaju.

Gornicy bardzo cenig sobie urozmaicone positki i pracujq wydajniej, gdy ich dieta jest réznorodna. Dokladniej, ich
wydajnosé zalezy od biezacej dostawy i dwoch poprzednich (lub mniejszej liczby dostaw, jesli nie bylo ich jeszcze tyle)
w nastepujgcy sposob:

o jesli wszystkie dostawy zawieraly positki tego samego typu, to gornicy produkujg jedng jednostke wegla,
o jesli w dostawach byly positki dwoch réznych rodzajow, to gornicy produkujqg dwie jednostki wegla,
o jesli w dostawach byly positki trzech rodzajow, to gornicy produkujq trzy jednostki wegla.

Znamy z gory rodzaje positkow w dostawach oraz kolejnosé, w jakiej majg byc wysylane. MozZemy wplyngé na
efektywnosé produkcji kopalri poprzez podjecie decyzji, ktorg dostawe skierowaé do ktdrej kopalni. Dostaw nie mozna
dzieli¢ — kazda musi trafi¢ w calosci do jednej kopalni. Kopalnie nie muszq otrzymad tej samej liczby dostaw (dopuszczalne
jest nawet przestanie wszystkich dostaw do jednej kopalni).

Zadanie

Twdj program otrzyma liste z rodzajami positkéw w kolejnych dostawach. Napisz program, ktéry wyznaczy maksymalng
sumaryczng, ilo§é wegla, jakq mozna wyprodukowaé (razem, w obu kopalniach), decydujgc odpowiednio, ktére dostawy
skierowaé do pierwszej kopalni, a ktore do drugiej.

Wejscie

Pierwszy wiersz zawiera jedng liczbe calkowitq N (1 < N < 100 000) — liczbe dostaw zZywnosci.

Drugi wiersz wejscia zawiera napis sktadajocy sie z N znakéw, oznaczajgcych rodzaje positkéw w kolejnych dostawach.
Kazdy ze znakéw napisu jest jedng z trzech liter "M’ (mieso), "F' (ryby), "B’ (chleb).

Wyjscie

Na standardowym wyjsciu nalezy wypisaé jedng liczbe catkowitq, ktora oznacza maksymalng liczbe jednostek wegla, jakie
mozna wyprodukowad.

Ocenianie

Dla testow wartych w sumie 45 punktow, liczba dostaw ZywnoSci N nie przekracza 20.

Szczegolowa informacja o ocenie przy zglaszaniu rozwigzan

Podczas konkursu mozesz wybraé do 10 zgloszerh w tym zadaniu do dokladnej oceny (ktéra bedzie wykonana najszybciej
jak to mozliwe). Ocena bedzie odbywad sie na podstawie czesci prawdziwych danych. Po wykonaniu oceny, bedziesz mdgl
odczytaé wyniki sprawdzenia w systemie konkursowym.

Przyklady

Wejscie Wejscie

6 16

MBMFFB MMBMBBBBMMMMMBMB
Wyjscie Wyjscie

12 29
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W przykladzie znajdujgcym sie w lewej kolumnie, po skierowaniu dostaw do kopali w nastepujgcy sposéb: kopalnia 1,
kopalnia 1, kopalnia 2, kopalnia 2, kopalnia 1, kopalnia 2, kopalnie po kolejnych dostawach wyprodukujg odpowiednio:
1, 2,1, 2, 3 i 8 jednostki wegla (dokladnie w tej kolejnosci), co da razem 12 jednostek. Istniejq takzie inne sposoby
osiggniecia tej wielkosci produkcji wegla.
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Pary

Mirek i Stawek bawiq sie pluszowymi zwierzgtkami. Na poczgtku wybierajq jedng z trzech plansz przedstawionych na rysunku
ponizej. Kazda plansza sklada sie z pol (zaznaczonych na rysunku kélkami) umieszczonych na planie jedno—, dwu— lub
trojwymaiarowe;j siatki.

Plansza 1 Plansza 2 Plansza 3

Nastepnie Mirek umieszcza na polach planszy N zwierzatek.

Odleglos$¢ pomiedzy dwoma polami planszy jest mierzona najmniejszq liczbg ruchéw potrzebnych do przemieszczenia
sie zwierzqtka z jednego z tych pol na drugie. W jednym ruchu zwierzqtko moze przesungc sie na jedno z sqsiednich pdl
(polgczonych na planszy krawedziami).

Duwa zwierzqtka styszq sie, jesli znajdujq sie na polach odleglych co najwyzejo D. Zadanie Stawka polega na policzeniu,
ile jest par zwierzqtek moggcych sie ustysze¢ nawzajem.

Zadanie

Napisz program, ktory przy zadanym typie planszy, rozmieszczeniu zwierzgtek na tej planszy i liczbie D, obliczy poszukiwang
liczbe par.

Wejscie
Pierwszy wiersz zawiera cztery liczby catkowite w nastepujgcej kolejnosci:
e typ planszy B (1 < B < 3),
o liczbe zwierzqtek N (1 < N < 100 000),
o najwickszqg odleglos$é D, z jakiej zwierzqtka mogq slyszeé sie nawzajem (1 < D < 100 000 000),
o rozmiar planszy M (najwicksza wspélrzedna dopuszczalna na wejsciu):

— dla B =1, M wyniesie co najwyzej 75 000 000,
— dla B =2, M wyniesie co najwyzej 75 000,
— dla B = 3, M wyniesie co najwyzej 75.
Kazdy z nastepnych N wierszy zawiera B liczb catkowitych pooddzielanych pojedynczymi znakami odstepu —

wspdlrzedne jednego zwierzgtka. Kazda wspélrzedna bedzie z zakresu od 1 do M (wlgcznie).
Na jednym polu moze znajdowaé sie wiecej niz jedno zwierzgtko.

Wyjscie
Wyjscie powinno zawieraé jedng liczbe catkowitq — liczbe par zwierzgtek mogqcych ustyszec sie nawzajem.
Uwaga: do obliczeri i wypisania wyniku wykorzystaj 64 —bitowy typ integer (long long w C/C++, int64 w Pascalu).

Ocenianie rozwigzan

W testach wartych w sumie 30 punktow, liczba zwierzqtek N wyniesie co najwyzej 1 000.
Ponadto, dla kazdego z trzech typow planszy, rozwigzanie, ktore da poprawne odpowiedzi dla wszystkich testow dla plansz
tego typu, otrzyma co najmniej 30 punktow.



Pary 175

Przyklady
Wejscie Wejscie Wejscie
16 5 100 25410 3 8 10 20
25 5 2 10 10 10
50 T2 10 10 20
50 8 4 10 20 10
10 6 5 10 20 20
20 4 4 20 10 10
23 - 20 10 20
Wyjscie :Vyjsae 20 20 10

20 20 20
4

Wyijscie

12

Wyjasnienia do przykladu z lewej strony:
Przyjmigmy, ze zwierzgtka sq ponumerowane od 1 do 6 w porzgdku zgodnym z tym na wejsciu. Poszukiwane cztery pary
zwierzgtek to:

e | —5 (odleglosé 5),

1—06 (odleglosé 2),

2—38 (odleglo$é 0),
® 5—06 (odleglosé 3).

Wyjasnienia do Srodkowego przyktadu:
Osiem poszukiwanych par to:

e | —2 (odleglo$é 2),

1—4 (odleglosé 4 ),

1—25 (odleglosé 3),

2—38 (odleglo$é 3),

2 —4 (odleglo$é 4 ),

3 —4 (odleglosé 3),

3—5 (odleglosé 4 ),

4 —95 (odleglosé 3).
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Trening

Jacek i Placek ciezko trenujq, przygotowujgc sie do wyscigu kolarskiego tandemdéw, odbywajgcego sie co roku w Chorwacyi.
Muszq wybrac trase, na ktorej bedq trenowad.

W ich kraju jest N miast i M drég. Kazda droga lgczy dwa miasta i jest dwukierunkowa. Dokladnie N — 1 z tych drdg
jest asfaltowych, natomiast pozostale drogi to drogi gruntowe. SzczeSliwie, sieé¢ drég zostala zaprojektowana w taki sposéb,
ze kazdg pare miast lgczy trasa 2lozona wylgcznie z asfaltowych drdg. Inaczej méwige, N miast i N — 1 asfaltowych drég
tworzy drzewo.

Dodatkowo, z kazdego miasta wychodzi co najwyzej 10 drog.

Trasa treningowa zaczyna sie w pewnym miescie, biegnie pewnymi drogami i konczy sie w tym samym miescie, w ktérym
si¢ zaczeta. Jacek i Placek lubig zwiedzaé nowe miejsca, wiec postanowili, ze trasa treningowa nie moze prowadzié przez
to samo miasto an: te sama droge dwa razy. Trasa treningowa moze zaczynaé sic w dowolnym miescie © nie musi
prowadzi¢ przez wszystkie miasta.

W trakcie pedatowania mozna byé z przodu lub z tylu. Pedalujgcy z tytu ma przyjemniej, gdyz ten z przodu ostania go
od wiatru. Dlatego tez Jacek i Placek postanowili zamieniac sie miejscami w kazdym mieScie. Aby kazdy z nich wlozyl taki
sam wysitek w trening, muszq wybraé trase prowadzqcq przez parzysta liczbe drog.

Ludzie z ,,Ukladu” postanowili zablokowaé nicktdre z drég gruntowych, tak aby Jacek i Placek nie mogli wyznaczyé
trasy treningowej spetniajgcej powyzisze warunki. Zablokowanie kazdej drogi gruntowej wigze sie z okreslonym Kosztem
(dodatniq liczbg calkowitq). Drég asfaltowych nie da sie zablokowad.

Zadanie

Napisz program, ktory na podstawie opisu sieci drog lgczqcych miasta wyznaczy najmniejszy tgczny koszt, potrzebny do
zablokowania takich drdg, Zeby nie istniala Zadna trasa treningowa speiniajgca podane powyzej warunksi.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera dwie liczby calkowite N i M (2 < N <1000, N—1 <M< 5000) — liczbe miast i lgczng
liczbe drag.

Kazdy z kolejnych M wierszy zawiera po trzy liczby calkowite A, B i C (1 <AL N, 1<B<N, 0<C<10000),
opisujgce jedng droge. Liczby A i B sq rézZne i reprezentujg miasta, ktore lgczy bezposrednio dana droga. Jesli C = 0, to
droga jest asfaltowa; w przeciwnym przypadku droga jest drogg gruntowq, a C jest kosztem jej zablokowania.

7 kazdego miasta wychodzi co najwyzej 10 drég. Kazdg pare miast lgczy co najwyiej jedna bezposrednia droga.
Wyjscie

Wyjscie powinno zawieraé jedng liczbe catkowitq — minimalny lgczny koszt opisany w tresci zadania.

Ocena rozwigzan

W testach wartych lgcznie 30 punktéw, asfaltowe drogi bedg tworzyé prostq trase (tzn. z Zadnego miasta nie bedq wychodzié
trzy lub wiecej asfaltowe drogi).

Szczegbdlowa informacja o ocenie przy zglaszaniu rozwigzan

W trakcie zawodéw mozesz wybraé do 10 zgloszonych rozwigzan tego zadania do oceny (jak tylko to bedzie mozliwe) na
czesci oficjalnych testow. Po dokonaniu oceny, podsumowanie wynikéw bedzie dostepne na stronie systemu konkursowego.
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Dzwiek ciszy

W nagraniach cyfrowych dzwiek jest opisywany przez sekwencje liczb, reprezentujgcych ci$nienie powietrza, mierzone
w krétkich (ale stalych) odstepach czasu. Kazda warto$é z sekwencji nazywana jest probkq.

Waznym krokiem w przetwarzaniu dzZwieku jest podzial nagrania na kawalki, zawierajgce diwiek (niecisze), pooddzielany
ciszqg. Aby unikngé podziatu nagrania na zbyt malo lub 2byt duzo kawalkow, cisza jest czesto definiowana jako sekwencija
m probek, w ktorych rézinica pomiedzy najmniejszq i najwiekszq wartoScig nie przekracza pewnego progu c.

Napisz program, ktory dla danych wartosci parametrow m oraz ¢ wykryje cisze w zadanej sekwencji n probek.

Wejscie

Dane wejsciowe nalezy wezytaé z pliku o nazwie sound.in. Pierwszy wiersz wejscia zawiera trzy liczby catkowite: n
(1 <n<1000000) - liczbe probek w nagraniu, m (1 <m < 10 000) — wymagang dlugosé ciszy oraz ¢ (0 < ¢ < 10000)
- maksymalny dopuszczalny poziom szumu w ciszy.

W drugim wierszu zapisano n liczb calkowitych a; (0 < a; < 1000000 dla 1 <1< n), pooddzielanych pojedynczymi
odstepami i oznaczajgcych kolejne probki nagrania.

Wyjscie

Dane wyjsciowe nalezy zapisaé do pliku tekstowego o nazwie sound.out. Plik powinien zawieraé wszystkie wartosci i
takie, ze maz (afi...i+m—1])—min(afi...i+m—1]) < c. Wartosci powinny byé wypisane w porzedku rosngcym, kazda
w oddzielnym wierszu.

Jesli w wyjsciowym nagraniu nie ma zZadnej ciszy, nalezy zapisac¢ stowo NONE w pierwszym i jedynym wierszu pliku
wyjsciowego.

Przyklad

Dia pliku wejsciowego sound.in:

720

0112322

poprawnym wynikiem jest plik wyjsciowy sound.out:
2

6
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Sortowanie rankingu

Masz dane wyniki punktowe, ktore uzyskali zawodnicy podczas konkursu. Twoim zadaniem jest przygotowanie listy
rankingowej zawodnikéw, posortowanej malejgco wzgledem punktow.

Struktura danych, ktéra przechowuge liste zawodnikow, obsluguje jedynie jedng operacje, ktora przesuwa zawodnika
z pozycji i na pozycje j (nie zmieniajac przy tym porzadku pozostalych zawodnikéw). Jesli i > j, to pozycje zawodnikdow
na miejscach od j do i — 1 zwiekszajg sie o 1, natomiast jezeli i < j, to pozycje zawodnikéw na miejscach od i + 1 do j
zmniejszajg sie o 1.

Taka operacja wymaga wykonania i krokéw (aby zlokalizowaé zawodnika, ktéry ma byé przesuniety), a nastepnie j
krokéw (aby zlokalizowaé miejsce docelowe), stqd calkowity koszt przesuniecia zawodnika z pozycji i do j wynosi i +j.
Pozycje zawodnikéw sq ponumerowane, rozpoczynajgc od 1.

Wyznacz sekwencje operacji o nagmniejszym sumarycznym koszcie, ktora utworzy Zgdang liste rankingowg.

Wejscie

Dane wejsciowe nalezy wezytaé z pliku tekstowego o nazwie sorting.in. Pierwszy wiersz wejscia zawiera liczbe calkowitq
n (2<n<1000), oznaczajgcq liczbe zawodnikéw. Kazdy z kolejnych n wierszy zawiera jedng liczbe calkowitq nieujemnq
si (0 < s < 1000000) — sq to wyniki punktowe zawodnikéw w poczgtkowym uporzqdkowaniu. Mozesz zalozyé, ze wyniki
kazdych dwdch zawodnikow sq rozne.

Wyjscie

Dane wyjsciowe nalezy zapisac¢ do pliku tekstowego o nazwie sorting.out. W pierwszym wierszu wyjscia nalezy zapisaé
liczbe krokow, potrzebng do utworzenia listy rankingowej. W kolejnych wierszach nalezy zapisac operacje, w wyniku ktorych
powstanie docelowa lista, w kolejnosci w jakiej majg byé one wykonywane. Kazda operacja powinna byé opisana w jednym
wierszu, zawierajgcym dwie liczby calkowite i oraz j, ktore oznaczajq, Ze zawodnik z pozycji i ma byé przesuniety na pozycje
j. Liczby i oraz j powinny byc oddzielone pojedynczym odstepem.

Przyktad

Dla pliku wejsciowego sorting.in:
5

20

30

5

15

10

poprawnym wynikiem jest plik wyjsciowy sorting.out:
2

21

35

Ocenianie

W 80% testéw spelniony jest warunek n < 10.
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Ucieczka

Grupa jericéw wojennych planuje ucieczke z wiezienia. Opracowali juz szczegdlowy plan ucieczki, po zakoriczeniu ktdrej
majg nadzieje na znalezienie schronienia w pobliskiej wiosce. Jedyny problem, ktéry muszq rozwigzac, to przedostanie
sie przez kanion, lezgcy pomiedzy wioskq (oznaczong na rysunku literg B) i wiezieniem (oznaczonym literg A). Kanion
jest caly czas strzeiony przez Zolnierzy. Na szczeScie dla uciekinierow Zolnierze sq bardzo leniwi, i przez wiekszos¢ czasu
przebywajg na swoich stanowiskach. Zasieg wzroku kazdego Zolnierza jest ograniczony do dokladnie 100 metréw. Dla
danego rozmieszczenia Zolnierzy powiemy, ze mozna bezpiecznie przej$é przez kanion, jesli w kazdym momencie ucieczki
utrzymuge sie odlegto$¢ do najblizszego Zoinierza ostro wieksza od 100 metrow.
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Napisz program, ktory na podstawie szeroko$ci i dlugo$ci kanionu oraz wspdlrzednych wszystkich Zolnierzy w kanionie
(zakladamy, zZe Zolnierze mie zmieniajg swoich polozeri) zdecyduje, czy uciekinierzy mogq przedostaé sie przez kanion
niezauwazens. Jesli jest to niemozliwe, to uciekinierzy (ktorzy sq zagorzalymi pacyfistami) cheieliby znaé minimalng liczbe
Zolnierzy, ktérych muszq wyeliminowaé, zeby bezpiecznie przedostad sie przez kanion. Zolnierz moze zostaé wyeliminowany
nawet, jezeli jest w polu widzenia innego Zoinierza.

Wejscie

Dane wejsciowe nalezy wezytad z pliku tekstowego o nazwie escape.in. Pierwszy wiersz wejscia zawiera trzy liczby
catkowite L, W oraz N, oznaczajgce dlugosé i szeroko$é kanionu oraz liczbe Zotnierzy. Kazdy z kolejnych N wierszy zawiera
dwie liczby calkowite X; oraz Y; — wspdlrzedne i—tego Zolnierza w kanionie (0 < X; < L, 0 <Y; < W). Wspdlrzedne sq
podane w metrach; poludniowo-zachodni 1ég kanionu ma wspdlrzedne (0,0), a pélnocno-wschodni rég — wspdlrzedne
(L,W ) (patrz rysunek).

Ucieczka przez kanion moZe rozpoczqé sie w punkcie o wspdlrzednych (0,ys) dla dowolnego 0 < ys < W i zakoriczyé
w punkcie o wspdlrzednych (L,y.) dla dowolnego 0 < yo < W. Wartodci ys i ye nie muszq przy tym byé liczbami
catkowitymi.

Wyjscie
Wynik nalezy zapisaé w pliku tekstowym o nazwie escape.out. W pierwszym i jedynym wierszu wyjscia naleiy wpisac

minimalng liczbe Zotnierzy, ktorych trzeba wyeliminowaé, aby uciekinierzy mogli bezpiecznie przejs¢ przez kanion. Jesli
uciekinierzy mogq przejsé przez kanion bez Zadnych zabdjstw, to nalezy wpisaé 0 (zero).
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Ucieczka
Przyklad

Dla pliku wejsciowego escape.in:

130 340 5

10 50

130 130

70 170

0 180

60 260

poprawnym wynikiem jest plik wyjsciowy escape.out:
1

Ograniczenia

1<WLH0000 1<L<50000 1<N<K250

Ocenianie

Twaj program otrzyma czeSciowe punkty za zadanie, jezeli bedzie w stanie jedynie odpowiadac na pytanie, czy jercy mogq
przejsc przez kanion bez eliminowania jakichkolwiek Zolnierzy. Testy do zadania sqg polgczone w grupy. Jezeli dla kazZdego
testu w danej grupie Twdj program poprawnie stwierdzi, czy eliminacja Zolnierzy jest konieczna (0 oznacza, Ze jency mogq
przejsé przez kanion niezauwazeni, a dowolna liczba calkowita > 0 oznacza, Ze eliminacja pewnej liczby Zolnierzy jest
konieczna), to uzyskasz 30% punktow przynaleinych za te grupe. Za dang grupe otrzymasz 100% punktéw, jesli Twdj
program dla kazdego testu z tej grupy poprawnie stwierdzi, ilu minimalnie Zoinierzy muszq wyeliminowac jericy, aby ich

ucteczka mogta byc bezpieczna.
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Budowanie plotu

Czesiek to ma w Zyciu szczeScie! Wiasnie wygral na loterii ogromng posiadio$é. Oprécz gldwnej rezydencyi, w ktdrej
Czesiek zamierza odtqd zamieszkaé, posiadlosé zawiera pewng liczbe innych wspanialych budynkow. Niestety posiadlosci
brakuje plotu, ktory ochranialby teren przed wscibskimi przechodniami, przez co Czesiek czuje sie bardzo niespokojny.
Zdecydowal si¢ wiec wybudowaé plot, niemniej jednak nie staé go ma ogrodzenie plotem calej posiadlosci. Po chwili
namystu doszedl do wniosku, zZe wystarczy, jezeli plot ogrodzi glowng rezydencje. Plot nie moze byé poprowadzony zbyt blisko
Zadnego z budynkéw. Scislej rzecz wimujge, patrzqc z lotu ptaka, kazdy budynek jest otoczony ,zabronionym prostokatem”
(bez brzegu), w ktérym nie moze sie znaleZé Zadna czes$é plotu. Boki wszystkich prostokgtéw sg réwnolegle do osi x albo osi
y. Podobnie kazdy fragment plotu musi bycé réwnolegly albo do osi x, albo do osi y.
Pomdz Czeskowi obliczyé minimalng dlugo$é plotu, ktérym mozna ogrodzié glowng rezydencje jego posiadlosci.

=

¥

Rys. I:  Gléwna rezydencja (czarny prostokat) wraz z trzema innymi budynkami, otoczonymi zabronionymi prostokatami.
Gruba czarna linia zaznacza najkrétszy mozliwy plot, ktéry ogradza gtéwna rezydencje.

Wejscie

Wejscie znajduje sie w pliku tekstowym fence.in. Pierwszy wiersz pliku wejsSciowego zawiera liczbe catkowitq dodatnig
m (1 <m < 100), oznaczajacq liczbe budynkdw w posiadlosci. Kolejnych m wierszy opisuje zabronione prostokaty, ktdre
otaczajq poszczegolne budynki. Kazdy wiersz zawiera cztery liczby catkowite tx, ty, bx oraz by, pooddzielane pojedynczymi
odstepami. (tx,ty) to wspdlrzedne lewego gdrnego wierzcholka prostokgta, a (bx,by) — wspdlrzedne prawego dolnego
wierzcholka. Waszystkie wspdlrzedne na wejsciv spelniaje warunki 0 < tx < bx < 10000 oraz 0 <ty < by < 10000.
Pierwszym prostokgtem na wejsciu jest zawsze prostokgt zabroniony, otaczajgcy glowng rezydencje posiadtosci.

Wyjscie

Wyjscie powinno zostaé zapisane do pliku tekstowego fence.out. W pierwszym i jedynym wierszu wyjscia powinna
sie znajdowal jedna liczba calkowita dodatnia, oznaczajoca minimalng dlugos$é plotu, ktory ogrodzi glownag rezydencje
posiadtosci.

Przyklad

Dla pliku wejsciowego fence.in:

4

8 4 13 8

2167

479 11

14 7 19 11

poprawnym wynikiem jest plik wyjsciowy fence.out:
32
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Ocenianie

W 80% testéw zachodzi nieréwnosé m < 10.
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Niech dany bedzie cigg ay,...,an. Mozemy na nim wykonywaé operacje redukuj (i), ktora zastepuje wyrazy a; i ajy| przez

jeden wyraz réwny maz (a;,a;1 ), w wyniku czego dlugosé ciggu maleje o jeden. Koszt tej operacji jest réowny maz (a;,a;y1).
Po wykonaniu operacji redukuj n— 1 razy, otrzymujemy cigg dlugosci 1. Twoim zadaniem jest wyznaczenie kosztu
optymalnego schematu redukcji, czyli ciggu operacji redukuj o minimalnym sumarycznym koszcie, po wykonaniu ktérego
cigg staje sie jednoelementowy.

Wejscie

Wejscie znajduje sie w pliku tekstowym sequence.in. Pierwszy wiersz wejscia zawiera liczbe n (1 < n < 1000000 ),
oznaczajgeq diugosé ciggu.  Kolejne n wierszy zawiera wyrazy ciggu — po jednej liczbie calkowitej a; w wierszu
(0 < a; < 1000000000).

Wyjscie

Wyjscie powinno zostaé zapisane do pliku tekstowego sequence.out. Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawierac
minimalny koszt redukcji ciggu do jednego elementu.

Przyklad

Dla pliku wejsciowego sequence.in:

3

1

2

3

poprawnym wynikiem jest plik wyjsciowy sequence.out:
5

Ocenianie

W 30% testow jest spetniony warunek n < 500.
W 50% testéw jest spelniony warunek n < 20 000.
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Potacz punkty!

Rozwazmy kratownice zlozong z 8 x N punktéw. Kazdy punkt kratownicy ma maksymalnie osiem punktéw sqsiednich (patrz
rys. 1).

Rys. 1:  Punkty sasiednie (oznaczone strzatkami).

Chcielibysmy policzyé liczbe réznych sposobow polgczenia punktow kratownicy w wielokqt, ktore spelniajg nastepujgce
warunki:

1. Wszystkie 3 x N punktow kratownicy tworzy zbiér wierzchotkow wielokgta.
2. Kolejne wierzchotki na obwodzie wielokgta sq zawsze sqsiednimi punktamsi kratownicy.
3. Wielokgt jest prosty, tzn. w jego obwodzie nie wystepujg samoprzeciecia.

Duwa przyktadowe wielokqgty dla N = 6 sq przedstawione na rys. 2.

Rys. 2:  Dwa przyktadowe sposoby potaczenia punktéw dla N = 6.

Napisz program, ktory dla danego N wyznaczy liczbe moZliwych sposobow polgczenia punktow w opisany sposéb modulo
1000000 000.

Wejscie

Wejscie znajduje sie w pliku tekstowym points.in. Pierwszy i jedyny wiersz wejscia zawiera jedng liczbe calkowitq

dodatnig N (N < 1000000000).

Wyjscie

Wyjscie powinno zostaé zapisane do pliku tekstowego points.out. Pierwszy i jedyny wiersz wyjscia powinien zawierac
reszte z dzielenia przez 1000000 000 liczby sposobow polgczenia punktéow w opisany sposcb.

Przyklad

Dla pliku wejsciowego points.in:

3

poprawnym wynikiem jest plik wyjsciowy points.out:
8

natomiast dla pliku wejsciowego points.in:

4

poprawnym wynikiem jest plik wyjsciowy points.out:
40



Polgcz punkty! 189
Ocenianie

o W 30% testéw spetniona jest nierdwnosé N < 200.

o W 70% testéw spetniona jest nierdwnosé N < 100000.
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Ministerstwo

Pewnego razu, w odleglym kraju, rzqd powolal do zZycia Ministerstwo ds. Ograniczania Papierkowej Roboty. Jak zapewne
sie domyslasz, bylo to najwieksze ze wszystkich ministerstw. Liczba urzednikow pracujgcych tam byta naprawde ogromna.
Jednakowoz struktura ministerstwa byla bardzo prosta: minister mial pod sobg co najwyzej trzech podwladnych, kazdy z nich
rowniez miat co najwyzej trzech podwladnych i tak dalej.

Ostatnie wybory spowodowaly zmiane na stanowisku ministra. Fotel objel miody czlowiek, pelen zapatu i Swiezych
pomystow. Postanowil uczynié¢ zadosé nazwie swojego ministerstwa, a do roboty wzigl sie natychmiast. Zauwazyl, zZe
pewne czeSci hierarchicznej struktury zatrudnienia w ministerstwie wygladajg tak samo, zatem muszq wykonywac te samg
prace. A gdy dwie takie czesci robig to samo, jedna jest zbedna i moZe zostaé rozwigzana, a urzednicy zwolnieni. Twoim
zadaniem jest znaleZé liczbe réwnowaznych czesci i wykonad troche papierkowej roboty (tj. wypisaé wynik na standardowe
wyjscie w odpowiednim formacie).

Zadanie

Dana jest struktura organizacyjna ministerstwa. Kazdy urzednik ma doktadnie jednego przetozZonego i co najwyzej trzech
podwladnych (byé moze Zadnego). Jedynym wyjgtkiem jest minister, ktéry nie ma zwierzchnika (ale réwniez ma co najwyzej
trzech podwladnych). Nie ma Zadnej ustalonej kolejnosci miedzy podwladnymi danego urzednika.

Wydzial sklada si¢ z urzednika (nazywanego kierownikiem wydzialu), wszystkich jego podwladnych, wszystkich
podwladnych tych podwladnych itd. Wyrézniamy dwa specjalne rodzaje wydzialdw: cale ministerstwo (na czele ktdrego
stoi minister) i jednoosobowe wydzialy skladajace sie z pojedynczych urzednikéw nieposiadajgcych podwladnych.

Glebokoscia wydzialu nazywamy dlugosé najdiuziszego laricucha xy,...,x 5 urzednikéow wydzialu, takiego Ze x; jest
przetoZonym xiy1 dla kaZdego 1 <i <d. Zauwaz, Ze glebokosé jednoosobowego wydzialu wynosi 1.

Dwa wydzialy A i B majqg takg samq strukture, jesli kazdemu urzednikowi x z wydzialu A odpowiada dokladnie
jeden urzednik ' 2z wydzialu B i na odwrét: kaidemu urzednikowi x' z B odpowiada dokladnie jeden urzednik x z A.
W szezegblnosci, dla kaidych urzednikéw x i y musi zachodzié: x jest zwierzchnikiem y wtedy i tylko wtedy, gdy x'
(urzednik odpowiadajqcy x-owi) jest zwierzchnikiem y'-a (odpowiadajgcy y-owi). Zauwaz, Ze jesli wydziaty A i B majg
takg samq strukture, to kierownikowi wydziatu A odpowiada kierownik wydzialu B i oba wydzialy majq take samag glebokosé
i liczbe urzednikow.

Na ponizszym rysunku wydzialy A © B majq takg samq strukture, natomiast struktura wydzialu C jest rézZna zaréwno

od A, jak i od B.

i//il\\i i/%\/i\ /%\
AR AR XA
S O S S <

Wydzial A Wydzial B Wydzial C

Twoim zadaniem jest wyznaczenie liczby wydzialow o réznej strukturze dla kazdej glebokoSci. Innymi slowy, masz
podaé cigg liczb ny,...,ng, taki Ze d jest glebokosciqg calego ministerstwa i dla kazdego i liczba réznych struktur wydzialow
o glebokosci i wynosi n;.

Wejscie

Wejscie sklada sie z jednego wiersza, ktory opisuje strukture organizacyjng ministerstwa, korzystajgc z nastepujgcej notacyi.
Kazdy wydzial jest zakodowany jako (xy...xy) , gdzie 0 <k < 3 jest liczbg podwladnych kierownika wydziatu, a x; sq kodami
ich wydziatéow. Jednoosobowy wydzial jest zatem zakodowany jako (). Struktura ministerstwa jest opisana kodem catego
ministerstwa.
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Ministerstwo sklada sie z co najwyzej 1 000 000 urzednikéw (wlgcznie z ministrem).

Wyjscie

Wyjscie powinno skladaé sie z d wierszy, gdzie d jest glebokoscig ministerstwa (tzn. wydzialu kierowanego przez ministra,).
W wierszu i-tym powinna znajdowac sie liczba wydzialow o glebokosci i majgcych rézne struktury.

Przyklad

Wejscie
CCCOYN OO OOONCOCOMN i

}’Vyjécie i / %\i
2 / A\ / \ / A\
1 X xX X X X X

/ I\ I

T S S S S S
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Obrzydliwe obliczenia

Twdj przyjaciel Jasiek zapomnial odrobié prace domowq z matematyki, co mocno zdenerwowalo jego nauczyciela (zgadnij
dlaczego). Kazal on zostaé Jaskowi po szkole i robi¢ nudne zadania. Nauczyciel jest jednak leniwy i nie chce mu sie
wymyslaé ciggle to nowych zadan, zatem dal Jaskowi jedno wyrazenie f zmiennej x i duzq liczbe wartosci dla = (jak
zapewne rozumiesz, te sq latwiejsze do wygenerowania). Zadaniem Jaska jest policzenie f(x) dla podanych wartosci x.

Tak naprawde Jasiek nie musi obliczaé dokladnych wartosci f(x), jako Ze moga byé one calkiem duze. Zamiast tego,
powinien on wypisac ostatnig cyfre f(x) (Jasiek podejrzewa, ze to dlatego, zZe jego nauczyciel umie liczyé tylko do 100,
ale kto wie...). Jako ze tematem ostatniej lekcji byly systemy numeryczne w réznych podstawach, wszystkie obliczenia
1 wyrazenia (w szezegdlnosci wyrazenie opisujgce f, wartosci dla x i ostatnia cyfra f(x)) bedg podawane w systemie
o podstawie B.

Zadanie

Poniewaz wartosci dla x sq¢ naprawde duze, a wyrazenie f w Zadnym wypadku krétkie, Jasiek poprosit Cie o pomoc. Wie,
ze jestes Swietnym programistq, zatem jest przekonany, Ze uzyjesz komputera, aby rozwigzaé to zadanie. Aby choé troche
Ci pomdc, przepisal wyrazenie f w notacji postfiksowej (opisanej ponizej), gdyz jest Swiadomy, ze komputerom jest latwiej
operowad na takich wyrazeniach. Twoim zadaniem jest wyznaczenie ostatniej cyfry f () dla danego wyrazenia f i podanych
wartoéci x w systemie o podstawie B.

Notacja postfiksowa

Notacja postfiksowa (znana tez jako odwrotna notacja polska, ONP) jest alternatywnym sposobem zapisu wyrazen
matematycznych. W bardziej rozpowszechnionej notacji infiksowej operator jest umieszczany pomiedzy operandami, tak
jak w wyrazeniach 1+ 2, 1+ 2% 3 czy (1+2)+ 3. Natomiast w notacji postfiksowej, operator jest umieszczany za swoimi
operandami: powyzsze wyrazenia bedg zapisane jako 12+, 1238 x + oraz 12 + 3 *.

Taka notacja wydage sie trudniejsza do czytania przez ludzi (przynajmniej w poréwnaniu do notacji infiksowej), jednakze
jest o wiele tatwiej napisac program, ktory obliczy wartosé wyrazenia w ONP niz taki, ktory ,zrozumie” notacje infiksowgq.
Dodatkowo, notacja ONP nie wymaga uZywania nawiasow, gdyz kolejno$é operandéw i operatoréw jednoznacznie opisuje
wyrazenie.

System numeryczny o podstawie B

Liczby sq zwyczajowo reprezentowane w systemie dziesietnym. W tym systemie cigg cyfr didyi—_1 ...d1doy koduje liczbe
di 10K+ dp 1 105 4. d 101 +do 10°. Jesli 10 zastgpimy przez liczbe B, B > 2, i pozwolimy, by d; byly liczbami od 0 do
B—1, to dostaniemy system o podstawie B. Warto$é B jest podstawa systemu, a d; sq cyframi. Mdéwigc precyzyjnie,
w systemie o podstawie B, cigg didi_1 ...dvdo koduje liczbe diB* + di_1B*"' +--- +dB' +doB°. Oczywiscie, jako ze
mamy tylko dziesied cyfr w systemie dziesigtnym, zbidr ,cyfr” musi byé rozszerzony, aby mdc reprezentowad cyfry di > 9.
Standardowo cyfry dziesictne zachowujqg swoje znaczenie, a pozostale cyfry sq reprezentowane przez litery: A oznacza 10,
B oznacza 11 itd. Dla przykladu, liczba 29 w systemie dziesietnym (o podstawie 10) jest zapisywana jako 45 w systemie
o podstawie 6 i jako 1D w systemie szesnastkowym (o podstawie 16).

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera dwie liczby B i N oddzielone pojedynczym odstepem. B (2 < B < 36) jest podstawg systemu
numerycznego, natomiast N (1 <N < 100000) oznacza liczbe wartosci dla x.

Drugi wiersz zawiera opis wyrazenia f w notacji postfiksowej, sklada sic on z ciggu elementéw oddzielonych
pojedynczymi odstepami. Kazdy element moze byc:

o Ciggiem cyfr i wielkich liter. Ciqgg taki opisuje liczbe zapisang w systemie o podstawie B. Mozesz zalozyé, ze liczba
ta nie przekracza 2000000000.

o Malg literg x. Ten znak powinien byé zastgpiony podczas obliczen odpowiedniq warto$cig.

e Operatorem dodawania +.

e Operatorem odejmowania —.

e Operatorem mmnozenia *.
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Obrzydliwe obliczenia

Kazdy z kolejnych N wierszy zawiera cigg cyfr i wielkich liter, ktdry koduje kolejng warto$é dla x zapisang w systemie
o podstawie B. Mozesz zalozyé, Ze Zadna z tych wartosci nie przekracza 2000000000. Mozesz réwniez zalozyé, ze dane
wejsciowe sqg poprawne, tzn. zawarto$é drugiego wiersza jest poprawnym wyrazeniem zapisanym w notacji postfiksowe;j
i kazdy cigg cyfr i wielkich liter jest poprawng liczbg calkowitq zapisang w systemie o podstawie B. Ponadto moZesz
zalozyé, ze dlugosé drugiego wiersza nie przekracza 100000 znakdw.

Wyjscie

Wyjscie powinno skladaé sie z dokladnie N wierszy. W i-tym wierszu powinien znajdowaé sie dokladnie jeden znak (cyfra
lub wielka litera), oznaczajacy ostatnig cyfre f(x) (w systemie o podstawie B) dla x danego w (i + 2)-im wierszu wejscia.
Mozesz zatosyé, ze f(x) bedzie nieujemne dla wszystkich x podanych na wejsciu.

Przyklad
Wejscie Wyijscie
15 4 C
2 x % 123A + E
1 1
3

2
3
4
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Podarty zagiel

Podczas niedawnego dwudniowego sztormu, zespol zeglarzy rozbil sie na bezludnej wyspie na Morzu Srédziemnym. Stracili
rowniez tgczno$é, wiec nie mogli prosi¢ o pomoc i jedyng szansqg przetrwania byla ucieczka na tratwie. Do tego niestety
potrzebowali zalet Zagla. Na szcze$cie ocalal glowny Zagiel z rozbitego statku, ale jest on podarty na wiele kawatkow.
W zwigzku z tym Zeglarze muszq zszyé ze sobq ocalate kawalki, aby zloZyc oryginalny Zagiel.

Zespot szybko zorientowal sie, ze kazdy kawalek jest trojkgtem. Poniewaz na Zaglach byly wzorki w paski, wiec mozna
latwo odtworzycé prawidlowq orientacje kazdego z kawalkéow. Tak naprawde Zeglarze sq zmuszeni zachowaé orientacje
wszystkich czedci, gdyi w przeciwnym razie zagiel moze byé mniej odporny na wiatr i podrzeé sie ponownie. Zeglarze przez
pare godzin probowali odtworzyé pierwotny uktad Zagla, ale bez skutku. Wydaje im sie, Ze komputer moze im pomaoc i proszq
Cliebie o pomoc.

Zadanie

Dany jest opis trdjkgtnych kawalkéw zagla (dla kazdego wierzcholka tréjkqta podane sq jego wspdirzedne) oraz rozmiary
oryginalnego Zagla (jako dwie liczby calkowite X i Y ). Twoim zadaniem jest przesuniecie wszystkich kawalkéw (bez
obracania) tak, aby odtworzyé oryginalny zagiel (patrz rysunek). W szczegdlnosci tréjkaty powinny zostaé przemieszczone
tak, aby:

e caly prostokgt byl pokryty,

e Zadne dwa trojkqty sie nie przecinaly, tj. nie istnial punkt nalezgey do wnetrz dwoch réznych trojkgtow, oraz

e Zaden trijkat nie wystawal poza prostokgt.

Mozesz zalozyé, ze dla kazdego danego wejscia istnieje rozwigzanie. W szczegdlnosci mozna zatozyé, Ze suma pol wszystkich
kawatkow réwna sie polu oryginalnego zZagla. Moze byé wiele cze$ci o tym samym ksztalcie.
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Wejscie

Dla tego zadania nie nalezy wysylaé programu, ktéry je rozwigzuje. Zamiast tego w katalogu /mo/public/problems/sail
znagdziesz pliki 01.1in,...,10.1in 2z gotowymi wejsciami, ktorych struktura jest nastepujgca. Pierwszy wiersz sklada sie
z trzech liczb calkowitych N, X i'Y pooddzielanych pojedynczymi odstepami. X 1Y (1 < X,Y < 1000000) okreslajq
rozmiary oryginalnego zagla, gdzie X jest dlugoscig, a' Y wysokoscig. N, 2 < N < 1000, oznacza liczbe trijkgtnych czesci
porwanego zagla.

Nastepne N wierszy opisuje poszczegdlne kawatki: (i + 1)-szy wiersz zawiera sze$¢ liczb catkowitych A;jx, Ay, Bix,
Biy, Cix i Ciy pooddzielanych pojedynczymi odstepami. Te szesc liczb opisuje trzy wierzcholki i-tego tréjkgta: A;, B i C;.
Wierzcholek A; ma wspélrzedne (A x, A y), wierzcholek B; ma wspdlrzedne (B; ., B;,) oraz C; ma wspélrzedne (Ci ., Ciy).
Mozesz zalozyé, ze 0 < Ajx, Ay, Bix,Biy,Cix,Ciy < 1000 000.

Pozycja tréjkata na plaszezyznie (podanego w pliku wejsciowym) nie ma zZadnego znaczenia, a jedynie istotny jest jego
ksztalt. Na przyktad, jesli zastgpimy trzeci wiersz przyktadowego wejscia przez 6 6 14 5 16 6, to dany zbior tréjkgtow
pozostanie niezmieniony.

Wyjscie

Dla kazdego pliku wejsciowego powinienes utworzyé odpowiadajgcy mu plik wyjsciowy 01.out,...,10.0out. Nie powiniene$
wysytac zZadnego programu dla tego zadania.

Plik wyjsciowy XX.out powinien skladaé si¢ dokladnie z N wierszy opisujgcych ustawienie kawalkéw Zagla tak, aby
zostaly spelnione wszystkie trzy podane warunki. Scisle rzecz biorge, i-ty wiersz powinien zawiera¢ dwie liczby calkowite
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A;x i Azy oddzielone pojedynczym odstepem — wspolrzedne punktu A; po przesunieciu i-tego kawalka na wlasciwe miejsce.
Zauwwaz, ze lewy dolny rég Zagla ma zawsze wspdlrzednie (0,0), a prawy gérny rég (X,Y ) tak jak na rysunku.

Przyktad

Ponizsze wejscie i wyjscie odpowiada rysunkowi (zauwaz, zZe tréjkaty po lewej przedstawiajg tylko ksztalt kawalkéw Zagla,
a nie ich pozycje).

Wejscie Wyjscie
6 10 5 00
40124 45 05
4512 4 14 5 00
0310345 4 2
4510387 10 O
777 10 5 11 8 4
012022

Testowanie rozwigzan przed wystaniem

Do pomocy w szukaniu rozwigzania udostepniono prosty program umozliwiajgcy wizualizacje rozwigzania. Program
wywoluje sie z dwoma parametrami za pomocq polecenia: draw_sail XX.in XX.out, gdzie XX.in jest plikiem
wejsciowym, a XX.out odpowiadajgcym plikiem wyjsciowym. Program wygeneruje i wyswietli plik PostScript pokazujgcy
uktad Zagla oraz sprawdzi bledy. Pole Zagla niepokryte zZadnym trdjkgtem bedzie czerwone, pole pokryte przez wiecej niz
jeden trojkqt bedzie niebieskie, a czeSci trojkgtow lezgce poza prostokgtem bedq zielone. Pamietaj, Ze mozesz powiekszad
i zmniejszaé wybrane czesci w programie gv, aby zobaczyc szczegoly. Mozna réowniez drukowac bezposrednio z gv.
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Pokaz lotniczy

Zarzqd linii lotniczych Podniebne Golgby postanowil przygotowaé pokaz lotniczy jako element swojej kampanii reklamowej.
Pokaz odbedzie sie na lotnisku wyzej wzmiankowanej korporacyi, ktére posiada N paséw startowych (ponumerowanych od
1 do N). W pokazie bedg réwnolegle uczestniczyé dwie akrobatyczne grupy lotnicze. Oba wystepy majg z gory ustalony
program, wiec dla optymalnego efektu wizualnego samoloty muszq startowac i lgdowaé na odpowiednich pasach w okreslonej
kolejnosci.

System ochrony lotniska sledzi, ktore pasy startowe sqg w uzyciu i nie pozwala, aby jednoczesnie korzystaly z nich inne
samoloty. Oba wystepy sq przedstawiane ochronie w postaci ciggu rezerwacyi i zwolnien okreslonych paséow. Niestety nie
jest mozliwe stwierdzi¢ zawczasu, kiedy pojawiqg sie powyzisze Zgdania. Wladze lotniska chcialyby wiedzieé, czy istnieje
niebezpieczenstwo, ze wystepy mogq potoczyé sie w ten sposcb, Ze w pewnym momencie nie bedzie mozliwa ich kontynuacja
bez ztamania zasad korzystania z paséw startowych.

Zadanie

Twoim zadaniem jest napisaé program, ktory sprawdzi, czy wystepy mogq przebiegaé w taki sposdb, Ze w pewnym momencie
nie bedzie mozliwa ich kontynuacja. Dla kazdego z dwoch wystepow masz dang liste Zgdan rezerwacji i zwolnieri paséw.
Dla kazdego z wystepow kolejnosé Zgdan spelnia nastepujgce warunki:

® arezerwowany pas nie jest rezerwowany do czasu jego zwolnienia,
o tylko uprzednio zarezerwowany i niezwolniony pas moze byc¢ zwolniony oraz
o wszystkie zarezerwowane pasy muszqg by¢ zwolnione przed koricem wystepu.

Jesli jakis pas jest potrzebny dla jednego wystepu i jest on wlasnie zarezerwowany przez drugi wystep, to pierwszy
wystep moze bycé wstrzymany do czasu, gdy drugi wystep zwolni dany pas. Do tego momentu drugi wystep moze rezerwowac
i zwalniaé szereq innych pasow.

Jednakze wystepy mogq ,zablokowac” lotnisko, jezeli jeden z mich rezerwuje pas A, jednoczesnie trzymajgc rezerwacje
pasa B, a drugi rezerwuje pas B, jednocze$nie trzymajgc rezerwacje pasa A. W takiej sytuacji Zaden z wystepdw nie moze
by¢ juz kontynuowany bez tamania kolejnosci startow i lgdowan.

Zauwaz, ze Twoim zadaniem nie jest sprawdzenie, czy istnieje taki przebieg wystepow, ktory nie zablokuje lotniska.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera jedng liczbe calkowitq N (1 < N < 1000), oznaczajgcg liczbe paséw startowych na lotnisku.
Po nim nastepujg opisy dwdch wystepow. Kazdy opis zaczyna sie wierszem zawierajgcym parzystg liczbe caltkowitq L
(2 < L<5000), oznaczajacq liczbe rezerwacyi i zwolnieri paséw dokonywanych podczas wystepu. Kazdy z kolejnych L
wierszy zawiera trzyliterowy napis RES lub REL i liczbe calkowitq A (1 < A< N), oddzielone pojedynczym odstepem.
Wiersze rozpoczynajace sie od RES oznaczajg zapotrzebowania na rezerwacje pasa, natomiast te, ktore rozpoczynajg sie od
REL, oznaczajq zwolnienie pasa. Liczba A jest numerem rezerwowanego lub zwalnianego pasa.

Wyjscie

Jesli wystepy zawsze koniczq sie bez blokowania lotniska (niezaleznie od tego, kiedy pojawiajg sie poszczegdlne zZgdania),
wyjscie powinno skladac z pojedynczego wiersza zawierajgcego zdanie ,The performances will always finish.”.

W przypadku, gdy istnieje taki przebieg wystepow, ktéry prowadzi do blokady lotniska, nalezy go wypisaé (moze istnied
wiele takich przebiegéw, wtedy nalezy wypisaé dowolny z nich). Opis przebiegu wystepéw reprezentowany jest przez cigg
ajy...a liczb 14 2 (bez odstepdw miedzy liczbami). Liczby te reprezentujq kolejnosé, w jakiej wystepuja zZadania wystepow
(liczby 1 1 2 reprezentujq odpowiednio pierwszy i drugi wystep): wpierw jest przyjmowane Zgdanie wystepu ay, nastepnie
przyjmowane jest pierwsze niewykonane Zgdanie wystepu ay (jezeli ay # ap, to jest to pierwsze Zgdanie wystepu ay, a jesli
ay = ap, to jest to drugie zgdanie wystepu ap) itd. Cigg ten musi reprezentowaé poprawny cigg operacji w tym sensie,
ze kazdy pas startowy moze bycé zarezerwowany przez co najwyzej jeden wystep. Poniewaz cigg ma opisywac taki przebieg
wystepow, ktory prowadzi do blokady lotniska, wiec nastepne Zgdanie pierwszego wystepu nie znajdujgce sie w ciggu powinno
by¢ rezerwacjq pasa zarezerwowanego przez drugi wystep i nastepne Zgdanie drugiego wystepu powinno byé rezerwacjg pasa
Zarezerwowanego przez plerwszy.
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Pokaz lotniczy

Przyktad 1
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The performances will always finish.
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Naszyjniki
1 wtedy Alicja powiedziala: — Mam nagjpickniejszy naszyjnik na Swiecie. Od lewej do prawej sklada sie z dwdch czerwonych

perel, z dwoch zielonych i kolejnej czerwonej.
Beatka szybko dodata: — Moj jest jeszcze lepszy. Wyglada prawie jak Twdj, ale musialabys usunaé dwie skrajnie prawe
perty i zastqpié je niebieskima.

Za chwile do dyskusji wlgczyla sie Cecylka: — Zaden z nich nie moze sie réwnaé z moim naszyjnikiem. Mam o jedng
zottq perte wiecej z lewej strony.
Zapewne nie bedziesz zdziwiony, gdy powiem, ze Dominika nie przemilczala piekna swojej ozdoby: To wszystko nic.

Aby dostaé mdj naszyjnik, musialybyscie wzigé naszyjnik Beatki, usungé po perle z lewej i prawej strony i dodaé dwie
czarne na lewy koniec.

I tak dyskutowaly sobie zawziecie, az w pewnym momencie Zuzia zapytata: — Troszke sie pogubilam. Powiedzcie
jakiego koloru byla skrajnie lewa perta w naszyjniku Edytki?

Odpowiedziala jej cisza.

Zadanie

Twoim zadaniem jest napisanie biblioteki (modulu w Pascalu), ktéry umozliwi tego typu dysputy. Ponizej jest opisany
interfejs tej biblioteki; szablony znajdziesz w katalogach /mo/public/necklace/c, /mo/public/necklace/cpp oraz
/mo/public/necklace/pas. Podkatalogi dla C i C++ zawierajg réwniez plik nagléwkowy necklace.h. Nie ma wejscia
ani wyjscia.

Twdj program bedzie pracowal ze zbiorem mnaszyjnikow. Naszyjnik jest ciggiem nieujemnych liczb catkowitych,
uporzgdkowanych od lewej do prawej. Kazdy naszyjnik jest identyfikowany przez nieujemnq liczbe catkowitq. Poczgtkowo
jest dostepny naszyjnik o numerze 0 skladajgcy sie z pustego ciggu.

Na samym poczgtku, program oceniajgcy wywota dokladnie raz procedure init. Nastepnie bedzie wywolywal w pewnym
porzgdku funkcje create i pearl. W sumie, program oceniajgcy odwola sie do biblioteki co najwyzej 1 000 000 razy
w kazZdym tescie.

Wywotanie procedury create oznacza utworzenie nowego naszyjnika. Numer nowego naszyjnika jest o jeden wiekszy
od najwiekszego numeru sposrod juz istniejgcych naszyjnikow, tzn. pierwsze wywolanie create tworzy naszyjnik o numerze
1, drugie wywolanie tworzy naszyjnik o numerze 2 itd. Nowy naszyjnik jest utworzony z naszyjnika from poprzez operacje
opisang parametramsi operation, on_left ¢ param:

o Jezeli parametr operation jest literg R (ang. remove), jedna liczba jest usuwana z odpowiedniego kotica naszyjnika.
Parametr param jest w tym przypadku ignorowany.

o Jezeli parametr operation jest literg A (ang. add), liczba calkowita param jest dodawana na odpowiednim koticu
naszyjnika.

Jesli parametr on_left jest prawdq (jest niezerowy w C/C++), wtedy powyzsza operacja jest wykonywana na lewym
koncu naszyjnika, w przeciwnym wypadku jest wykonywana na prawym koricu. Parametr from w wywotaniu procedury
create bedzie zawsze mniejszy niz liczba naszyjnikow utworzonych przez te procedure, tzn. bedzie odnosic sie do istniejgcego
naszyjnika. MozZesz zaloZycé, zZe nie bedzie prob usuwania perty z pustego naszyjnika.

Funkcja pearl powinna zwrdcié liczbe znajdujgcg sie na lewym koricu naszyjnika neck_id jezeli parametr on_left
jest prawdg (jest niezerowy w C/C++), a w przeciwnym wypadku liczbe na prawym koricu naszyjnika neck_id. Funkcja
pearl bedzie wywolywana tylko dla niepustych naszyjnikow, ktore zostaly wczesniej utworzone przez wywotanie procedury
create. Ta funkcja nie zmienia naszyjnikow.

Opis interfejsu

W jezyku C/C++

extern void init (void);

extern void create (int from, char operation, int on_left,
int param) ;

extern int pearl (int neck_id, int on_left);

W jezyku Pascal
unit necklace;
interface
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Naszyjniki

procedure init;
procedure create (from : longint; operation : char; on_left : boolean;
param : longint);
function pearl (neck_id : longint; on_left : boolean) : longint;
Pamietaj, Ze w dostarczanej przez siebie bibliotece mozesz utworzyé dodatkowe procedury, funkcje i zmienne globalne

Przyklad

Ponizszy przyklad pokazuje mozliwy cigg wywolan funkcji i zwracanych przez nie wartosci:

W jezyku C/C++ W jezyku Pascal

init O; init;

create (0, ’A’, 1, 5); create (0, ’A’, true, 5);
create (1, ’A’, 1, 3); create (1, ’A’, true, 3);

pearl (2, 0); /* zwraca 5 */ pearl (2, false); { zwraca 5 }
create (2, ’R’, 0, 0); create (2, ’R’, false, 0);
pearl (3, 0); /* zwraca 3 */ pearl (3, false); { zwraca 3 }
pearl (2, 0); /* zwraca 5 */ pearl (2, false); { zwraca 5 }

Testowanie Twojej biblioteki

Oprécz szablondw dla Twojej biblioteki, podkatalogi katalogu /mo/public/necklace zawierajg pliki neck_main.c,
neck_main.cpp ¢ neck_main.pas, bedgce plikami Zrodlowymi programow, ktore mogq zostaé skompilowane z Twojg
bibliotekq i bedg wywolywad jej funkcje w sposdéb pokazany na przykladzie (programy powiadomiq Cie, czy wartoSci zwracane
przez funkcje pearl sq poprawne).

Skrypt compile skompiluje Twojg biblioteke, i utworzony tym sposobem program necklace pozwoli Ci przetestowad
Twojg biblioteke w sposdb opisany ponizej. Jezeli program jest uruchomiony bez parametrow, uzyje Twojej biblioteki
w sposéb opisany w przykladzie i sprawdzi, czy wartodci zwracane przez funkcje pearl sq poprawne (jesli nie, na
standardowe wyjscie bledéw zostanie wypisany komunikat). Program mozna réwniez uruchomié¢ w trybie interakcyjnym
wywolujgc go z parametrem —-i. W tym trybie zapytania wczytywane sq ze standardowego wejscia, przekazywane do
biblioteki, a odpowiedzi wypisywane sq¢ na standardowe wyjscie.

Program na poczgtku wywoluje procedure init i, po jej zakonczeniu, wypisuje Initiated. Nastepnie oczekuje zapytan
(kazdego w nowym wierszu); mozliwe sq nastepujgce rodzage:

e create from operation on_left param
To zapytanie powoduje, ze program wywoluje procedure create z parametrami from, operation, on_ left oraz
param. Po zakonczeniu procedury, program wypisuje Done.

e pearl neck_id on_left
To zapytanie powoduje, ze program wywoluje funkcje pearl z parametrami neck_id oraz on_left. Po zakoriczeniu
funkcji, program wypisuje Returns X, gdzie X jest liczbg zwracang przez funkcje.

e quit
To zapytanie powoduje zakonczenie dziatania programu.
Zavwaz, zZe program w trybie interakcyjnym tylko wypisuje odpowiedzi zwracane przez Twojg biblioteke, natomiast nie
sprawdza, czy $q one poprawne.
Ponizej przedstawione zostaly zapytania i odpowiedzi programu w trybie interakcyjnym, odpowiadajgce ciggowi wywolan
z przyktadu.

W jezyku C/C++ W jezyku Pascal
Initiated Initiated

create 0 A1 5 create 0 A true 5
Done Done

create 1 A1 3 create 1 A true 3
Done Done

pearl 2 0 pearl 2 false
Returns 5 Returns 5

create 2 R 0 0 create 2 R false 0O
Done Done

pearl 3 0 pearl 3 false
Returns 3 Returns 3

pearl 2 0 pearl 2 false
Returns 5 Returns 5

quit quit
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Kroélewski skarbiec

Pewnego razu, w odlegltym krélestwie, skarbiec zaczql swiecié pustkami. Krol postanowil potozyé kres tej sytuacji © obmyslit
nowy sposéb wspdlpracy z urzednikami Ministerstwa Skarbu. Urzednicy majg podzielié sie w pary (przekupi¢ dwdch
urzednikéw jest trudniej i drozej), a kazda para ma skladaé sie z urzednika i jego bezposredniego podwladnego. Twoim
zadaniem jest wyznaczyé, majgc dang strukture Ministerstwa Skarbu, najwiekszq liczbe par, ktdre mogq zostaé utworzone
w ten sposdb, jak réwniez na ile sposobéw mozna to zrobic.

Zadanie

Ministerstwo Skarbu jest zarzqdzane przez Ryszarda Zimmnoskdrego. Kazdy urzednik ma pod sobg kilku podwladnych,
a zarazem jest podwladnym dokladnie jednego urzednika (za wyjatkiem Zimnoskdrego, ktory odpowiada jedynie przed samym
krélem). Liczba urzednikdw nie przekracza 1 000. Twoim zadaniem jest obliczyé najwiekszq liczbe par, w ktdre mozna
pogrupowad urzednikow w taki sposob, ze kaida para sklada sie z urzednika i jego bezposredniego podwiadnego. Dodatkowo,
powinienes obliczyé, na ile sposobow mozna dokonaé takiego pogrupowania. Zauwaz, ze nie wszyscy urzednicy Ministerstwa
muszq zostaé sparowant.

Wejscie

W pierwszym wierszu wejcia znajduje sie liczba N oznaczajgcea liczbe urzednikéw (1 < N < 1000). Urzednicy majg
przypisane unikalne numery z zakresu od 1 do N. Ryszard Zimnoskdry ma przypisany numer 1. Kazdy z kolejnych N
wierszy opisuje pojedynczego urzednika: zawiera jego numer, liczbe K jego podwladnych (0 < K < 999) i numery jego
podwiadnych, pooddzielane pojedynczymi odstepami. Mozesz zalozyé, Ze wiersz opisujgcy danego urzednika nie pojawi sie
przed wierszem opisujgcym jego przetoionego.

Wyjscie
Wyjscie powinno sktadac sie z dokladnie dwoch wierszy. W pierwszym wierszu nalezy wypisac jedng liczbe M oznaczajgcq

najwiekszq liczbe par, ktore mogq utworzyé urzednicy. Drugi wiersz powinien zawieraé liczbe sposobow utworzenia przez
urzednikéw M par (zgodnie z powyzszymi wymaganiami kréla).

Punktacja

Za to zadanie mozesz zdobyc punkty czesciowe. Jezeli Twdj program poprawnie wyznaczy najwickszq liczbe par, ktére mogq
utworzyé urzednicy lub liczbe sposobdw utworzenia tych par, ale niepoprawnie wyznaczy drugq z tych liczb, otrzymasz 40%
punktow przyznawanych za dany test.

Przyklad
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