Bajtocja

Dostepna pamieé: 32 MB.

Za gérami, za lasami, za rzekami, za morzami lezy kraj potezny i bogaty zwany Bajtocja. Panuje tam
dobrotliwy krél Bajtazar I Wielki, stynny ze swej troski o infrastrukturg kraju.

W Bajtocji znajduje si¢ n miast. Wtadca rozkazat swym nadwornym architektom przygotowac pro-
jekty nowych ponaddzwiekowych traktéw konnych. Jako odpowiedZ otrzymat m propozycji, kazda z nich
sktada si¢ z trzech liczb p, k, w, gdzie p i k sa miastami koficowymi traktu (trakt faczy te miasta bezposred-
nio i nie przebiega przez inne miasta), a w oznacza koszt zbudowania tego traktu. Kazdym traktem mozna
podrézowaé zaréwno z miasta p do k, jak i w strong przeciwna.

Zamierzeniem kréla jest budowa sieci traktéw w taki sposéb, aby mozna bylo nimi przejecha¢ mig-
dzy kazdymi dwoma miastami, by¢ moze odwiedzajac po drodze inne miejscowosci. Bajtazar jest bar-
dzo oszczgdnym krélem, wigc postanowit zgodzic si¢ tylko na taka sieé, ktéra bedzie mozliwie najtafisza.

Zadanie

Opracuj program, ktory:
e wczyta ze standardowego liczbe miast, liczbg proponowanych traktéw oraz opisy tych traktéw,

e dla kazdego traktu okresli, czy istnieje taka sie¢ potaczen migdzy miastami, zgodna z krélewskimi
rozkazami i w ktdrej rozpatrywany trakt, wybudowany za wskazang kwotg, jest wykorzystywany,

e wypisze na standardowe wyjscie zestawienie uzyskanych wynikéw.

Wejscie

Pierwszy wiersz wejscia zawiera dwie liczby catkowite: liczbe miast n i liczbg proponowanych traktéw m,
rozdzielone pojedyncza spacja i spelniajace warunki 2 < n < 7.000, 1 < m < 300.000. Kazdy z ko-
lejnych m wierszy zawiera po trzy liczby calkowite p, k, w rozdzielone pojedynczymi spacjami, opisujace
proponowany trakt, przy czym p i k oznaczaja miasta bedace koricami traktu, zas w jest cena budowy tego
traktu (1 < p,k < n, 1 < w < 100.000).

Wyjscie

W kazdym z kolejnych m wierszy nalezy wypisac stowo “TAK” albo “NIE”, w zaleznosci od tego, czy mozna
skonstruowaé plan budowy zgodny z zyczeniem kréla, dla ktérego trakt opisany w odpowiednim wierszu
jest w nim zawarty. Mozesz bezpiecznie zatozy¢, ze dla danych wejSciowych zawsze istnieje plan budowy
spelniajacy wymogi Bajtazara.

Przykiad

Dla danych wejSciowych:
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poprawnym wynikiem jest:
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Rozwiazanie

W jezyku teorii graféw postawiony w tresci zadania problem dotyczy znajdowania tzw. minimalnych
drzew rozpinajqcych w grafie nieskierowanym. Drzewem rozpinajqcym grafu nazwiemy pewien podzbior
jego krawedzi, ktéry umozliwia dotarcie z dowolnie wybranego wierzchotka do kazdego innego. Innymi
stowy odcinamy niektére krawedzie w taki sposéb, aby te, ktére zostaty, tworzyty spdjne drzewo, do ktérego
naleza wszystkie wierzchotki grafu. Jak sama nazwa wskazuje uzyskana konstrukcja jest drzewem, wigc ma
doktadnie n — 1 krawedzi (gdzie n oznacza liczbg wierzchotkéw grafu), ponadto dodanie jakiejkolwiek kra-
wedzi spowoduje powstanie cyklu. Te trywialne obserwacje przydadza si¢ w rozwiagzaniu.

Minimalne drzewo rozpinajqce to takie drzewo rozpinajace, w ktérym krawedzie nalezace do drzewa zo-
staty wybrane w taki sposéb, aby ich laczny koszt byt jak najmniejszy. Rozwigzanie zadania polega na wy-
znaczeniu wszystkich krawedzi, ktére naleza do jakiegokolwiek z minimalnych drzew rozpinajacych (moze
ich by¢ wiele). W grafach jednostkowych kazde drzewo rozpinajace jest rtéwnoczes$nie minimalne. Niestety
nasz problem dotyczy graféw o krawedziach wazonych, co komplikuje nieco rozwigzanie.

Poniewaz wyszukiwanie wszystkich minimalnych drzew rozpinajacych jest zadaniem co najmniej kar-
kotomnym, popatrzmy na postawione zadanie z innej strony. Przypu$sémy, ze mamy juz jakie§ minimalne
drzewo rozpinajace. Zastanawiamy sig, czy pewna krawedZ o wadze w moze wchodzi¢ w sktad tego drzewa
zamiast ktérej$ z jego krawedzi.

Obserwacja 1. Krawed? nienalezqca do minimalnego drzewa rozpinajqcego moze zosta¢ wymieniona na ja-
kas krawed? z drzewa tylko wtedy, gdy obie majq te same wagi.

Dowdéd. Obserwacja wynika wprost z minimalno$ci drzewa — jesli mozemy podmieni¢ krawedZ z drzewa
na jaka$ inna, tansza, otrzymujac w rezultacie poprawne drzewo rozpinajace o mniejszym koszcie, to po-
przednie drzewo nie byto minimalne, a wigc sprzecznos$¢. Jesli bedziemy prébowali zmieni¢ na krawedz
drozsza, to mozemy otrzymaé nieminimalne drzewo rozpinajace, czyli tez niedobrze. O



Mamy warunek konieczny, lecz jeszcze nie wystarczajacy. Nie wiemy bowiem, czy zamiana jednego
traktu na inny nie doprowadzi do rozspdjnienia drzewa. Zamiast zastanawiaé si¢ nad znalezieniem pary
krawedzi, ktére mozna wzajemnie wymieni¢, dodajmy po prostu krawedZ—kandydata (o wadze w) do drzewa,
uzyskujac w ten sposéb graf z jednym cyklem. Aby wrdci¢ do sytuacji, w ktérej ponownie mamy minimalne
drzewo rozpinajace, nalezy z tego cyklu usunaé doktadnie jedna krawedZ z kosztem w. Jedli istnieje taka
krawedZ (inna od tej, ktéra wiasnie dodaliSmy), to wtedy dodana krawedzZ nalezy do ktérego$§ z minimalnych
drzew rozpinajacych.

Morat 1. Znalezlismy pewien optymalny plan budowy, do ktérego krawed? e = u < v nie nalezy. Krawedz e
nalezy do jakiegos innego optymalnego planu budowy, jesli w sciezce u ~~ v znajduje si¢ krawedz o wadze w.

Ten wniosek prowadzi do algorytmu rozwiazujacego problem w czasie O(mn) + koszt budowy dowol-
nego minimalnego drzewa rozpinajacego: dla kazdej krawedzi spoza drzewa przechodzimy cate drzewo
prowadzi¢ za pomoca wyszukiwania w gtab lub wszerz. Krawedzi mamy O(m), kazde przeszukiwanie dziata
liniowo w drzewie n-wierzchotkowym, z czego wprost wynika ztozono$¢. Dla odpowiednio duzych graféw
jest to jednak zbyt wolny algorytm.

Spéjrzmy na ten sam problem z innej strony. Zamiast dla kazdej krawedzi rozpatrywacé jej przynalez-
nos¢ do ktéregos$ z drzew mozemy dla kazdego wierzchotka ze znalezionego juz minimalnego drzewa badaé
wychodzace z niego krawedzie. Zmiana punktu widzenia pomaga w dostrzezeniu prostej, acz skutecznej
optymalizacji.

Obserwacja 2. Dla kazdego wierzchotka naleZgcego do minimalnego drzewa rozpinajacego mozna w cza-
sie O(n) obliczy¢ wagi najcigzszych krawedzi w Sciezkach prowadzqcych do dowolnego innego wierzchotka
w tym drzewie.

Dowod. Uzywamy algorytmu przeszukiwania w gtab do przekazywania informacji o najcigzszej krawedzi
na pokonywanych $ciezkach. Implementacj¢ zostawiamy jako ¢wiczenie dla Czytelnika. O

Efektem rozwiazania tego podproblemu jest jednowymiarowa tablica, dla ktérej obliczona warto$¢ w in-
deksie i-tym oznacza wagg najcigzszej krawedzi na Sciezce u ~~ i, gdzie u oznacza wierzchotek poczatkowy.
Z moratu 1. i poprzedzajacego go dowodu obserwacji wynika kolejny wniosek.

Moral 2. Badamy krawedzie wychodzace z wierzchotka u, np. e = u < v. Dzigki wezesniejszej prekalkulacji
znamy wage najciezszej krawedzi w Sciezce drzewowej u ~» v; 0znaczmy jq Wmay. Jesli zachodzi w = Wiy,
to e nalezy do jakiegos minimalnego drzewa rozpinajqcego.

Ztozono$¢ czasowa algorytmu sprawdzajacego krawedzie wychodzace z kazdego wierzchotka (po wcze-
$niejszym wyliczeniu najciezszych wag na Sciezkach) wynosi O(n? +m)+koszt budowy drzewa, co pozwala
zmiesci¢ sig w limitach czasowych.

Do skonstruowania dowolnego minimalnego drzewa rozpinajacego mozna uzy¢ np. algorytmu Kruskala.
Krok algorytmu, w ktérym dokonujemy scalenia dwoch poddrzew mozna zmodyfikowaé w taki sposéb,
aby od razu wyznaczaé krawedzie, ktére moga naleze¢ do minimalnych drzew rozpinajacych. Wtedy otrzy-
mujemy rozwigzanie w chwili zbudowania dowolnego takiego drzewa. Konstrukcje takiego algorytmu zosta-
wiamy jako ciekawe ¢wiczenie.



