Bitocja

Dostepna pamieé: 32 MB.

W pewnym panstwie zwanym Bitocja mieszka bardzo bogaty prezes BitBanku Bitazar. Codziennie dojez-
dza on do pracy pokonujac droge z miasta 1 do miasta n. Do tej pory w Bitocji istniata sie¢ dwukierunkowych
drég pozwalajacych Bitazarowi dojecha¢ do celu, lecz podréz w jego mniemaniu trwa zbyt dtugo. Prezes
Bitazar ogtosit wsréd firm budowlanych przetarg na budowe nowych potaczen, ktére pozwolityby mu zmi-
nimalizowaé czas dojazdu do pracy. W odpowiedzi otrzymat oferty. Dla kazdej z nich musi rozstrzygnaé,
czy dana droga skraca czas przejazdu z miasta 1 do miasta n. Jedli tak, to firma buduje te droge, a Bitazar
rozwaza kolejne propozycje przyjmujac, ze droga zostata wybudowana. W przeciwnym wypadku rozwa-
7ana jest nastgpna oferta, a stan drég nie ulega zmianie. Twoim zadaniem jest pomoc prezesowi w wyborze
nowych drég do budowy.

Zadanie

Opracuj program, ktéry:
e wczyta ze standardowego wejScia opis drog istniejacych oraz propozycji nowych potaczen,

e dla kazdej proponowanej nowej drogi odpowie na pytanie, czy spetnia ona wymagania prezesa Bita-
zara,

e wypisze na standardowe wyjscie wynik.

Wejscie

Pierwszy wiersz zawiera trzy liczby: n (1 < n < 100), k(1 < k < @) in(l < m < 10.000),
czyli kolejno ilo§é miast (miasta sa ponumerowane liczbami catkowitymi z zakresu [1;7]), ilo$¢ drég juz wy-
budowanych oraz ilo$¢ propozycji nowych dréog do wybudowania. Kolejne k wierszy zawiera opis drég
juz istniejacych, a dalsze m wierszy opis propozycji nowych drég. Opis drogi juz istniejacej, jak i propozycja
sktada sig¢ z tréjki liczb (a, b, w), gdzie a i b to numery miast, ktére taczy dana droga (1 < a,b < n), orazw
— czas przejazdu dang droga 1 < w < 1.000.000).

WyjScie

Dla kazdej propozycji nowej drogi wypisz 1, jesli Bitazar powinien oferte przyjaé, albo O jesli powinien
ja odrzucié.

Przyklad

Dla danych wej$ciowych:
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Rozwiazanie

SprowadZmy problem do jezyka teorii graféw. Dany jest graf nieskierowany o krawedziach wazonych,
w ktérym poszukujemy dlugosci najkrétszej Sciezki z wierzchotka o numerze 1 do wierzchotka n-tego. Po-
nadto mozemy do grafu dodawac¢ nowe krawedzie, ktore moga poprawic tg warto$¢. Nasze zadanie polega
na sprawdzeniu ktére z tych krawedzi istotnie polepsza najkrétsza Sciezke 1 ~» n. W sytuacji takiej poprawy
dorzucamy t¢ krawedZ do grafu przed sprawdzeniem nastgpnej propozycji nowej drogi.

Poniewaz dla kazdej potencjalnie nowej drogi sprawdzamy, czy najkrétsza Sciezka z 1 do n ulegnie zmia-
nie, rozpatrzmy kilka algorytméw obliczajacych dtugosci najkrétszych $ciezek. Do najpopularniejszych na-
leza algorytmy Dijkstry, Forda—Bellmana i Floyda—Warshalla. W naszym grafie mamy zawsze krawedzie
o nieujemnych wagach, mozemy wigc usunaé z rozwazan algorytm Forda—Bellmana, ktéry bytby dos$¢ nie-
efektywny w poréwnaniu do algorytmu Dijkstry (ztozono$¢ O(nk)).

Réwnie nieprzydatny wydaje sig algorytm Floyda-Warshalla. Co prawda ztozonosé obliczeniowa O(n?)
wydaje si¢ satysfakcjonujaca dla maksymalnej ilo$ci wierzchotkéw, jednak nalezy pamigtaé, ze dla kazdej
nowej krawedzi nalezy przeprowadzi¢ obliczenia na nowo, co w koficowym algorytmie datoby czas dziatania
rzedu O(n*m) — zdecydowanie zbyt wiele.

Wréémy zatem do algorytmu Dijkstry, ktéry w najprostszej postaci dziala w czasie O(n* +k). W rzeczy-
wisto$ci moze okazac si¢ to odrobing zbyt powolne na grafach gestych, czyli takich, w ktérych wspétczynnik
k bedzie wysoki. Nawet zmodyfikowany algorytm Dijkstry wykorzystujacy strukturg¢ kopcéw binarnych
jako kolejke priorytetowa nie pomoze, a nawet przeciwnie. Ztozono$¢ teoretycznie spadnie do wartoSci
O((n+k)log n), jednak ponownie rozwazmy grafy bardzo ggste, w szczegélnosci grafy pelne (kazda para
wierzchotkéw jest potaczona krawedzia), gdzie wspétczynnik k osiaga rzad wielkosci O(n?). W takiej sy-
tuacji otrzymany algorytm moze okazac si¢ wolniejszy od poprzedniego! Co wigcej, z kazda dodana nowa
droga ros$nie wspétczynnik k.

Problemem algorytmu Dijkstry jest jego zaleznos$¢ od ilosci krawedzi w grafie i tak naprawde trudno co-
kolwiek konstruktywnego z tym zrobi¢. Jedyny rozwazany algorytm niezalezny od k odrzuciliSmy jako zbyt
wolny przy wielokrotnych iteracjach — do zagwarantowania poprawnosci przeliczamy najkrétsze $ciezki po-
migdzy kazda parg wierzchotkéw. Tak sig¢ sktada, ze mozna wykorzystaé specyficzna konstrukcje algorytmu
Floyda—Warshalla do jego ograniczenia bez straty interesujacych nas wtasnosci. Lecz najpierw kluczowy.. .

Fakt. Dodanie krawedzi u < v moze wptynqc tylko na dtugosc¢ Sciezek korzystajacych z tej krawedzi.



Przypomnijmy dziatanie algorytmu Floyda—Warshalla. Dla kazdej pary wierzchotkéw u, v szukamy naj-
krotszej Sciezki migdzy nimi. W tym celu sprawdzamy, czy dla dowolnego innego wierzchotka w zachodzi

[t~ v| > i~ w|+ |w~ v

Jesli tak, to znaczy, ze mozemy poprawié najkrétsza Sciezke z u do v na warto$¢ po prawej stronie nierow-
nosci. W rzeczywisto$ci powyzszy warunek oznacza sytuacje, w ktérej znalezliSmy jaka$ Sciezke u ~~ v,
ale wkroétce okazuje sig, ze krotsza trasa wiedzie przez wierzcholek poSredni w.

Poniewaz sprawdzamy tylko Sciezki korzystajace z nowo dodanej krawgdzi (oznaczmy ja x < y), zmody-
fikowany algorytm Floyda—Warshalla bedzie wygladat tak: dla kazdej pary wierzchotkéw u,v szukamy naj-
krétszej Sciezki migdzy nimi. W tym celu sprawdzamy, czy §ciezkau ~» x < y ~» viubu ~» y <& x ~» v
jest krétsza od Sciezki u ~» v.

Whniosek. Aktualizacje najkrotszych sciezek po dodaniu nowej krawedzi mozemy wykonaé w czasie O(n?).

Jeden raz obliczamy “konwencjonalnie” odlegtosci pomiedzy kazda para wierzchotkéw, a nastgpnie
dla kazdej nowej krawgdzi sprawdzamy, czy po jej dodaniu uzyskamy korzystniejszy wynik dla 1 ~» n.
Jedli tak, dodajemy te¢ krawedZ do grafu i aktualizujemy odlegto$ci. Ostateczna zlozono$¢ wynosi wigc
O(n?® +n*m), co przy niskim koszcie obliczeniowym podstawowej operacji algorytmu Floyda—Warshalla
jest wartoscig akceptowalna.



