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Przestawioneliterki . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

Julka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

Jasiek. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

Dyzio. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

Bajtocka Agencja Informacyjna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

Nawiasy. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

Zbrodnia na Piccadil ly Circus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201

Superliczby w permutacji . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205

Ta«ce gordyjskie Krzy±ków. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209

Tomki . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217

XV Mi �edzynarodowa Olimpiada Inf ormatyczna— zadania 223

Porównywanieprogramów (Comparing code). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225

‘cie»ki (Trail maintenance) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227

Malej¡cy ci¡g (Reverse). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229

Kontemplacja pªotu (Seeing the boundary) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231

Zgadnij, która to krowa (Guesswhich cow). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233

Uciekaj¡ce roboty (Amazing robots) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235

X Ba�tycka Olimpiada Inf ormatyczna— zadania 239

Ci¡g (Sequence). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241

Niecodzienna liczba (Unique number) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243

Parking (Car park) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245

Powtórzenia (Repeats) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247

Prostok¡ty (Rectangles). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249

Statki (Ships) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251

Waga (Scales). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253

Liter atura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255



Olimpiada Informatyczna
2004{09{28 11:57
strona 5

i

i

i

i

i

i

i

i

Krzysztof Diks

Wst¦p

Drogi Czytelniku!

OlimpiadaInformatycznawkroczy�aw swoje drugiedziesi�ecioleciei niezmierniemi�e jest,
�zeju�z kolejnepokolenieolimpijczyków podtrzymujedobr�apass�e swychpoprzedników. Ju�z
pooddaniudodrukusprawozdán z poprzedniej,X-tej Olimpiady, odby�asi�ew StanachZjed-
noczonych XV-ta Mi �edzynarodowa OlimpiadaInformatyczna.Wszyscy nasireprezentanci
(zdobywcy czterechpierwszychmiejscw X-tej Olimpiadzie)zdobyli medale:BartekWal-
czaki Filip Wolski – medalez�ote,Marcin Michalski – medalsrebrny, a Micha� Brzozowski
– medalbr �azowy.

Najlepsi zawodnicy XI-tej Olimpiady nie spisuj�a si�e gorzej. Ich wyst�ep w X-tej Ba�-
tyckiej OlimpiadzieInformatycznejzakończy� si�e spektakularnym sukcesem.Ca�aszóstka
naszychreprezentantówzdoby�amedale.Z�oto wywalczyli: Filip Wolski (pierwszemiejsce
w ca�ymkonkursie),SzymonAcedánski, Jakub� �acki i JakubKallas. Medalesrebrneprzy-
wieźli TomaszKurasi AdamRadziwończyk-Syta.Wartepodkrésleniajest,�zePolacy zdobyli
czterypierwszemiejscaw konkursie.

W tym roku Polskaby�a organizatoremOlimpiady InformatycznejEuropy Środkowej.
Olimpiadamia�amiejscew Rzeszowie,w dniach12- 18lipca. Gościny Olimpiadzieudzieli�a
Wy�zszaSzko�a Informatyki i Zarz�adzaniaw Rzeszowie, zaco chcia�bymjeszczerazgor�aco
podzi�ekować w�adzomszko�y i wszystkimjej pracownikom, którzy z oddaniempomagali
w organizacjitej wa�znej imprezy. W Rzeszowie nasireprezentanciokazalisi�e niezmiernie
gościnnii oddalipierwszemiejsceLuceKalinovcicowi z Chorwacji. Wszyscy nasireprezen-
tancizdobyli jednakmedale:z�ote– Filip Wolski i BartekRománski,srebrny – Jakub� �acki
i br �azowy – TomaszKuras.Terazprzednimi Mi �edzynarodowaOlimpiadaInformatycznaw
Atenach.Mam wielk �a nadziej�e, �zew roku olimpijskim wyjazdPolakówdo Aten zakończy
si�e wielkim sukcesem.

�Zadenz wy�zejopisanychsukcesównieby�by mo�zliwy bezca�orocznejpracy wielu osób
zwi �azanychz krajow �aOlimpiad�a Informatyczn�a.Nale�z �adonichzarównouczniowie, którzy
poświ�ecaj�a dziesi�atki godzinnaprzygotowaniesi�e do zawodów, ich nauczycieleopiekuj�acy
si�enacodzién swoimi wychowankami,jak i organizatorzy,którzystaraj�asi�e, �zebyOlimpiada
by�az rokunarok corazlepsza.

Prezentowanaksi �a�zeczkazawiera dok�adny opis przebiegu XI-tej Olimpiady Informa-
tycznej. Jednaknajcenniejsz�a jej cz�eści �a s�a autorskieopisy rozwi �azán zadán olimpijskich.
Wartepodkrésleniajestto, �zewśródautorówdominuj�ajeszczeniedawni olimpijczycy. Mo�ze
to w�aśnieby�o powodemtego, �zetegorocznezadaniaokaza�ysi�e wyj �atkowo trudne.

Opróczzadán z XI-tej Olimpiady, w przedstawianejksi �a�zeczceznajduj�a si�e te�z zadania
z XV-tej Mi �edzynarodowej OlimpiadyInformatycznei X-tej Ba�tyckiejOlimpiadyInforma-
tycznej. Jednym z autorówzadán Ba�tyckiej OlimpiadyInformatycznejjestprof. Wojciech
Rytter. Zamieszczamyjegoautorskiopisrozwi �azaniazadaniaWaga.

Od trzechlat OlimpiadaInformatycznajestwspó�organizatoremciesz�acego si�e niezwy-
k�ym powodzeniemkonkursuprogramistycznegoPogromcyAlgorytmów. W tym rokuposta-
nowili śmyzawrzéc w „niebieskiejksi �a�zeczce”opisyautorskichrozwi �azán zadán z ostatniej
edycji Pogromców. Zach�ecamywszystkichdo udzia�uw tych zawodach.Jestto znakomity
treningprzedOlimpiad�a.
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6 Wst¦p

Do ksi �a�zeczkijestdo� �aczony dyskz programamiwzorcowymi dla zadán z XI-tej Olim-
piady Informatycznejoraztrudniejszychzadán z PogromcówAlgorytmów. Na dyskuznaj-
duj �asi�e te�z danetestowenapodstawie którychocenianorozwi �azaniazawodników.

Na zakończeniechcia�bympodzi�ekować wszystkimcz�onkom KomitetuG�ównego, ju-
rorom i innym wspó�organizatorom,za pe�nezaanga�zowaniew przygotowaniei realizacj�e
XI-tej OlimpiadyInformatycznej.Kolejny razchcia�bymtak�zewyrazić wdzi�ecznósć �rmie
PROKOM SOFTWARE SA zamodelowewspieraniem�odychpolskichinformatyków.

KrzysztofDiks
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Komitet G�ówny Olimpiady Inf ormatycznej

Spra wozdanie z przebiegu

XI Olimpiady Informat ycznej

2003/2004

OlimpiadaInformatycznazosta�apowo�ana10grudnia1993rokuprzezInstytutInformatyki
UniwersytetuWroc�awskiego zgodniez zarz�adzeniemnr 28 Ministra EdukacjiNarodowej
z dnia14 wrzésnia1992roku. Olimpiadadzia�azgodniez Rozporz�adzeniemMinistra Edu-
kacji Narodowej i Sportuz dnia29 stycznia2002roku w sprawie organizacjiorazsposobu
przeprowadzeniakonkursów, turniejówi olimpiad(Dz. U. 02.13.125).Obecnieorganizato-
remOlimpiadyInformatycznejjestUniwersytetWroc�awski.

OR GANIZA CJA ZA W ODÓ W

W roku szkolnym 2003/2004odby�y si�e zawody XI Olimpiady Informatycznej.Olimpiada
Informatycznajesttrójstopniowa. Rozwi�azaniemka�zdegozadaniazawodówI, II i III stopnia
jest programnapisany w jednym z ustalonych przezKomitet G�ówny Olimpiady j �ezyków
programowanialub plik z wynikami. Zawody I stopniamia�y charakterotwartego konkursu
dlauczniówwszystkichtypówszkó�m�odzie�zowych.

7 pázdziernika2003r. rozes�anoplakatyzawieraj�acezasadyorganizacjizawodówI stop-
nia orazzestaw 5 zadán konkursowych do 3781szkó�i zespo�ówszkó�m�odzie�zowych po-
nadgimnazjalnychorazdo wszystkichkuratorówi koordynatorówedukacjiinformatycznej.
ZawodyI stopniarozpocz�e�ysi�e dnia20pázdziernika2003r. Ostatecznym terminemnadsy-
�aniaprackonkursowychby� 17 listopada2003roku.

ZawodyII i III stopniaby�y dwudniowymi sesjamistacjonarnymi, poprzedzonymi jedno-
dniowymi sesjamipróbnymi. Zawody II stopniaodby�y si�e w pi�eciuokr�egach:Warszawie,
Wroc�awiu, Toruniu, Katowicach i Krakowie oraz w Sopociei Rzeszowie, w dniach10–
12.02.2004r., natomiastzawody III stopniaodby�y si�e w ośrodku�rmy CombidataPoland
S.A.w Sopocie,w dniach30.03–3.04.2004r.

Uroczystósć zakończeniaXI Olimpiady Informatycznejodby�asi�e w dniu 3.04.2004r.
w Sali Posiedzén Urz�eduMiastaw Sopociez udzia�empanaTadeuszaS�aweckiego,podse-
kretarzastanuw MinisterstwieEdukacjiNarodowej i Sportu.

SKŠAD OSOBO WY K OMITETÓ W OLIMPIAD Y INF OR-

MA TYCZNEJ

Komitet Gªówn y

przewodnicz�acy:
dr hab. KrzysztofDiks, prof. UW (UniwersytetWarszawski)
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8 Sprawozdaniez przebiegu XI Olimpiady Informatycznej

zast�epcy przewodnicz�acego:
prof. dr hab. Maciej M. Sys�o(UniwersytetWroc�awski)
prof. dr hab. Pawe� Idziak (UniwersytetJagiellónski)

sekretarznaukowy:
dr Marcin Kubica(UniwersytetWarszawski)

kierownik Jury:
dr KrzysztofStencel(UniwersytetWarszawski)

kierownik organizacyjny:
TadeuszKuran(OEIiZK)

cz�onkowie:
prof. dr hab. Zbigniew Czech(PolitechnikaŚl �aska)
mgr JerzyDa�ek(Ministerstwo EdukacjiNarodowej i Sportu)
dr Przemys�awaKanarek(UniwersytetWroc�awski)
mgr AnnaBeataKwiatkowska(IV LO im. T. Kościuszkiw Toruniu)
dr hab. KrzysztofLoryś,prof. UWr (UniwersytetWroc�awski)
prof. dr hab. JanMadey (UniwersytetWarszawski)
prof. dr hab. WojciechRytter(UniwersytetWarszawski)
mgr KrzysztofJ. Świ�ecicki (Ministerstwo EdukacjiNarodowej i Sportu)
dr Maciej Ślusarek(UniwersytetJagiellónski)
dr hab. in�z. Stanis�aw Waligórski,prof. UW (UniwersytetWarszawski)
dr Miros�awaSkowrońska(UniwersytetMiko�ajaKopernikaw Toruniu)
dr AndrzejWalat(OEIiZK)
mgr TomaszWaleń (UniwersytetWarszawski)

sekretarzKomitetuG�ównego:
MonikaKoz�owska-Zaj�ac(OEIiZK)

Komitet G�ówny mieści si�e w Warszawie przy ul. Nowogrodzkiej73, w OśrodkuEdukacji
Informatyczneji Zastosowań Komputerów.

Komitet G�ówny odby� 5 posiedzén. 23 stycznia2004r. przeprowadzonoseminarium
przygotowuj �acezawody II stopnia.

Komitet y okr¦go we

Komitet Okr �egowy w Warszawie
przewodnicz�acy:

dr AdamMalinowski (UniwersytetWarszawski)
sekretarz:

MonikaKoz�owska-Zaj�ac(OEIiZK)
cz�onkowie:

dr Marcin Kubica(UniwersytetWarszawski)
dr AndrzejWalat(OEIiZK)

KomitetOkr�egowy mieści si�e w Warszawie przy ul. Nowogrodzkiej73w OśrodkuEdukacji
Informatyczneji Zastosowań Komputerów.

Komitet Okr �egowy we Wr oc�awiu
przewodnicz�acy:

dr hab. KrzysztofLoryś,prof. UWr (UniwersytetWroc�awski)
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zast�epcaprzewodnicz�acego:
dr HelenaKrupicka(UniwersytetWroc�awski)

sekretarz:
in�z. MariaWoźniak(UniwersytetWroc�awski)

cz�onkowie:
dr TomaszJurdzínski (UniwersytetWroc�awski)
dr Przemys�awaKanarek(UniwersytetWroc�awski)
dr Witold Karczewski (UniwersytetWroc�awski)

Siedzib�a KomitetuOkr�egowego jest Instytut Informatyki UniwersytetuWroc�awskiego we
Wroc�awiu, ul. Przesmyckiego20.

Komitet Okr �egowy w Toruniu:
przewodnicz�acy:

dr hab. GrzegorzJarzembski,prof. UMK (UniwersytetMiko�ajaKopernikaw Toruniu)
zast�epcaprzewodnicz�acego:

dr Miros�awaSkowrońska(UniwersytetMiko�ajaKopernikaw Toruniu)
sekretarz:

dr BarbaraKlunder(UniwersytetMiko�ajaKopernikaw Toruniu)
cz�onkowie:

mgr AnnaBeataKwiatkowska(IV LiceumOgólnokszta�c�acew Toruniu)
dr KrzysztofSkowronek(V LiceumOgólnokszta�c�acew Toruniu)

Siedzib�a KomitetuOkr�egowego w Toruniu jestWydzia� Matematykii Informatyki Uniwer-
sytetuMiko�ajaKopernikaw Toruniu,ul. Chopina12/18.

Górnośl �aski Komitet Okr �egowy
przewodnicz�acy:

prof. dr hab. Zbigniew Czech(PolitechnikaŚl �askaw Gliwicach)
zast�epcaprzewodnicz�acego:

mgr in�z. SebastianDeorowicz (PolitechnikaŚl �askaw Gliwicach)
sekretarz:

mgr in�z. AdamSkórczýnski (PolitechnikaŚl �askaw Gliwicach)
cz�onkowie:

dr in�z. MariuszBoryczka(UniwersytetŚl �askiw Sosnowcu)
mgr in�z. MarcinCiura(PolitechnikaŚl �askaw Gliwicach)
mgr in�z. MarcinSzo�tysek(PolitechnikaŚl �askaw Gliwicach)
mgr JacekWiduch(PolitechnikaŚl �askaw Gliwicach)
mgr WojciechWieczorek(UniwersytetŚl �askiw Sosnowcu)

Siedzib�a Górnósl �askiego Komitetu Okr�egowego jest PolitechnikaŚl �askaw Gliwicach, ul.
Akademicka16.

Komitet Okr �egowy w Krak owie
przewodnicz�acy:

prof. dr hab. Pawe� Idziak (UniwersytetJagiellónski)
zast�epcaprzewodnicz�acego:

dr Maciej Ślusarek(UniwersytetJagiellónski)
sekretarz:

mgr EdwardSzczypka(UniwersytetJagiellónski)
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10 Sprawozdaniez przebiegu XI Olimpiady Informatycznej

cz�onkowie:
mgr HenrykBia�ek(KuratoriumOświatyw Krakowie)
dr in�z. JanuszMajewski (AkademiaGórniczo-Hutniczaw Krakowie)

Siedzib�a KomitetuOkr�egowego w Krakowie jest Instytut Informatyki UniwersytetuJagiel-
lońskiego,ul. Nawojki 11w Krakowie.

Jury Olimpiady Informat ycznej

W pracachJury, które nadzorowa� Krzysztof Diks, a którymi kierowa� Krzysztof Stencel,
brali udzia�pracownicy, doktorancii studenciInstytutuInformatyki Wydzia�uMatematyki,
Informatyki i MechanikiUniwersytetuWarszawskiego.

Micha� Adamaszek
mgr KrzysztofCiebiera
Karol Cwalina
TomaszCzajka
WojciechDudek
TomaszIdziaszek
mgr �ukasz Kowalik
TomaszMalesínski
Marcin Michalski
mgr MarcinMucha
AnnaNiewiarowska
KrzysztofOnak
Pawe� Parys
ArkadiuszPaterek
mgr JakubPawlewicz
Marcin Pilipczuk
JakubRadoszewski
Rafa� Rusin
mgr PiotrSankowski
mgr KrzysztofSikora
Piotr Stánczyk
mgr MarcinStefaniak
mgr TomaszWaleń
Pawe� Wolff
Marek �Zylak

ZA W OD Y I STOPNIA

W XI OlimpiadzieInformatycznejwzi�e�oudzia�805zawodników.
Decyzj �a KomitetuG�ównego do zawodów zosta�odopuszczonych 40 uczniów gimna-

zjów. Byli to uczniowie z nast�epuj�acychgimnazjów:

� Gimnazjumnr 24,Gdynia:15uczniów

� Gimnazjumnr 50,Bydgoszcz:5
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� Gimnazjumnr 16,Szczecin:3

� Gimnazjumim. Św. JadwigiKrólowej, Kielce: 2

� Gimnazjumnr 7, Chorzów:1

� Gimnazjumnr 8, Elbl �ag:1

� Gimnazjum,Gocza�kowice-Zdrój:1

� Gimnazjumnr 2, KamiennaGóra:1

� Gimnazjumnr 15,Kielce: 1

� KolegiumSzkó�Prywatnych,Kielce: 1

� Gimnazjumnr 16 im. S.Batorego,Kraków: 1

� Gimnazjumnr 52OjcówPijarów, Kraków: 1

� Gimnazjumnr 18,Lublin: 1

� Gimnazjumnr 11, �ód ź: 1

� Gimnazjum,� ysaGóra:1

� Gimnazjumnr 16,Szczecin:1

� GimnazjumAkademickie,Toruń: 1

� Gimnazjumnr 9, Tychy: 1

� PubliczneGimnazjum,W�egrów: 1

Kolejnósć województwpodwzgl�edemliczby uczestnikówby�anast�epuj�aca:

pomorskie 114
mazowieckie 109
ma�opolskie 108
śl �askie 85
kujawsko-pomorskie 71
dolnósl �askie 50
zachodniopomorskie 48
podkarpackie 44
lubelskie 37
wielkopolskie 34
�ódzkie 26
podlaskie 25
świ�etokrzyskie 19
opolskie 13
lubuskie 11
warmińsko-mazurskie 11
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W zawodachI stopnianajliczniejreprezentowaneby�y szko�y:

V LO im. A. Witkowskiego,Kraków 54uczniów
III LO im. MarynarkiWojennejRP, Gdynia 45
XIV LO im St.Staszica,Warszawa 35
VI LO im. W. Sierpínskiego,Gdynia 22
XIII LO, Szczecin 18
VI LO im. J. i J. Śniadeckich,Bydgoszcz 17
Gimnazjumnr 24,Gdynia 15
VIII LO im. A. Mickiewicza,Poznán 12
XIV LO im. Polonii Belgijskiej,Wroc�aw 11
VIII LO im. M. Sk�odowskiej-Curie,Katowice 10
IV LO im. T. Kościuszki,Toruń 10
III LO im. A. Mickiewicza,Wroc�aw 9
I LO im. A. Mickiewicza,Bia�ystok 8
KatolickieLO OjcówPijarów, Kraków 8
I LO im. C. K. Norwida,Bydgoszcz 7
IV LO im. M. Kopernika,Rzeszów 7
X LO im. prof. S.Banacha,Toruń 7
Gimnazjumnr 50,Bydgoszcz 5
I LO im. St.Staszica,Chrzanów 5
I LO im. M. Kopernika,Gdánsk 5
II LO im. M. Konopnickiej,Opole 5
Zespó�Szkó�Elektronicznych,Rzeszów 5
Gimnazjumi LiceumAkademickie,Toruń 5

Najliczniej reprezentowaneby�y miasta:

Gdynia 89uczniów
Kraków 79
Warszawa 76
Bydgoszcz 35
Szczecin 33
Toruń 26
Wroc�aw 24
Rzeszów 21
Katowice 17
Poznán 15
Lublin 13
Bia�ystok 13
Cz�estochowa 10
Gdánsk 10
Kielce 10
�ód ź 9
Radom 9
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Opole 8
Bielsko-Bia�a 7
D �abrowaGórnicza 6
Gliwice 6
S�upsk 6
ZielonaGóra 6
Chorzów 5
Chrzanów 5
Cieszyn 5
Koszalin 5
Olsztyn 5
Rybnik 5
Sosnowiec 5
StalowaWola 5

Zawodnicy ucz�eszczalidonast�epuj�acychklas:

doklasyI gimnazjum 4 zawodników
doklasyII gimnazjum 15
doklasyIII gimnazjum 21
doklasyI szko�y ponadgimnazjalnej 118
doklasyII szko�y ponadgimnazjalnej 313
doklasyIII szko�y średniej 19
doklasyIV szko�y średniej 298
doklasyV szko�y średniej 12

5 zawodnikówniepoda�oinformacji,doktórej klasyucz�eszczali.
W zawodachI stopniazawodnicy mieli do rozwi �azaniapi�eć zadán: „Gra”, „PIN-kod”,

„Sznurki”, „Szpiedzy”i „Zawody”.
W wyniku zastosowaniaprocedurysprawdzaj�acejwykryto niesamodzielnerozwi �azania.

KomitetG�ówny, w zale�znósciodindywidualnejsytuacji,niebra�tychrozwi �azán poduwag�e
lub zdyskwali�k owa� zawodników, którzy je nades�ali.

Poni�zszetabeleprzedstawiaj �aliczby zawodników, którzyuzyskaliokrésloneliczbypunk-
tów zaposzczególnezadania,w zestawieniu ilościowym i procentowym:

� Gra
liczba zawodnik ów czyli

100 pkt. 21 2,6%
75{99 pkt. 1 0,1%
50{74 pkt. 2 0,3%
1{49 pkt. 240 29,8%
0 pkt. 290 36,0%
brak rozwi¡zania 251 31,2%
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� PIN-kod
liczba zawodnik ów czyli

100 pkt. 429 53,3%
75{99 pkt. 75 9,3%
50{74 pkt. 27 3,4%
1{49 pkt. 91 11,3%
0 pkt. 60 7,5%
brak rozwi¡zania 123 15,2%

� Sznurki
liczba zawodnik ów czyli

100 pkt. 31 3,8%
75{99 pkt. 15 1,9%
50{74 pkt. 15 1,9%
1{49 pkt. 129 16%
0 pkt. 304 37,8%
brak rozwi¡zania 311 38,6%

� Szpiedzy

liczba zawodnik ów czyli

100 pkt. 208 25,8%
75{99 pkt. 102 12,7%
50{74 pkt. 97 12,1%
1{49 pkt. 187 23,2%
0 pkt. 102 12,7%
brak rozwi¡zania 109 13,5%

� Zawody

liczba zawodnik ów czyli

100 pkt. 75 9,3%
75{99 pkt. 101 12,6%
50{74 pkt. 135 16,8%
1{49 pkt. 177 22,0%
0 pkt. 109 13,5%
brak rozwi¡zania 208 25,8%

W sumiezawszystkie5 zadán konkursowych:

SUMA liczba zawodnik ów czyli

500 pkt. 7 0,8%
375{499 pkt. 31 3,9%
250{374 pkt. 194 24,1%
1{249 pkt. 477 59,3%
0 pkt. 96 11,9%

Wszyscy zawodnicy otrzymali informacjeo uzyskanych przezsiebiewynikach. Na stronie
internetowej Olimpiadyudost�epnioneby�y testy, napodstawie którychocenianoprace.
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ZA W OD Y I I STOPNIA

Do zawodów II stopniazakwali�k owano 334 zawodników, którzy osi �agn�eli w zawodach
I stopniawynik niemniejszyni�z 200pkt.

Pi�eciuzawodnikówniestawi�o si�e nazawody. W zawodachII stopniauczestniczy�o329
zawodników.

Zawody II stopniaodby�y si�e w dniach10–12lutego 2004r. w pi�eciusta�ychokr�egach
orazw Sopociei Rzeszowie:

� w Toruniu— 39zawodnikówz nast�epuj�acychwojewództw:

– kujawsko-pomorskie(39)

� we Wroc�awiu — 57zawodnikówz nast�epuj�acychwojewództw:

– dolnósl �askie(14)

– lubuskie(2)

– opolskie(8)

– wielkopolskie(15)

– zachodniopomorskie(18)

� w Warszawie — 65zawodnikówz nast�epuj�acychwojewództw:

– mazowieckie(46)

– podlaskie(10)

– świ�etokrzyskie(6)

– warmińsko-mazurskie(3)

� w Krakowie — 44zawodnikówz nast�epuj�acychwojewództw:

– ma�opolskie(44)

� w Gliwicach— 34zawodnikówz nast�epuj�acychwojewództw:

– �ódzkie(6)

– ma�opolskie(2)

– śl �askie(26)

� w Sopocie— 69zawodnikówz nast�epuj�acychwojewództw:

– pomorskie(67)

– zachodniopomorskie(2)

� w Rzeszowie — 20zawodnikówz nast�epuj�acychwojewództw:

– lubelskie(4)

– podkarpackie(15)

– zachodniopomorskie(1)

W zawodachII stopnianajliczniejreprezentowaneby�y szko�y:
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III LO im. MarynarkiWojennejRP, Gdynia 36zawodników
V LO im. A. Witkowskiego,Kraków 34
XIV LO im. St.Staszica,Warszawa 22
VI LiceumOgólnokszta�c�ace,Gdynia 17
XIII LO, Szczecin 14
VI LO im. J. i J. Śniadeckich,Bydgoszcz 11
VIII LO im. A. Mickiewicza,Poznán 9
IV LO im. T. Kościuszki,Toruń 8
I LO im. A. Mickiewicza,Bia�ystok 6
Gimnazjumnr 24,Gdynia 6
VIII LO im. M. Sk�odowskiej-Curie,Katowice 5
IV LO im. M. Kopernika,Rzeszów 5
II LO im. M. Konopnickiej,Opole 4
X LO im. prof. S.Banacha,Toruń 4
XXVII LO im. T. Czackiego,Warszawa 4
XIV LO im. Polonii Belgijskiej,Wroc�aw 4
I LO im. C. K. Norwida,Bydgoszcz 3
Gimnazjumnr 50,Bydgoszcz 3
I LO im. M. Kopernika,Gdánsk 3
I LO im. M. Kopernika,�ód ź 3
LO im. KEN, StalowaWola 3
XXVIII LO im. J.Kochanowskiego,Warszawa 3

Najliczniej reprezentowaneby�y miasta:

Gdynia 60
Kraków 42
Warszawa 42
Bydgoszcz 20
Szczecin 16
Toruń 15
Poznán 10
Rzeszów 8
Wroc�aw 8
Katowice 7
Opole 7
Bia�ystok 6
Gdánsk 5
Chorzów 4
Lublin 4
�ód ź 4
Kielce 3
StalowaWola 3

W dniu 10 lutego odby�asi�e sesjapróbna,naktórej zawodnicy rozwi �azywali nie licz �ace
si�e do ogólnejklasy�kacji zadanie"Most". W dniachkonkursowych zawodnicy rozwi �azy-
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wali zadania:„Bramki”, „Jaskinia”,„Przeprawa” oraz„Turniej”, ka�zdeocenianew skali od
0 do100punktów.

Poni�zszetabeleprzedstawiaj �aliczby zawodnikówII etapu,którzyuzyskalipodaneliczby
punktówzaposzczególnezadania,w zestawieniu ilościowym i procentowym:

� Most (zadaniepróbne)

liczba zawodnik ów czyli

100 pkt. 53 16,1%
75{99 pkt. 4 1,2%
50{74 pkt. 2 0,6%
1{49 pkt. 217 66,0%
0 pkt. 46 14,0%
brak rozwi¡zania 7 2,1%

� Bramki
liczba zawodnik ów czyli

100 pkt. 3 0,9%
75{99 pkt. 45 13,7%
50{74 pkt. 29 8,8%
1{49 pkt. 135 41,0%
0 pkt. 49 14,9%
brak rozwi¡zania 68 20,7%

� Jaskinia
liczba zawodnik ów czyli

100 pkt. 0 0,0%
75{99 pkt. 0 0,0%
50{74 pkt. 1 0,3%
1{49 pkt. 109 33,1%
0 pkt. 187 56,9%
brak rozwi¡zania 32 9,7%

� Przeprawa

liczba zawodnik ów czyli

100 pkt. 15 4,5%
75{99 pkt. 14 4,3%
50{74 pkt. 43 13,1%
1{49 pkt. 197 59,8%
0 pkt. 46 14,0%
brak rozwi¡zania 14 4,3%
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� Turniej

liczba zawodnik ów czyli

100 pkt. 2 0,6%
75{99 pkt. 17 5,2%
50{74 pkt. 20 6,1%
1{49 pkt. 212 64,4%
0 pkt. 51 15,5%
brak rozwi¡zania 27 8,2%

W sumiezawszystkie4 zadaniakonkursowerozk�adwyników zawodnikówby� nast�epuj�acy:

SUMA liczba zawodnik ów czyli

400 pkt. 0 0,0%
300{399 pkt. 1 0,3%
200{299 pkt. 15 4,6%
1{199 pkt. 298 90,6%
0 pkt. 15 4,5%

Wszystkimzawodnikom przes�anoinformacj�e o uzyskanych wynikach,a na stronieOlim-
piadydost�epneby�y testywed�ugktórychsprawdzanorozwi �azania.

ZA W OD Y I I I STOPNIA

Zawody III stopniaodby�ysi�e w ośrodku�rmy CombidataPolandS.A.w Sopociew dniach
od30marcado3 kwietnia2004r.

Do zawodówIII stopniazakwali�k owano46 najlepszychuczestnikówzawodówII stop-
nia, którzy uzyskali wynik nie mniejszyni�z 152 pkt. Jedenzawodnik nie zg�osi� si�e na
zawody.

Zawodnicy ucz�eszczalidoszkó�w nast�epuj�acychwojewództwach:

pomorskie 10
kujawsko-pomorskie 8
mazowieckie 7
śl �askie 6
ma�opolskie 3
wielkopolskie 3
zachodniopomorskie 3
dolnósl �askie 1
�ódzkie 1
podkarpackie 1
podlaskie 1
warmińsko-mazurskie 1

Ni �zejwymienioneszko�y mia�y w �nale wi �ecejni�z jednegozawodnika:

III LO im. MarynarkiWojennejRP, Gdynia 8 zawodników
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XIV LO im. St.Staszica,Warszawa 5
IV LO im. T. Kościuszki,Toruń 3
XIII LO, Szczecin 3
VIII LO im. A. Mickiewicza,Poznán 3
V LO im. A. Witkowskiego,Kraków 3
VI LO im. J. i J. Śniadeckich,Bydgoszcz 3
VIII LO im. M. Sk�odowskiej-Curie,Katowice 2

30 marcaodby�a si�e sesjapróbna,na której zawodnicy rozwi �azywali nie licz �ace si�e
doogólnejklasy�kacji zadanie:„Zgadywanka”.W dniachkonkursowychzawodnicy rozwi �a-
zywali zadania:„Misie-Patysie”, „Wschód-Zachód”,„Wyspy”, „Kaglony” i „Maksymalne
rz�edypermutacji”,ka�zdeocenianemaksymalniepo100punktów.

Poni�zszetabeleprzedstawiaj �a liczby zawodników, którzy uzyskalipodaneliczby punk-
tów zaposzczególnezadaniakonkursowew zestawieniu ilościowym i procentowym:

� Zgadywanka(zadaniepróbne)

liczba zawodnik ów czyli

100 pkt. 6 13,3%
75{99 pkt. 2 4,5%
50{74 pkt. 0 0,0%
1{49 pkt. 1 2,2%
0 pkt. 34 75,6%
brak rozwi¡zania 2 4,4%

� Misie-Patysie

liczba zawodnik ów czyli

100 pkt. 6 13,3%
75{99 pkt. 4 8,9%
50{74 pkt. 1 2,2%
1{49 pkt. 20 44,4%
0 pkt. 7 15,6%
brak rozwi¡zania 7 15,6%

� Wschód-Zachód
liczba zawodnik ów czyli

100 pkt. 3 6,7%
75{99 pkt. 3 6,7%
50{74 pkt. 5 11,1%
1{49 pkt. 14 31,1%
0 pkt. 16 35,5%
brak rozwi¡zania 4 8,9%
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� Wyspy

liczba zawodnik ów czyli

100 pkt. 5 11,1%
75{99 pkt. 2 4,5%
50{74 pkt. 7 15,6%
1{49 pkt. 19 42,2%
0 pkt. 5 11,1%
brak rozwi¡zania 7 15,5%

� Kaglony

liczba zawodnik ów czyli

100 pkt. 2 4,5%
75{99 pkt. 0 0,0%
50{74 pkt. 0 0,0%
1{49 pkt. 16 35,5%
0 pkt. 22 48,9%
brak rozwi¡zania 5 11,1%

� Maksymalnerz�edypermutacji

liczba zawodnik ów czyli

100 pkt. 1 2,2%
75{99 pkt. 1 2,2%
50{74 pkt. 0 0,0%
1{49 pkt. 34 75,6%
0 pkt. 7 15,6%
brak rozwi¡zania 2 4,4%

W sumieza wszystkie5 zadán konkursowych rozk�adwyników zawodników by� nast�epu-
j �acy:

SUMA liczba zawodnik ów czyli

500 pkt. 0 0,0%
375{499 pkt. 2 4,5%
250{374 pkt. 2 4,5%
125{249 pkt. 7 15,5%
1{124 pkt. 33 73,3%
0 pkt. 1 2,2%

W dniu 3 kwietnia 2004roku, w Sali Posiedzén Urz�eduMiastaw Sopocie,og�oszono
wyniki �na�u XI OlimpiadyInformatycznej2003/2004i rozdanonagrodyufundowaneprzez:
PROKOM SoftwareS.A., Ogólnopolsk�a Fundacj�e EdukacjiKomputerowej, Wydawnictwa
Naukowo-Technicznei Olimpiad�e Informatyczn�a.

LaureaciI, II i III miejscaotrzymali,odpowiednio,z�ote,srebrnei br �azowemedale.Po-
ni�zej zestawiono list�e wszystkichlaureatówi �nalistów oraznagród,któreotrzymali:

(1) Bart�omiejRománski, XIV LO im. St. Staszicaw Warszawie, laureatI miejsca,z�oty
medal,469pkt. (puchar— OlimpiadaInformatyczna;notebook— PROKOM; roczny
abonamentnaksi �a�zki — WNT)
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(2) Filip Wolski, III LO im. Marynarki WojennejRP w Gdyni, laureatI miejsca,z�oty
medal,421pkt. (notebook— PROKOM)

(3) Jakub� �acki, III LO im. MarynarkiWojennejRPw Gdyni, laureatII miejsca,srebrny
medal,292pkt. (notebook— PROKOM)

(4) TomaszKuras,V LO im. A. Witkowskiego w Krakowie, laureatII miejsca,srebrny
medal,278pkt. (notebook— PROKOM)

(5) JakubKallas,III LO im. MarynarkiWojennejRPw Gdyni, laureatII miejsca,srebrny
medal,228pkt. (aparatcyfrowy — PROKOM)

(6) SzymonAcedánski, VIII LO im. Marii Sk�odowskiej-Curiew Katowicach,laureatII
miejsca,srebrny medal,224pkt. (aparatcyfrowy — PROKOM)

(7) AdamRadziwończyk-Syta,LXVII LO w Warszawie, laureatII miejsca,srebrny medal,
212pkt. (aparatcyfrowy — PROKOM)

(8) Micha� Jaszczyk,XIII LO w Szczecinie,laureatII miejsca,srebrny medal,207 pkt.
(aparatcyfrowy — PROKOM)

(9) PiotrDanilewski,V LO im. A. Witkowskiegow Krakowie, laureatIII miejsca,br �azowy
medal,188pkt. (aparatcyfrowy — PROKOM)

(10) TomaszSadura,II LO im. A. F. Modrzewskiego w Rybniku, laureatIII miejsca,br �a-
zowy medal,165pkt. (aparatcyfrowy — PROKOM)

(11) AndrzejGrzywocz,III LO im. MarynarkiWojennejRPw Gdyni, laureatIII miejsca,
br �azowy medal,146pkt. (aparatcyfrowy — PROKOM)

(12) RobertDyczkowski, XIV LO im. St. Staszicaw Warszawie, laureatIII miejsca,br �a-
zowy medal,123pkt. (aparatcyfrowy — PROKOM)

(13) TomaszKulczyński, Gimnazjumnr 50 w Bydgoszczy, laureatIII miejsca,br �azowy
medal,120pkt. (odtwarzaczmp3— PROKOM)

(14) AleksanderPiotrowski, VI LO im. J. i J. Śniadeckichw Bydgoszczy, laureatIII miej-
sca,br �azowy medal,118pkt. (odtwarzaczmp3— PROKOM)

(15) Dawid Sieradzki,VIII LO im. A. Mickiewicza w Poznaniu,laureatIII miejsca,br �a-
zowy medal,116pkt. (odtwarzaczmp3— PROKOM)

(16) Piotr Bili ński, VIII LO im. A. Mickiewiczaw Poznaniu,laureatIII miejsca,br �azowy
medal,109pkt. (odtwarzaczmp3— PROKOM)

(17) Marek Materzok,LO im. H. Sienkiewiczaw Nowej Rudzie,laureatIII miejsca,br �a-
zowy medal,108pkt. (odtwarzaczmp3— PROKOM)

Listapozosta�ych�nalistów w kolejnóscialfabetycznej:

� �ukasz Bieniasz-Krzywiec,I LO im. B. Krzywoustegow S�upsku(pami�eć wymienna
USB — OFEK)
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� AdamBlokus,III LO im. MarynarkiWojennejRPw Gdyni (pami�eć wymiennaUSB
— OFEK)

� �ukasz Bogacki,XIII LO w Szczecinie(odtwarzaczmp3— PROKOM)

� Rafa� Bryk, IV LO im. T. Kościuszkiw Toruniu(odtwarzaczmp3— PROKOM)

� MateuszBrzeszcz,VIII LO im. M. Sk�odowskiej-Curiew Katowicach (odtwarzacz
mp3— PROKOM)

� WojciechBudniak,XIII LO w Szczecinie(pami�eć wymiennaUSB— OFEK)

� Pawe� Chodaczek,XIV LO im. St. Staszicaw Warszawie (odtwarzaczmp3— PRO-
KOM)

� SebastianChojniak,I LiceumOgólnokszta�c�acew Piszu(pami�eć wymiennaUSB —
OFEK)

� DanielCzajka,LO im. Komisji EdukacjiNarodowejw StalowejWoli (odtwarzaczmp3
— PROKOM)

� Piotr Daszkiewicz, I LO im. M. Kopernikaw Gdánsku(pami�eć wymiennaUSB —
OFEK)

� Przemys�aw Dobrowolski, I LO im. W�. Broniewskiego w Be�chatowie (pami�eć wy-
miennaUSB— OFEK)

� Adam Gaj, V LO im. A. Witkowskiego w Krakowie (pami�eć wymiennaUSB —
OFEK)

� AdamGawarkiewicz, X LO im. prof. S.Banachaw Toruniu(pami�eć wymiennaUSB
— OFEK)

� Pawe� Goszty�a,I LO im. L. Kruczkowskiegow Tychach(pami�eć wymiennaUSB —
OFEK)

� Krzysztof Jakubowski, I LO im. A. Mickiewicza w Bia�ymstoku(pami�eć wymienna
USB — OFEK)

� Maciej Jáskowski, VI LO im. J. i J. Śniadeckichw Bydgoszczy(pami�eć wymienna
USB — OFEK)

� Micha� Miodek, Zespó�Szkó�Zawodowych nr 10 “Elektronik” w Sosnowcu (odtwa-
rzaczmp3— PROKOM)

� Miko�ajKajetanSchmidt,IV LO im. T. Kościuszkiw Toruniu(pami�ećwymiennaUSB
— OFEK)

� TomaszK�os, III LO im. Marynarki WojennejRP w Gdyni (pami�eć wymiennaUSB
— OFEK)

� MaciejKokociński,VIII LO im. A. Mickiewiczaw Poznaniu(pami�eć wymiennaUSB
— OFEK)
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� JuliuszKopczewski, II Spo�eczneLO w Warszawie (pami�ećwymiennaUSB— OFEK)

� Marcin Nowak-Przygodzki,III LO im. MarynarkiWojennejRPw Gdyni (pami�eć wy-
miennaUSB— OFEK)

� MaciejPawlisz, III LO im. MarynarkiWojennejRPw Gdyni (pami�eć wymiennaUSB
— OFEK)

� NorbertPotocki,XIV LO im. St. Staszicaw Warszawie (pami�eć wymiennaUSB —
OFEK)

� MateuszWójcik, I LO im. M. Kopernikaw Katowicach(pami�eć wymiennaUSB —
OFEK)

� Piotr Wygocki, IV LO im. T. Kościuszkiw Toruniu(odtwarzaczmp3— PROKOM)

� Piotr Wysocki,VI LO im. J. i J. Śniadeckichw Bydgoszczy(pami�eć wymiennaUSB
— OFEK)

� Pawe� Zieliński, XIV LO im. St. Staszicaw Warszawie (pami�eć wymiennaUSB —
OFEK)

Wszyscy uczestnicy �na�ów otrzymaliksi �a�zki ufundowaneprzezWNT.
Og�oszonokomunikato powo�aniureprezentacjiPolskina:

� Mi �edzynarodow �aOlimpiad�e Informatyczn�aw sk�adzie:

(1) Bart�omiejRománski

(2) Filip Wolski

(3) Jakub� �acki

(4) TomaszKuras

zawodnikamirezerwowymi zostali:

(5) JakubKallas

(6) SzymonAcedánski

� Olimpiad�e Informatyczn�aEuropy Środkowej w sk�adzie:

(1) Bart�omiejRománski

(2) Filip Wolski

(3) Jakub� �acki

(4) TomaszKuras

II dru�zyna:

(5) JakubKallas

(6) AdamRadziwończyk-Syta

(7) AndrzejGrzywocz
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(8) TomaszKulczyński

zawodnikamirezerwowymi zostali:

(9) SzymonAcedánski

(10) Micha� Jaszczyk

� Ba�tyck�aOlimpiad�e Informatyczn�aw sk�adzie:

(1) Bart�omiejRománski

(2) Filip Wolski

(3) Jakub� �acki

(4) TomaszKuras

(5) JakubKallas

(6) SzymonAcedánski

zawodnikamirezerwowymi zostali:

(5) AdamRadziwończyk-Syta

(6) Micha� Jaszczyk

� obózczesko-polsko-s�owacki: cz�onkowiereprezentacjiorazzawodnicy rezerwowi po-
wo�aninaMi �edzynarodow �aOlimpiad�e Informatyczn�a,

� obózrozwojowo-treningowy im. A. Kreczmaradla �nalistów OlimpiadyInformatycz-
nej: reprezentancinaMi �edzynarodow �aOlimpiad�eInformatyczn�aorazlaureacii �nali-
ściOlimpiady, którzyniebyli w ostatnimrokuszkolnym w programowo najwy�zszych
klasachszkó�ponadgimnazjalnych.

Sekretariatwystawi� � �acznie17záswiadczén o uzyskaniutytu�u laureatai 28záswiadczén
o uzyskaniutytu�u �nalisty XI OlimpiadyInformatycznej.

Finaliści zostalipoinformowanio decyzjachSenatówwielu szkó�wy�zszychdotycz�acych
przyj�eć nastudiaz pomini�eciemzwyk�egopost�epowaniakwali�kacyjnego.

KomitetG�ówny wyró�zni� zawk�adpracy w przygotowanie�nalistów OlimpiadyInfor-
matycznejnast�epuj�acychopiekunównaukowych:

� Micha� Baczýnski (UniwersytetŚl �aski,InstytutMatematyki,Katowice)

– SzymonAcedánski (laureatII miejsca)

� IreneuszBujnowski (I LO, Bia�ystok)

– KrzysztofJakubowski (�nalista)

� RomanChojniak(TPSIRCOMSzkoleniai Rekreacja,Warszawa)

– SebastianChojniak(�nalista)

� JadwigaCogiel(studentkaUniwersytetuWarszawskiego)
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– Micha� Miodek (�nalista)

� Stanis�aw Czajka(HutaStalowaWola)

– DanielCzajka(�nalista)

� TomaszCzajka(studentUniwersytetuWarszawskiego)

– AdamRadziwończyk-Syta(laureatII miejsca)

– JuliuszKopczewski (�nalista)

� AndrzejDaszke (I LO im. M. Kopernika,Gdánsk)

– PiotrDaszkiewicz (�nalista)

� KrzysztofDobrowolski (ElektrowniaBe�chatów, Rogowiec)

– Przemys�aw Dobrowolski (�nalista)

� Piotr Dybicz (SPim. PrzymierzaRodzin,Warszawa)

– Bart�omiejRománski (laureatI miejsca)

– RobertDyczkowski (laureatIII miejsca)

� AndrzejDyrek (V LO im. A. Witkowskiego,Kraków)

– TomaszKuras(laureatII miejsca)

– PiotrDanilewski (laureatIII miejsca)

– AdamGaj (�nalista)

� RomanKula (I LO im. M. Kopernika,Katowice)

– MateuszWójcik (�nalista)

� KrzysztofLazaj(II LO, Rybnik)

– TomaszSadura(laureatIII miejsca)

� Zbigniew Ledóchowski (I LO im. B. Krzywoustego,S�upsk)

– �ukasz Bieniasz-Krzywiec(�nalista)

� BartoszNowierski (studentPolitechnikiPoznánskiej) i Wojciech Roszczýnski (VIII
LO, Poznán)

– Dawid Sieradzki(laureatIII miejsca)

– PiotrBili ński (laureatIII miejsca)

– MaciejKokociński (�nalista)

� El�zbietaP�awińska-Podkrólewicz (IV LO im. T. Kościuszki,Toruń)

– PiotrWygocki (�nalista)
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– Rafa� Bryk (�nalista)

� IzabelaPotocka(G�ówny InspektoratPracy, Warszawa)

– NorbertPotocki(�nalista)

� Miros�aw Schmidt(CentrumAstronomiczneim. M. Kopernika,Toruń)

– Miko�aj KajetanSchmidt(�nalista)

� StefanSenczyna(I LO im. L. Kruczkowskiego,Tychy)

– Pawe� Goszty�a(�nalista)

� RyszardSzubartowski (III LO im. MarynarkiWojennejRP, Gdynia)

– Filip Wolski (laureatI miejsca)

– Jakub� �acki (laureatII miejsca)

– JakubKallas(laureatII miejsca)

– Marcin Nowak-Przygodzki(�nalista)

– MaciejPawlisz (�nalista)

– AdamBlokus(�nalista)

– TomaszK�os (�nalista)

� Micha� Szuman(XIII LO, Szczecin)

– Micha� Jaszczyk(laureatII miejsca)

– �ukasz Bogacki(�nalista)

– WojciechBudniak(�nalista)

� Witold Telus(ZSOim. H. Sienkiewicza,NowaRuda)

– MarekMaterzok(laureatIII miejsca)

� IwonaWaszkiewicz (ZSO,Bydgoszcz)

– TomaszKulczyński (laureatIII miejsca)

Zgodniez rozporz�adzeniemMENiS w sprawie olimpiad,wyró�znieninauczycieleotrzymaj�a
nagrodypieni�e�zne.

Warszawa,11czerwca2004roku
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Komitet G�ówny Olimpiady Inf ormatycznej

Regulamin Olimpiady

Informat ycznej

x1 WST†P

OlimpiadaInformatycznajest olimpiad�a przedmiotow �a powo�an�a przez Instytut Informa-
tyki UniwersytetuWroc�awskiego, w dniu 10 grudnia1993roku. Olimpiadadzia�azgod-
nie z Rozporz�adzeniemMinistra Edukacji Narodowej i Sportu z dnia 29 stycznia2002
roku w sprawie organizacjiorazsposobu przeprowadzeniakonkursów, turniejówi olimpiad
(Dz. U. 02.13.125).OrganizatoremOlimpiadyInformatycznejjestUniwersytetWroc�awski.
W organizacjiOlimpiadyUniwersytetWroc�awski wspó�dzia�aze środowiskamiakademic-
kimi, zawodowymi i oświatowymi dzia�aj�acymi w sprawachedukacjiinformatycznej.

x2 CELE OLIMPIAD Y

(1) Stworzeniemotywacji dlazainteresowanianauczycielii uczniówinformatyk�a.

(2) Rozszerzaniewspó�dzia�anianauczycieli akademickichz nauczycielamiszkó� w
kszta�cenium�odzie�zy uzdolnionej.

(3) Stymulowanieaktywnóscipoznawczejm�odzie�zy informatycznieuzdolnionej.

(4) Kszta�towanieumiej�etnósci samodzielnego zdobywania i rozszerzaniawiedzy infor-
matycznej.

(5) Stwarzaniem�odzie�zy mo�zliwościszlachetnegowspó�zawodnictwaw rozwijaniuswo-
ich uzdolnién, anauczycielom— warunkówtwórczejpracy z m�odzie�z �a.

(6) Wy�anianiereprezentacjiRzeczypospolitejPolskiejnaMi �edzynarodow �aOlimpiad�eIn-
formatyczn�a i innemi�edzynarodowezawody informatyczne.

x3 OR GANIZA CJA OLIMPIAD Y

(1) Olimpiad�eprzeprowadzaKomitetG�ówny OlimpiadyInformatycznej,zwany dalejKo-
mitetem.

(2) Olimpiadajesttrójstopniowa.

(3) W Olimpiadziemog�a brác indywidualnieudzia� uczniowie wszystkichtypów szkó�
ponadgimnazjalnych i szkó� średnichdla m�odzie�zy, daj �acych mo�zliwość uzyskania
matury.
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(4) W Olimpiadzie mog�a równie�z uczestniczýc — za zgod�a Komitetu G�ównego —
uczniowie szkó�podstawowych, gimnazjów, zasadniczychszkó�zawodowych i szkó�
zasadniczych.

(5) Zawody I stopniamaj�a charakterotwarty i polegaj�a na samodzielnym rozwi �azywa-
niu przezuczestnikazadán ustalonych dla tych zawodóworazprzekazaniurozwi �azán
w podanym terminie,w miejscei w sposóbokréslony w „Zasadachorganizacjizawo-
dów”, zwanychdalejZasadami.

(6) ZawodyII stopnias�aorganizowaneprzezkomitetyokr�egoweOlimpiadylub instytucje
upowa�znioneprzezKomitetG�ówny.

(7) Zawody II i III stopniapolegaj�a na samodzielnym rozwi �azywaniuzadán. Zawody te
odbywaj �asi�ew ci �agudwóchsesji,przeprowadzanychw ró�znychdniach,w warunkach
kontrolowanejsamodzielnósci. Zawody poprzedzones�a sesj�a próbn�a,której rezultaty
nie licz �asi�e dowyników zawodów.

(8) Liczb�e uczestnikówkwali�k owanych do zawodów II i III stopniaustala Komitet
G�ówny i podajej �a w Zasadach.

(9) Komitet G�ówny kwali�kuje do zawodów II i III stopniaodpowiedni�a liczb�e uczest-
ników, których rozwi �azaniazadán stopniani�zszego zostan�a ocenionenajwy�zej. Za-
wodnicy zakwali�k owanido zawodówIII stopniaotrzymuj�a tytu� �nalisty Olimpiady
Informatycznej.

(10) Rozwi �azaniemzadaniazawodówI, II i III stopnias�a, zgodniez treści �a zadania,dane
lub program.Programpowinien być napisany w j �ezykuprogramowaniai środowisku
wybranym z listy j �ezykówi środowisk ustalanejprzezKomitetG�ówny i og�aszanejw
Zasadach.

(11) Rozwi �azanias�a ocenianeautomatycznie.Jésli rozwi �azaniemzadaniajest program,
to jest on uruchamiany na testachz przygotowanego zestawu. Podstaw �a oceny jest
zgodnósć sprawdzanego programuz podan�a w treści zadaniaspecy�kacj �a, popraw-
ność wygenerowanegoprzezprogramwyniku orazczasdzia�aniategoprogramu.Jésli
rozwi �azaniemzadaniajestplik z danymi, wówczasoceniasi�e poprawność danychi na
tej podstawie przyznajepunkty.

(12) Rozwi �azaniazespo�owe, niesamodzielne,niezgodnez „Zasadamiorganizacjizawo-
dów” lub takie,codoktórychniemo�znaustalíc autorstwa,nie b�ed�aoceniane.

(13) Ka�zdy zawodnik jest zobowi �azany do zachowaniaw tajemnicy swoich rozwi �azán w
czasietrwaniazawodów.

(14) W szczególnie ra�z �acych wypadkach�amaniaRegulaminui Zasad,Komitet G�ówny
mo�zezdyskwali�k ować zawodnika.

(15) KomitetG�ówny przyj �a� nast�epuj�acy tryb opracowywaniazadán olimpijskich:

(a) Autor zg�aszapropozycj�e zadania,którepowinno być oryginalnei nieznane,do
sekretarzanaukowegoOlimpiady.
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(b) Zg�oszonapropozycjazadaniajest opiniowana, redagowana, opracowywana
wraz z zestawem testów, a opracowaniapodlegaj�a niezale�znej wery�kacji. Za-
danie,któreuzyskanegatywn�aopini�emo�zezostác odrzuconelub skierowanedo
ponownegoopracowania.

(c) Wyboru zestawu zadán na zawody dokonuje Komitet G�ówny, spósród zadán,
którezosta�yopracowanei uzyska�ypozytywn�aopini�e.

(d) Wszyscy uczestnicz�acy w procesieprzygotowaniazadanias�azobowi �azanidoza-
chowaniatajemnicy do czasujego wykorzystaniaw zawodachlub ostatecznego
odrzucenia.

x4 K OMITET GŠÓ WNY OLIMPIAD Y INF ORMA TYCZ-

NEJ

(1) KomitetG�ówny jestodpowiedzialny zapoziommerytoryczny i organizacj�ezawodów.
Komitetsk�adacorocznieorganizatorowi sprawozdaniezprzeprowadzonychzawodów.

(2) W sk�adKomitetuwchodz�a nauczycieleakademiccy, nauczycieleszkó�ponadgimna-
zjalnych i ponadpodstawowychorazpracownicy oświatyzwi �azaniz kszta�ceniemin-
formatycznym.

(3) KomitetwybierazeswegogronaPrezydiumnakadencj�e trzyletni �a. Prezydiumpodej-
muje decyzje w nag�ychsprawachpomi�edzyposiedzeniamiKomitetu. W sk�adPre-
zydium wchodz�a w szczególnósci: przewodnicz�acy, dwóch wiceprzewodnicz�acych,
sekretarznaukowy, kierownik Juryi kierownik organizacyjny.

(4) Komitetdokonujezmianw swoim sk�adziezazgod�aOrganizatora.

(5) Komitetpowo�ujei rozwi �azujekomitetyokr�egoweOlimpiady.

(6) Komitet:

(a) opracowuje szczegó�owe „Zasadyorganizacjizawodów”, któres�a og�aszanera-
zemz treści �azadán zawodówI stopniaOlimpiady,

(b) powo�uje i odwo�uje cz�onków Jury Olimpiady, które jest odpowiedzialneza
sprawdzeniezadán,

(c) udzielawyjaśnién w sprawachdotycz�acychOlimpiady,

(d) ustalalisty laureatówi wyró�znionychuczestnikóworazkolejnósć lokat,

(e) przyznaje uprawnienia i nagrody rzeczowe wyró�zniaj�acym si�e uczestnikom
Olimpiady,

(f) ustalask�adreprezentacjina Mi �edzynarodow �a Olimpiad�e Informatyczn�a i inne
mi�edzynarodowezawody informatyczne.

(7) Decyzje Komitetu zapadaj�a zwyk� �a wi �ekszósci�a g�osówuprawnionych przy udziale
przynajmniejpo�owy cz�onkówKomitetu. W przypadkurównej liczby g�osówdecy-
dujeg�osprzewodnicz�acegoobrad.
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(8) PosiedzeniaKomitetu,naktórychustalasi�e treścizadán Olimpiady, s�a tajne.Przewod-
nicz�acy obradmo�zezarz�adzíc tajnósć obradtak�zew innych uzasadnionych przypad-
kach.

(9) Do organizacjizawodów II stopniaw miejscowościach,których nie obejmuje�zaden
komitet okr�egowy, Komitet powo�uje komisj�e zawodów co najmniej trzy miesi�ace
przedterminemrozpocz�eciazawodów.

(10) Decyzje Komitetuwe wszystkichsprawachdotycz�acych przebiegu i wyników zawo-
dóws�a ostateczne.

(11) KomitetdysponujefunduszemOlimpiadyzapośrednictwemkierownika organizacyj-
negoOlimpiady.

(12) Komitetzatwierdzaplan�nansowy dla ka�zdejedycji Olimpiadynapierwszymposie-
dzeniuKomitetuw nowym rokuszkolnym.

(13) Komitet przyjmujesprawozdanie�nansowe z ka�zdejedycji Olimpiady w ci �aguczte-
rechmiesi�ecy odzakończeniadanejedycji.

(14) Komitetmasiedzib�e w OśrodkuEdukacjiInformatyczneji Zastosowań Komputerów
w Warszawie. OśrodekwspieraKomitet we wszystkichdzia�aniachorganizacyjnych
zgodniez Deklaracj�az dnia8 grudnia1993rokuprzekazan�aOrganizatorowi.

(15) PracamiKomitetukierujeprzewodnicz�acy, aw jegozast�epstwielub z jegoupowa�znie-
nia jedenz wiceprzewodnicz�acych.

(16) Przewodnicz�acy:

(a) czuwanadca�okszta�tempracKomitetu,

(b) zwo�ujeposiedzeniaKomitetu,

(c) przewodniczytym posiedzeniom,

(d) reprezentujeKomitetnazewn �atrz,

(e) czuwanadprawid�owości�awydatkówzwi �azanychz organizacj�ai przeprowadze-
niemOlimpiadyorazzgodnósci�adzia�alnósciKomitetuz przepisami.

(17) KomitetprowadziarchiwumaktOlimpiadyprzechowuj �acw nim mi�edzyinnymi:

(a) zadaniaOlimpiady,

(b) rozwi �azaniazadán Olimpiadyprzezokres2 lat,

(c) rejestrwydanychzáswiadczén i dyplomówlaureatów,

(d) listy laureatówi ich nauczycieli,

(e) dokumentacj�estatystyczn�a i �nansow �a.

(18) W jawnych posiedzeniachKomitetu mog�a brać udzia� przedstawiciele organizacji
wspieraj�acych, jako obserwatorzyz g�osemdoradczym.
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x5 K OMITETY OKR†GO WE

(1) Komitet okr�egowy sk�adasi�e z przewodnicz�acego, jego zast�epcy, sekretarzai co naj-
mniej dwóchcz�onków.

(2) Zmiany w sk�adziekomitetuokr�egowegos�a dokonywaneprzezKomitet.

(3) Zadaniemkomitetówokr�egowychjestorganizacjazawodówII stopniaorazpopulary-
zacjaOlimpiady.

x6 PRZEBIEG OLIMPIAD Y

(1) Komitet rozsy�ado szkó�wymienionych w x3.3 orazkuratoriówoświaty i koordyna-
torów edukacjiinformatycznejtreści zadán I stopniawrazz Zasadami.

(2) W czasierozwi �azywaniazadán w zawodachII i III stopniaka�zdy uczestnikma do
swojej dyspozycjikomputer.

(3) Rozwi �azywaniezadán Olimpiadyw zawodachII i III stopniajestpoprzedzonejedno-
dniowymi sesjamipróbnymi umo�zliwiaj �acymi zapoznaniesi�e uczestnikówz warun-
kamiorganizacyjnymi i technicznymi Olimpiady.

(4) Komitetzawiadamiauczestnikaorazdyrektorajego szko�y o zakwali�k owaniudoza-
wodówstopniaII i III, podaj�acjednoczésniemiejscei terminzawodów.

(5) Uczniowie powo�anidoudzia�uw zawodachII i III stopnias�azwolnieniz zaj�eć szkol-
nychnaczasniezb�edny doudzia�uw zawodach,a tak�zeotrzymuj�abezp�atnezakwate-
rowaniei wy�zywienieorazzwrot kosztówprzejazdu.

x7 UPRA WNIENIA I NA GR OD Y

(1) Laureacii �nali ści Olimpiadyotrzymuj�a z informatyki lub technologiiinformacyjnej
ocen�e celuj �ac�a na koniecroku szkolnego orazs�a zwolnieni z egzaminumaturalnego
z informatyki na zasadachokréslonych w rozporz�adzeniuMEN z dnia 21 III 2001r.
z późniejszymizmianami(2001/29/323,128/1419,2002/46/433,155/1289,214/1807,
2003/26/225)w sprawie warunkówi sposobu oceniania,klasy�kowaniai promowania
uczniów i s�uchaczyoraz przeprowadzeniaegzaminówi sprawdzianóww szko�ach
publicznych.

(2) Laureacizawodów III stopnia,a tak�ze �nali ści, s �a zwolnieni w cz�eści lub w ca�ósci
z egzaminówwst�epnych do tych szkó�wy�zszych,których senatypodj�e�y odpowied-
nie uchwa�y zgodniez przepisamiustawy z dnia 12 wrzésnia1990r. o szkolnictwie
wy�zszym(Dz. U. 90.65.385).

(3) Zaświadczeniao uzyskanych uprawnieniachwydajeuczestnikom Komitet. Zaświad-
czeniapodpisujeprzewodnicz�acy Komitetu. Komitet prowadzi rejestrwydanych za-
świadczén.



Olimpiada Informatyczna
2004{09{28 11:57
strona 32

i

i

i

i

i

i

i

i

32 Regulamin Olimpiady Informatycznej

(4) Nauczyciel,którego pracaprzy przygotowaniu uczestnikaOlimpiady zostanieoce-
nionaprzezKomitetjako wyró�zniaj�aca,otrzymujenagrod�ewyp�acan�azbud�zetuOlim-
piady.

(5) Komitet przyznajewyró�zniaj�acym si�e aktywnósci�a cz�onkom Komitetu i komitetów
okr�egowychnagrodypieni�e�znez funduszuOlimpiady.

(6) Osobom,którewnios�y szczególniedu�zy wk�ad w rozwój Olimpiady Informatycznej
Komitetmo�zeprzyznác honorowy tytu�: „Zas�u�zony dlaOlimpiadyInformatycznej”.

x8 FINANSO WANIE OLIMPIAD Y

Komitetb�edziesi�e ubiega�o pozyskaniésrodków�nansowychz bud�zetupaństwa,sk�adaj�ac
wniosekw tej sprawie do Ministra EdukacjiNarodowej i Sportui przedstawiaj �acprzewidy-
wany plan �nansowy organizacjiOlimpiady na dany rok. Komitet b�edzietak�ze zabiega� o
pozyskaniedotacjiz innychorganizacjiwspieraj�acych.

x9 PRZEPISY K O‹CO WE

(1) Koordynatorzyedukacjiinformatyczneji dyrektorzyszkó�maj�a obowi �azekdopilno-
wania,abywszystkiewytyczneorazinformacjedotycz�aceOlimpiadyzosta�ypodane
dowiadomósciuczniów.

(2) Komitetzatwierdzasprawozdaniemerytorycznez przeprowadzonejedycji Olimpiady
w ci �agu3 miesi�ecy po zakończeniuzawodówIII stopniai przedstawia je Organizato-
rowi i MinisterstwuEdukacjiNarodowej i Sportu.

(3) Niniejszy regulamin mo�ze być zmieniony przezKomitet tylko przedrozpocz�eciem
kolejnejedycji zawodówOlimpiady, pozatwierdzeniuzmianprzezOrganizatora.

Warszawa,5 wrzésnia2003r.
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Komitet G�ówny Olimpiady Inf ormatycznej

Zasady organizacji zawodów

w roku szkoln ym 2003/2004

Podstawowym aktemprawnym dotycz�acym OlimpiadyjestRegulaminOlimpiadyInforma-
tycznej,którego pe�ny tekstznajdujesi�e w kuratoriach.Poni�zszezasadys�a uzupe�nieniem
tegoRegulaminu,zawieraj �acym szczegó�owepostanowieniaKomitetuG�ównegoOlimpiady
Informatycznejo jej organizacjiw rokuszkolnym 2003/2004.

x1 WST†P

OlimpiadaInformatycznajest olimpiad�a przedmiotow �a powo�an�a przez Instytut Informa-
tyki UniwersytetuWroc�awskiego, w dniu 10 grudnia1993roku. Olimpiadadzia�azgod-
nie z Rozporz�adzeniemMinistra EdukacjiNarodowej i Sportuz dnia29 stycznia2002roku
w sprawie organizacjiorazsposobu przeprowadzeniakonkursów, turniejów i olimpiad(Dz.
U. 02.13.125).OrganizatoremOlimpiady Informatycznejjest UniwersytetWroc�awski. W
organizacjiOlimpiadyUniwersytetWroc�awskiwspó�dzia�aześrodowiskamiakademickimi,
zawodowymi i oświatowymi dzia�aj�acymi w sprawachedukacjiinformatycznej.

x2 OR GANIZA CJA OLIMPIAD Y

(1) Olimpiad�eprzeprowadzaKomitetG�ówny OlimpiadyInformatycznej.

(2) OlimpiadaInformatycznajesttrójstopniowa.

(3) W OlimpiadzieInformatycznejmog�abrać indywidualnieudzia�uczniowie wszystkich
typów szkó�ponadgimnazjalnych i szkó� średnichdla m�odzie�zy daj �acych mo�zliwość
uzyskaniamatury. W Olimpiadziemog�a równie�z uczestniczýc — zazgod�a Komitetu
G�ównego — uczniowie szkó�podstawowych, gimnazjów, zasadniczychszkó�zawo-
dowych i szkó�zasadniczych.

(4) Rozwi �azaniemka�zdego z zadán zawodów I, II i III stopniajest programnapisany w
jednym z nast�epuj�acych j �ezykówprogramowania: Pascal,C, C++ lub plik z danymi.
Listadopuszczalnychj �ezykówprogramowaniaw zawodachII i III stopniamo�zezostác
rozszerzona.

(5) Zawody I stopniamaj�a charakterotwarty i polegaj�a nasamodzielnym rozwi �azywaniu
zadán i nades�aniurozwi �azán w podanym terminie.

(6) Zawody II i III stopniapolegaj�anarozwi �azywaniuzadán w warunkachkontrolowanej
samodzielnósci. Zawody te odbywaj �a si�e w ci �agudwóchsesji,przeprowadzanych w
ró�znychdniach.

(7) Do zawodów II stopniazostaniezakwali�k owanych 280 uczestników, których roz-
wi �azaniazadán I stopniazostan�a ocenionenajwy�zej; do zawodów III stopnia— 40
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uczestników, którychrozwi �azaniazadán II stopniazostan�a ocenionenajwy�zej. Komi-
tet G�ówny mo�zezmieníc podaneliczby zakwali�k owanychuczestnikówco najwy�zej
o 20%.

(8) Podj�eteprzezKomitetG�ówny decyzje o zakwali�k owaniuuczestnikówdo zawodów
kolejnegostopnia,zaj�etychmiejscachi przyznanychnagrodachorazsk�adziepolskiej
reprezentacjina Mi �edzynarodow �a Olimpiad�e Informatyczn�a i inne mi�edzynarodowe
zawody informatycznes�aostateczne.

(9) Terminarzzawodów:

zawody I stopnia— 20.10–17.11.2003r.

og�oszeniewyników:

w witrynie Olimpiady— 15.12.2003r.,

poczt�a— 29.12.2003r.

zawody II stopnia— 10–12.02.2004r.

og�oszeniewyników:

w witrynie Olimpiady– 23.02.2004r.

poczt�a— 27.02.2004r.

zawody III stopnia— 30.03–03.04.2004r.

x3 WYMA GANIA DOTYCZ• CE ROZWI•ZA‹ ZAD A‹

ZA W ODÓ W I STOPNIA

(1) Zawody I stopniapolegaj�a na samodzielnym rozwi �azywaniu zadán eliminacyjnych
(niekonieczniewszystkich)i przes�aniurozwi �azán do KomitetuG�ównego Olimpiady
Informatycznej.Mo�zliwe s�a tylko dwa sposobyprzesy�ania:

� Poprzezwitryn�eOlimpiadyo adresie:www.oi.edu.pl dogodziny 12.00(w po-
�udnie)dnia17 listopada2003r. KomitetG�ówny nie ponosiodpowiedzialnósci
zabrakmo�zliwościprzekazaniarozwi �azán przezwitryn�ew sytuacjinadmiernego
obci�a�zenialub awarii serwisu. Odbiór przesy�ki zostaniepotwierdzony przez
Komitet G�ówny zwrotnym listem elektronicznym (prosimyo zachowanietego
listu). Brakpotwierdzeniamo�zeoznaczác, �zerozwi �azanienie zosta�opoprawnie
zarejestrowane.W tym przypadkuzawodnik powinienprzes�ác swoje rozwi �aza-
nie przesy�k�a polecon�a zapośrednictwemzwyk�ej poczty. Szczegó�y dotycz�ace
sposobu post�epowaniaprzy przekazywaniu zadán i zwi �azanejz tym rejestracji
b�ed�apodanew witrynie.

� Poczt�a,przesy�k�apolecon�a,naadres:

Olimpiada Inf ormatyczna
OśrodekEdukacji Inf ormatycznej i Zastosowań Komputerów

ul. Nowogrodzka73
02-018Warszawa

tel. (0-22)626-83-90
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w nieprzekraczalnym terminie nadania do 17 listopada 2003r. (decyduje
datastemplapocztowego). Prosimyo zachowaniedowodunadaniaprzesy�ki.

Rozwi �azania dostarczanew inny sposóbnie b�ed �a przyjmowane. W przypadku
jednoczesnegozg�oszeniarozwi �azania przez Inter net i listem poleconym,ocenie
podlegajedynie rozwi �azaniewys�anelistem poleconym.W takim przypadku jest
koniecznerównie�z podanie w dokumencie zg�oszeniowym identy�katora u�zyt-
kownika u�zytegodo zg�oszeniarozwi �azań przez Inter net.

(2) Ocenarozwi �azaniazadaniajestokréslananapodstawie wyników testowaniaprogramu
i uwzgl�edniapoprawność orazefektywnósć metodyrozwi �azaniau�zytejw programie.

(3) Rozwi �azaniazespo�owe, niesamodzielne,niezgodnez „Zasadamiorganizacjizawo-
dów” lub takie,codoktórychniemo�znaustalíc autorstwa,nie b�ed�aoceniane.

(4) Ka�zdy zawodnik jest zobowi �azany do zachowaniaw tajemnicy swoich rozwi �azán w
czasietrwaniazawodów.

(5) Rozwi �azanieka�zdegozadania,którepolegananapisaniuprogramu,sk�adasi�ez (tylko
jednego)pliku źród�owego;imi �ei nazwiskouczestnikamusibyćpodanew komentarzu
napocz�atkuka�zdegoprogramu.

(6) Nazwyplików z programamiw postacízród�owejmusz�abyć takie,jak podanow treści
zadania.Nazwytychplików musz�amieć nast�epuj�acerozszerzeniazale�zneodu�zytego
j �ezykaprogramowania:

Pascal pas
C c
C++ cpp

(7) Programyw C/C++b�ed�akompilowanew systemieLinux zapomoc�akompilatoraGCC
v. 3.3.Programyw Pascalub�ed�akompilowanew systemieLinux zapomoc�akompila-
toraFreePascalav. 1.0.10.Wybórpoleceniakompilacji zale�zy odpodanegorozszerze-
nia pliku w nast�epuj�acy sposób(np.dlazadaniaabc):

Dla c gcc -O2 -static -lm abc.c
Dla cpp g++ -O2 -static -lm abc.cpp
Dla pas ppc386 -O2 -XS abc.pas

Pakiety instalacyjne tych kompilatorów(i ich wersjedla DOS/Windows) s�a dost�epne
w witrynie Olimpiadywww.oi.edu.pl .

(8) Programpowinienodczytywać danewejściowezestandardowegowejściai zapisywać
danewyjściowe nastandardowewyjście,chyba�zedla danegozadaniawyraźnienapi-
sanoinaczej.

(9) Nale�zy przyj �ać, �zedanetestowe s�a bezb��edne,zgodnez warunkamizadaniai podan�a
specy�kacj �awejścia.

(10) Uczestnikkorzystaj�acy z pocztyzwyk�ej przysy�a:
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� Dyskietk�e lub CD-ROM w standardziedla komputerówPC,zawieraj �ace:

– spiszawartósci dyskietkiorazdaneosobowezawodnikaw pliku nazwanym
SPIS.TXT ,

– doka�zdegorozwi �azanegozadania— programźród�owy.

Dyskietkanie powinnazawierác �zadnychpodkatalogów.

� Wype�niony dokumentzg�oszeniowy (dost�epny w witrynie internetowej Olim-
piady). Gor�acoprosimyo podanieadresuelektronicznego. Podanieadresujest
niezb�ednedo wzi�eciaudzia�uw procedurzereklamacyjnej opisanejw punktach
14,15 i 16.

(11) Uczestnikkorzystaj�acy z witryny olimpiadypost�epujezgodniez instrukcjamiumiesz-
czonymi w witrynie.

(12) W witrynie Olimpiady wśród Informacji dla zawodnik�w znajduj�a si�e Odpowiedzi
na pytaniazawodnik�w dotycz�aceOlimpiady. Poniewa�z Odpowiedzi mog�a zawierać
wa�zneinformacjedotycz�acetocz�acychsi�e zawodówprosimywszystkichuczestników
Olimpiadyo regularnezapoznawaniesi�ezukazuj�acymi si�eodpowiedziami.Dalszepy-
tanianale�zy przysy�ác poprzezwitryn�eOlimpiady. KomitetG�ówny mo�zenieudzielić
odpowiedzi na pytaniez wa�znych przyczyn,m.in. gdy jest ono niejednoznacznelub
dotyczysposobu rozwi �azaniazadania.

(13) Poprzezwitryn�e dost�epnes�a narz�edzia do sprawdzania rozwi �azań pod wzgl�edem
formalnym. Szczegó�ydotycz�acesposobu post�epowanias�adok�adniepodanew witry-
nie.

(14) Od dnia 1 grudnia2003r. poprzezwitryn�e Olimpiady ka�zdy zawodnik b�edziemóg�
zapoznác si�e zewst�epn�aocen�aswojej pracy. Wst�epneoceny b�ed�adost�epnejedyniew
witrynie Olimpiadyi tylko dlaosób,którepoda�yadreselektroniczny.

(15) Do dnia5 grudnia2003r. (w� �acznie)poprzezwitryn�e Olimpiadyka�zdy zawodnik b�e-
dziemóg� zg�aszác uwagi do wst�epnejoceny swoich rozwi �azán. Reklamacjinie pod-
legajednakdobórtestów, limitów czasowych,kompilatorówi sposobu oceny.

(16) Reklamacjez�o�zonepo5 grudnia2003r. nieb�ed�a rozpatrywane.

x4 UPRA WNIENIA I NA GR OD Y

(1) Laureacii �nali ści Olimpiadyotrzymuj�a z informatyki lub technologiiinformacyjnej
ocen�e celuj �ac�a na koniecroku szkolnego orazzwolnieni s�a z egzaminumaturalnego
z informatyki na zasadachokréslonych w rozporz�adzeniuMEN z dnia 21 III 2001r.
z późniejszymizmianami(2001/29/323,128/1419,2002/46/433,155/1289,214/1807,
2003/26/225)w sprawie warunkówi sposobu oceniania,klasy�kowaniai promowania
uczniów i s�uchaczyoraz przeprowadzeniaegzaminówi sprawdzianóww szko�ach
publicznych.
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(2) Laureacizawodów III stopnia,a tak�ze �nali ści, s �a zwolnieni w cz�eści lub w ca�ósci
z egzaminówwst�epnych do tych szkó�wy�zszych,których senatypodj�e�y odpowied-
nie uchwa�y zgodniez przepisamiustawy z dnia 12 wrzésnia1990r. o szkolnictwie
wy�zszym(Dz. U. 90.65.385).

(3) Zaświadczeniao uzyskanychuprawnieniachwydajeuczestnikomKomitetG�ówny.

(4) KomitetG�ówny ustalask�adreprezentacjiPolskinaXVI Mi �edzynarodow �aOlimpiad�e
Informatyczn�aw 2004roku napodstawie wyników zawodówIII stopniai regulaminu
tej OlimpiadyMi �edzynarodowej. Szczegó�owe zasadyzostan�a podanepo otrzymaniu
formalnegozaproszenianaXVI Mi �edzynarodow �aOlimpiad�e Informatyczn�a.

(5) Nauczyciel,który przygotowa� laureatalub �nalist �e OlimpiadyInformatycznej,otrzy-
mujenagrod�eprzyznawan�aprzezKomitetG�ówny.

(6) WyznaczeniprzezKomitet G�ówny reprezentanciPolski na olimpiady mi�edzynaro-
doweoraz�nali ści,którzynies�aw ostatniejprogramowoklasieswojej szko�y, zostan�a
zaproszenido nieodp�atnego udzia�uw V ObozieNaukowo-Treningowym im. Anto-
niegoKreczmara,który odb�edziesi�e w czasiewakacji2004r.

(7) KomitetG�ówny mo�zeprzyznawać �nalistom i laureatomnagrody, a tak�zestypendia
ufundowaneprzezosobyprawnelub �zyczne.

x5 PRZEPISY K O‹CO WE

(1) Koordynatorzyedukacjiinformatyczneji dyrektorzyszkó�maj�a obowi �azekdopilno-
wania,abywszystkieinformacjedotycz�aceOlimpiadyzosta�ypodanedo wiadomósci
uczniów.

(2) KomitetG�ówny zawiadamiawszystkichuczestnikówzawodówI i II stopniao ich wy-
nikach. Uczestnicy zawodówI stopnia,którzy przésl �a rozwi �azaniajedynieprzezIn-
ternetzostan�a zawiadomienipoczt�a elektroniczn�a,a poprzezwitryn�e Olimpiadyb�ed�a
mogli zapoznác si�e ze szczegó�owym raportemze sprawdzaniaich rozwi �azán. Po-
zostalizawodnicy otrzymaj�a informacj�e o swoich wynikachw terminiepóźniejszym
zwyk� �apoczt�a.

(3) Ka�zdy uczestnik,który przeszed�do zawodów wy�zszego stopniaorazdyrektor jego
szko�y otrzymuj�a informacj�eo miejscui terminienast�epnychzawodów.

(4) Uczniowie zakwali�k owanidoudzia�uw zawodachII i III stopnias�azwolnieniz zaj�eć
szkolnych na czasniezb�edny do udzia�uw zawodach,a tak�ze otrzymuj�a bezp�atne
zakwaterowanie,wy�zywieniei zwrot kosztówprzejazdu.

Witryna Olimpiady: www.oi.edu.pl
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Bartosz W alczak
Tre±¢ zadania, Opraco wanie

Jakub Pawlewicz
Program y

Gra

Rozwa»mygr¦ na prostok¡tnej planszym � 1 zªo»onejz m jednostkowychkwadratów ponume-
rowanychkolejno od 1 do m. Na planszyustawionych jest n pionków, ka»dyna innym polu,
przy czym »adenpionek nie znajduje si¦ na polu o numerzem. Pojedynczyruch w grzepolega
na przestawieniu dowolnie wybranego pionka na pierwsze wolne pole o wi¦kszym numerze.
Dwaj gracze wykonuj¡ na zmian¦ po jednym ruchu. Wygrywa ten, który postawi pionek na
ostatnim polu, tzn. na polu o numerzem.

1 2 3 4 5 6 7

Dla przykªaduz rysunku (m = 7), gracz mo»ewykona¢ruch z pola 2 na 4, z pola 3 na 4
lub z pola 6 na 7. Ten ostatni ruch ko«czygr¦.

Mówimy, »eruch graczajest wygrywaj¡cy, je»eli po jego wykonaniu gracz ten mo»ewygra¢
gr¦ niezale»nieod tego, jakie ruchy b¦ dzie wykonywaªjego przeciwnik.

Zadanie

Napisz program, który:

� wczyta ze standardowego wej±ciarozmiar planszyi pocz¡tkowe rozstawieniepionków,

� wyznaczyliczb¦ ró»nych ruchów wygrywaj¡cych, jakie w zadanej sytuacji pocz¡tkowej
ma do wyboru gracz rozpoczynaj¡cy gr¦,

� wypiszewynik na standardowewyj±cie.

W ej±cie

Pierwszy wiersz wej±cia zawiera dwie liczby caªkowite m i n (2 6 m 6 109, 1 6 n 6 106,
n < m) oddzielonepojedynczymodst¦pem. Drugi wiersz zawiera n rosn¡cych numerów pól, na
których znajduj¡ si¦ pionki. Liczby w wierszu s¡ pooddzielanepojedynczymi odst¦pami.

Wyj±cie

Pierwszy i jedyny wiersz wyj±cia powinien zawiera¢ liczb¦ ró»nych ruchów wygrywaj¡cych,
jakie mo»ewykona¢w zadanejsytuacji pocz¡tkowej gracz rozpoczynaj¡cy gr¦.
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Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
5 2
1 3
prawidªow¡ odpowiedzi¡ jest:
1

Dla danych wej±ciowych:
5 2
2 3
prawidªow¡ odpowiedzi¡ jest:
0

Rozwi¡zanie

Wpro wadzenie

Napocz�atekwprowadzimykilka poj�eć, któreu�atwi �anamdalsz�aanaliz�eproblemu.I takpo-
zycj�a pocz�atkow �a b�edziemynazywać pozycj�e,w której rozpoczynasi�e rozgrywka,natomiast
pozycj�a końcow�a b�edziemynazywać pozycj�e, w której nie mo�znawykonác �zadnego ruchu,
czyli w którejrozgrywkasi�ekończy. B�edziemyrozpatrywać tylko takiegry, w którychka�zda
rozgrywkajestskończona,czyli prowadzido jakiejśpozycji końcowej.

Wszystkiemo�zliwe rozgrywkimo�zemyprzedstawić przypomocy tzw. drzewagry. W ta-
kim drzewie b�edziemyuto�zsamiác wierzcho�kiz pozycjamiosi �agalnymi z pozycjipocz�atko-
wej, a kraw�edziez ruchamimo�zliwymi w danych pozycjach. Korzén drzewa odpowiada
pozycji pocz�atkowej, a li ście— pozycjomkońcowym.

Poj�eciepozycjiwygrywaj�aceji przegrywaj �acejde�niujemy przezindukcj�ew gór�edrzewa
gry:

1. Ka�zdapozycjakońcowajestprzegrywaj �aca.

2. Je�zeli w danejpozycji istniejeruchprowadz�acy dopozycji przegrywaj �acej,to pozycja
jestwygrywaj �aca.

3. Je�zeli w danejpozycjiwszystkieruchyprowadz�adopozycjiwygrywaj �acych,to pozy-
cja jestprzegrywaj �aca.

Warunek1 wynikaz warunku3, alezosta�dodany dlazwi�ekszeniaczytelnósci.
Wed�ugpowy�zszejde�nicji ka�zdapozycjazostajejednoznaczniezakwali�k owanajako

wygrywaj �aca,alboprzegrywaj �aca.Takiezakwali�k owaniepozycji b�edziemyokréslác mia-
nemstrategii wygrywaj�acej. Wprowadzamyrównie�z poj�ecieruchu wygrywaj�acego i prze-
grywaj �acegojako ruchuprowadz�acego,odpowiednio,dopozycji przegrywaj �acejlub wygry-
waj �acej. To co otrzymujemyjest zgodnez intuicj �a: w pozycji wygrywaj �acej istniejeruch
wygrywaj �acy, w pozycji przegrywaj �acejwszystkieruchys�a przegrywaj �ace.Ponadtopoj�ecie
ruchuwygrywaj �acego z treści zadaniajest równowa�znetak zde�niowanemupoj�eciu ruchu
wygrywaj �acego.
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W raziepotrzebymo�zemymody�k ować drzewo gry, otrzymuj�ac drzewo innej gry, ze
zmienionymi zasadami. Jak �atwo zauwa�zyć, usuni�ecie z drzewa gry jakiejś kraw�edzi
(i w efekcieca�egopoddrzewapodt �a kraw�edzi�a)odpowiadaj�acejruchowi przegrywaj �acemu
nie zmieniastrategii wygrywaj �acej.Jestto zgodnez intuicj �a,gdy�z ruchówprzegrywaj �acych
nigdynieop�acasi�e wykonywać.

Wi �ekszósć zadán o grachsprowadzasi�e do znalezieniastrategii wygrywaj �acej. Tak jest
równie�z w tym przypadku. Oczywísciebrutalnerozwi �azaniepolegaj�acena przeszukiwa-
niu ca�ego drzewa gry nie ma szanspowodzeniaju�z dla średniejwielkości danych, dlatego
potrzebujemy�atwiej obliczalnegokryteriumpozwalaj�acegookréslić strategi�ewygrywaj �ac�a.
W jegoznalezieniupomo�zenamanalizagier: Nim i „StaircaseNim”.

Gra Nim

Plansz�a do gry Nim jest pewna liczba stosów. W pozycji pocz�atkowej ka�zdy stoszawiera
pewn �a liczb�e pionków. Ruchw grzeNim poleganazdj�eciupewnej (dowolnej), niezerowej
liczby pionków z dok�adniejednego stosu. Zdj�etepionki nie bior �a udzia�uw dalszejroz-
grywce.Przegrywaten,kto nie mo�zewykonác ruchu.Zatemw pozycji końcowej wszystkie
stosys�a puste,bo tylko wtedyniemo�znawykonác �zadnegoruchu.Ka�zdarozgrywkaprowa-
dzi do jakiejśpozycjikońcowej,gdy�z ka�zdyruchzmniejszaliczb�epionkówbior �acychudzia�
w grze.

W dalszejanalizieb�edziemykorzystác z prostychw�asnósci operacjixor na liczbach
ca�kowitych, czyli sumymodulo2 nabitach(cyfrachw zapisiedwójkowym) tych liczb. Oto
najwa�zniejszez nich:

� xxor0 = x,

� xxorx = 0,

� (xxory) xorz= xxor(yxorz).

Ostatniaw�asnósć (� �acznósć) pozwalanampisác poprostuxxoryxorz.
Nim-sum�a danejpozycji w grzeNim b�edziemynazywać xor wielkości wszystkichsto-

sów(wielkość stosuto liczbapionków, któresi�e nanim znajduj�a). Nast�epuj�acetwierdzenie
okréslastrategi�ewygrywaj �ac�adlagry Nim:

Twierdzenie1 Pozycjaw grzeNimjestprzegrywaj �acawtedyi tylko wtedy, gdyjej nim-suma
jestrówna0.

Dowód Udowodnimynast�epuj�acew�asnóscinim-sumy:

1. Nim-sumadowolnejpozycji końcowej jestrówna0.

2. Je�zeli nim-sumadanejpozycji jestró�znaod0, to istniejeruchprowadz�acy do pozycji,
której nim-sumajestrówna0.

3. Je�zeli nim-sumadanejpozycji, ró�znejod końcowej, jest równa0, to ka�zdy ruchpro-
wadzidopozycji,której nim-sumajestró�znaod0.
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Punkt1 jest oczywisty, pozostajewi �ec udowodnić punkty 2 i 3. Nim-sum�e danejpozycji
oznaczmyprzezx.

Za�ó�zmynajpierw, �zex6= 0. Niechi b�edzienumeremnajbardziejznacz�acegobitu x, który
jestrówny 1. Istniejetaki stos,�zei-ty bit jegowielkości jestrówny 1 — wielkość tegostosu
oznaczmyprzezs. Wówczasxor wielkości pozosta�ychstosówjestrówny xxors. W liczbie
tej i-ty bit jest równy 0, a wszystkiebardziejznacz�acebity s�a równetym w liczbie s. St �ad
xxors < s. Zatemistniejeruch, który usuwaj �ac pionki ze stosuo wielkości s, pozostawia
w nim s0= xxorspionków. Nim-sumapo takimruchuwynosi

xxorsxors0= xxorsxorxxors= 0:

Za�ó�zmy teraz,�zex = 0. Powykonaniuruchuw obr�ebiedowolnegostosuo wielkości s,
nim-sumawynosixxorsxors0= sxors0, gdzies0jestnow �awielkości �astosu.Je�zeli sxors0= 0,
to s= s0, co dajesprzecznósć. Zatemka�zdy ruchprowadzido pozycji, której nim-sumajest
ró�znaod0.

Wystarczyterazporównácpunkty1–3z warunkami1–3zestrony 42, �zebysi�eprzekonác,
�ze przegrywaj �aces�a dok�adniete pozycje,których nim-sumawynosi 0. Formalnie,prosta
indukcjaw gór�edrzewagry dowodzi tezy. �

Gra ÿ Staircase Nim"

Plansz�a do gry „StaircaseNim” jest równie�z pewna liczba stosów, które s�a ponumerowane
kolejnymi liczbami, pocz�awszy od 0. W pozycji pocz�atkowej ka�zdy stoszawiera pewn �a
liczb�epionków. Ruchpoleganaprzestawieniupewnej(dowolnej)niezerowej liczby pionków
z jakiegośstosunastoso numerzeo jedenmniejszym.W końcowejpozycjiwszystkiepionki
znajduj�asi�e nastosie0.

Nim-sum�a pozycji w grze„StaircaseNim” b�edziemynazywać xor wielkości wszystkich
stosówo numerachnieparzystych.Widać tutaj wyraźn�a analogi�e do gry Nim. Ka�zdy ruch
w grze„StaircaseNim” powodujebowiem zmian�e wielkości dok�adniejednego stosuo nu-
merzenieparzystym,a w pozycji końcowej wszystkiestosyo numerachnieparzystychs�a
puste.Ró�znicajest taka, �ze ruch w grze„StaircaseNim” mo�zespowodować powi �ekszenie
wielkości stosuo nieparzystymnumerze.

Ale dlaczego w grzeNim nie wolno zwi�ekszác stosów?Odpowiedź jestprosta:w prze-
ciwnymprzypadkuistnia�abynieskończonarozgrywka.Jednakw grze„StaircaseNim” skoń-
czonósć jestzapewnionainaczej— ka�zdyruchprzybli�zaconajmniejjedenpionekdostosu0.
Zatemdlagry „StaircaseNim” jestprawdziwetwierdzenieanalogicznedo twierdzenia1:

Twierdzenie2 Pozycjaw grze„StaircaseNim” jestprzegrywaj �acawtedyi tylko wtedy, gdy
jej nim-sumajestrówna0.

Dowód Analogiczny dodowodutwierdzenia1. �

Analiza gry z zadania

Zajmiemysi�e terazanaliz�agry, którejpoświ�econejestzadanie.
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Grup �a pionkówb�edziemynazywać dowolny maksymalny zbiór pionków, którezajmuj�a
naplanszypolao kolejnychnumerach.Maksymalnósć oznacza,�zeka�zdagrupapionkówjest
ograniczonaz lewej i z prawej przezwolne pola lub końceplanszy. Grupapionków mo�ze
byćpusta— takagrupaznajdujesi�enp.pomi�edzydwomakolejnymi polamiwolnymi. Grupy
numerujemyod0, pocz�awszyodskrajnieprawej grupy.

1 2 3 4 5 6 7

grupa 0
#

grupa 1
z }| {

grupa 2
#

grupa 3
z }| {

grupa 4
#

Rysunek1: Podzia�nagrupy dlaprzyk�aduz treści zadania

Ka�zdy ruch polega na przeniesieniupewnej niezerowej liczby pionków z jakiejś grupy
do grupy o numerzeo jedenmniejszym. Z ka�zdej grupy mo�znaprzeniésć dowoln �a liczb�e
pionków, któranie przekraczajej wielkości. W pozycji końcowej grupa0 jestniepusta(za-
k�adamy, �ze wtedy ju�z �zadenruch nie jest mo�zliwy). Natomiastje�zeli grupa0 jest pusta,
a grupa1 jestniepusta,to pozycjajestwygrywaj �aca.Wtedyka�zdy ruchz grupy 1 jestwy-
grywaj �acy, aka�zdy inny jestprzegrywaj �acy.

Wobectego interesować nasb�ed�a tylko takiesytuacjepocz�atkowe,w którychgrupy 0 i 1
s�apuste.Mody�kujemy drzewo gry poprzezusuni�eciewszystkichruchówprowadz�acychdo
pozycji,w którychgrupa1 jestniepusta.Takamody�kacja niezmieniastrategii wygrywaj �a-
cej. Natomiastotrzymujemynow �a, jedyn�a pozycj�ekońcow �a— pozycj�e,w której wszystkie
pionki znajduj�asi�e w grupie2.

Je�zeli w tak zmody�kowanejgrzegrupy pionkówpotraktujemyjako stosy, a ich numery
zmniejszymyo 2, otrzymamydok�adniegr�e „StaircaseNim”. Zatemtwierdzenie2 okrésla
strategi�e wygrywaj �ac�a dla zmody�kowanejgry, a ta, jak wiemy, nie ró�zni si�e od strategii
wygrywaj �acejdla gry z treści zadania.Teraz,znaj�acstrategi�e wygrywaj �ac�a,mo�zemy�atwo
sprawdzić, któreruchys�a wygrywaj �ace,aktóres�a przegrywaj �ace.

Rozwi¡zanie wzorco we

Rozwi�azaniewzorcowe dokonujepodzia�unagrupy i obliczanim-sum�e ju�z podczaswczy-
tywaniadanych. Pami�etatylko niepustegrupy, gdy�z wszystkichgrupmo�zebyć zbyt wiele.
Najpierwrozwa�zanes�a dwa prosteprzypadkiszczególne: jeśli grupa1 nie jestpusta,wyni-
kiemjestliczbapionkóww grupie1, w przeciwnym przypadku,jeśli nim-sumajestrówna0,
to wynikiem jest0.

Zajmijmy si�e przypadkiem,w którym grupa1 jest pustai nim-sumajest ró�znaod 0 —
oznaczmyj �a przezx. Rozwi�azaniewzorcowe sprawdzadla ka�zdejniepustejgrupy, czy ist-
nieje z niej jakiś ruch wygrywaj �acy, czyli ruch, który powoduje wyzerowanie nim-sumy.
Niechs b�edziewielkości �a aktualnierozwa�zanejgrupy. Jésli grupamanumernieparzysty, to
ruch powoduj�acy wyzerowanienim-sumypowinien zostawić w tej grupiexxors pionków.
Taki ruchjestmo�zliwy, gdyxxors< s. Natomiastjeśli grupamanumerparzystyró�zny od2,
to szukany ruch powinien przeniésć tyle pionków do grupy o numerzeo jedenmniejszym
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(oznaczmyjej wielkość przezt), �zebypojegowykonaniuw grupietej znajdowa�osi�edok�ad-
nie xxort pionków. Jestto mo�zliwe, gdy 0 < (xxort) � t 6 s. W obu przypadkachz jednej
grupy istniejeco najwy�zej jedenruchwygrywaj �acy. Wynikiem jest liczbatak znalezionych
ruchówwygrywaj �acych.

Czasdzia�aniarozwi �azaniawzorcowego wynosiQ(n). Zapotrzebowanienapami�eć jest
liniowe ze wzgl�eduna liczb�e niepustychgrup,czyli wynosiO(n). Rozwi�azaniewzorcowe
zosta�ozaimplementowanew gra.c orazgra.pas .

Testy

Poni�zej znajduj�asi�e opisytestów.

� gra1a.in — m= 10,n = 8, przegrana,wszystkiepionki w grupie2.

� gra1b.in — m= 8, n = 3.

� gra2a.in — m= 8, n = 5, grupa1 zawiera3 pionki.

� gra2b.in — m= 10,n = 5.

� gra3a.in — m= 13,n = 6, nieoczywistaprzegrana.

� gra3b.in — m= 15,n = 9.

� gra4.in — m= 17,n = 10.

� gra5.in — m= 24,n = 14.

� gra6.in — m= 85,n = 44, losowy.

� gra7.in — m= 585,n = 393,losowy.

� gra8.in — m= 7166,n = 4027,losowy.

� gra9.in — m= 376213,n = 193363,losowy.

� gra10.in — m= 1906731,n = 801226,losowy.

� gra11.in — m= 1543149,n = 999183,losowy.

� gra12.in — m= 932995895,n = 998566,losowy.

� gra13.in — m= 940238451,n = 997643,losowy.

� gra14.in — m= 935204727,n = 999989,losowy.

� gra15.in — m= 983091535,n = 999240,losowy.

Pary testów1ai 1b,2ai 2boraz3ai 3bby�y zgrupowane.
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Tomasz Cza jk a
Program y

PIN-k od

Ka»dakarta bankomatowama swój 4-cyfrowy numer identy�kacyjny, tzw. PIN (ang. personal
identi�cation number). To, czy transakcjaz u»yciemkarty zostaniewykonana,zale»yod tego,
czy numer karty i jej PIN s¡ zgodne. Zgodno±¢PIN-u i numeru karty sprawdzamoduª HSM
(ang. hardware security module). Moduª ten otrzymuje trzy parametry: numer karty x, PIN
p oraz tablic¦ konwersji a (16-elementow¡ tablic¦ liczb od 0 do 9, indeksowan¡ od 0 do 15).
Moduª HSM dziaªa w nast¦puj¡cy sposób:

1. szyfruje numer karty x, otrzymuj¡c liczb¦ y zapisan¡ szesnastkowo,

2. z otrzymanej liczby y pozostawiatylko 4 pierwszecyfry szesnastkowe,

3. pozostawionecyfry szesnastkowezamienia na dziesi¦tne za pomoc¡ tablicy a (tzn. cyfra
h zamieniana jest na a[ h] , gdzieh = A jest uto»samianez 10, h = B z 11, h = C z 12,
h = D z 13, h = E z 14 i h = F z 15),

4. tak otrzymany 4-cyfrowy numer dziesi¦tny musi by¢ identyczny z podanym PIN-em.

Standardow¡ tablic¡ konwersji jest a = ( 0;1;2;3;4;5;6;7;8;9;0;1;2;3;4;5).
Zaªó»myna przykªad, »e numerem karty jest x = 4556238577532239, a po zaszyfro-

waniu uzyskujemynumer szesnastkowyy = 3F7C220100CA8AB3. ›eby uzyska¢4-cyfrowy
PIN: bierzemy pierwsze4 cyfry szesnastkowe(3F7C) i kodujemy je za pomoc¡ standardowej
tablicy konwersji. Wynikiem jest PIN p = 3572.

Niestety, nieuczciwy pracownik banku lub komputerowy wªamywaczmo»euzyska¢dost¦p
do moduªu HSM i próbowa¢odgadn¡¢ PIN manipuluj¡c tablic¡ konwersji.

Zadanie

Napisz program, który b¦ dzie staraª si¦ odgadn¡¢ PIN za pomoc¡ zapyta« do moduªu HSM,
przy czym mo»eon zada¢co najwy»ej 30 zapyta«.

Opis in terfejsu

Twój program powinien komunikowa¢si¦ ze ÿ±wiatem zewn¦trznym" jedynie poprzezfunkcje
udost¦pniane przezmoduª hsm ( hsm.pas w Pascalu i hsm.h w C/C++). Oznaczato, »enie
mo»eon otwiera¢ »adnychplików ani korzysta¢ze standardowego wej±cia/wyj±cia.

Przy ka»dymuruchomieniu Twój program powinien odgadn¡¢ jeden PIN, zgodny z nume-
rem karty znanej moduªowi hsm przy standardowej tablicy konwersji.

Moduª hsm udost¦pnia funkcje: sprawdz oraz wynik . Ich deklaracje w Pascalu wygl¡daj¡
nast¦puj¡c o:

function sprawdz(pin: array of Longint, a: array of Longint): Boolean;
procedure wynik (pin: array of Longint);



Olimpiada Informatyczna
2004{09{28 11:57
strona 48

i

i

i

i

i

i

i

i

48 PIN-kod

a w C/C++ nast¦puj¡c o:

int sprawdz(int pin[], int a[]);
void wynik(char pin[]);

Parametrami funkcji sprawdz s¡: badany PIN (w postaci 4-elementowejtablicy cyfr) oraz
tablica konwersji (16-elementowa). Jej wynikiem jest warto±¢logicznaokre±laj¡ca, czy podany
PIN jest zgodny z numerem karty, przy podanej tablicy konwersji. Twój program powinien co
najwy»ej 30 razy wywoªywa¢funkcj¦ sprawdz i dokªadnie raz funkcj¦ wynik . Wywoªanie
procedury wynik ko«czy dziaªanie programu. Jej parametrem powinien by¢ PIN zgodny z
numerem karty przy standardowej tablicy konwersji.

›eby przetestowa¢swoje rozwi¡zanie powiniene±napisa¢ wªasnymoduª hsm. Nie jest on
jednak elementemrozwi¡zania i nie nale»ygo przesyªa¢wraz z programem.

Przykªad

Przykªadowainterakcja programu z moduªem hsm mo»ewygl¡da¢ nast¦puj¡c o:

sprawdz('1111', (0,0,1,1,0,1,0,1,0,0,0,0,1 ,1,0 ,1)) = true
sprawdz('1100', (0,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0 ,1,0 ,1)) = true
sprawdz('1100', (0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0 ,1,0 ,0)) = false
sprawdz('1000', (0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0 ,1,0 ,0)) = true
sprawdz('0010', (0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1 ,0,0 ,0)) = false
sprawdz('0001', (0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1 ,0,0 ,0)) = true
wynik('3572')

Rozwi¡zanie

Geneza zadania

Historiaprzedstawionaw treści zadaniajest,niestety, prawdziwa. Za godneubolewaniana-
le�zy uznác, �ze taki prostysystem,jakim jestmodu�sprawdzaniazgodnósci PIN-u i numeru
karty, zaprojektowanow sposóbwprowadzaj�acy luk�e w ochroniedanych. Istotnie,gdyby
nie lekkomyślnewzbogacenieinterfejsutegomodu�uo tablic�e konwersji,tylko brutalnasi�a
zdo�a�abywydrzéc zeń tajemnic�ePIN-u.

Sprawa ta ujrza�aświat�odzienneca�kiemniedawno,kiedy to naukowcy z Uniwersytetu
Cambridge(wśródnichby�y laureatOlimpiadyInformatycznej,PiotrZieli ński)zbadalipod-
stawy dzia�aniasystemówbankomatowych. Odbi�o si�e to szerokimechemw popularnych
mediach(„Polakz�ama�PIN-y”, „Niebezpiecznebankomaty”,itp.), nierzadko wyolbrzymia-
j �acychskal�ezagro�zenia.

To jest pierwszyprzyk�ad na to, �ze bezpieczénstwo i ochronadanych jest niezwykle
trudn�a do osi �agni�ecia — bo bardziejsubteln�a i delikatn�a — cech�a systemuinformatycz-
nego. Drugi przyk�adpochodziz w�asnego podwórka.W treści zadaniaumieszczony zosta�
przyk�adobliczaniaPIN-u, identyczny z tym zamieszczonym w oryginalnym artykulePiotra
Zielińskiego. W konsekwencjiuczestnikolimpiady móg�, wpisuj �acw wyszukiwarceinter-
netowej podany w zadaniuci �ag3F7C220100CA8AB3, z �atwości �a odnalézć ów artyku� i
poznác cenne(być mo�ze)uwagi,wskazówkii inspiracje.
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Rozwi¡zanie

Ograniczenieliczby pytań do 30 jasnowskazuje,�zemetodabrutalnegopróbowaniawszyst-
kich 10000kombinacjiPIN-ówprowadzidonik�ad.Ale jasnowidaćpoprzyk�adowej interak-
cji programuz modu�emHSM, �zekluczemdoszybkiegowyznaczeniaPIN-u jestpodawanie
specjalnych tablic konwersji. Istotnie, jeśli u�zyjemy np. tablicy konwersji o tylko dwóch
wartósciach0 i 1, to ka�zdaz odpowiedziTAK i NIE danamca�kiemdu�zo informacji.

OdgadywaniekoduPIN przypominabardzogr�eMastermindalbogr�e„w dwadziésciapy-
tań”. Za ka�zdymrazemzadajemypytanietypu TAK/NIE, którego odpowiedź zaw�e�zanam
zbiór mo�zliwych wyników. Najlepiej,by zadanepytaniedzieli�o zbiór potencjalnych wyni-
ków na cz�eści jak najbardziejzbli�zonejwielkości. W pesymistycznym przypadkubowiem
(gdy mamypechalub gdy modu�graj�acy stosujetzw. diabelsk�a strategi�e) odpowiedź napy-
taniepozostawi nasz wi �ekszymzbioremmo�zliwości.

Rozwi¡zanie wzorco we

W rozwi �azaniuwzorcowym szukamypytania,któredzieli mo�zliwe rozwi �azaniajak „najbar-
dziej popo�ówce”.Ograniczamyprzy tym si�e do tablic konwersjizawieraj�acychsame0 i 1.
Dodatkowo w tablicy a zawszebierzemya[10+i] = a[i] . W tensposóbuto�zsamiamyA-F
z 0-5 i ograniczamyliczb�e mo�zliwych tablic do 1024,dzi�eki czemumo�zemyprzegl �adn�ać
wszystkiepytaniai wybrać z nichnajlepsze.

Najprósciejby�oby sprawdzić ka�zdepytanieosobno.Mamy 1024mo�zliwe tablicekon-
wersji i 16 „f a�szywych”PIN-ów z�o�zonychz samych0 i 1, co razemdaje16 * 1024pytań,
dlaka�zdegoz nichprzegl �adamybie�z �acy zbiórmo�zliwych PIN-ów (napocz�atku10000).

Ale mo�znaszybciej:dla ka�zdejtablicy konwersjii ka�zdegoprawdziwegoPIN-u istnieje
dok�adniejedenPIN z�o�zony z 0 i 1, dla którego dostaniemyodpowiedz TAK. Zliczaj �ac
wyst�apieniaka�zdego z tych 16 „f a�szywych”PIN-ów, mo�zemywybrać najlepszyfa�szywy
PIN do zapytaniadla danejtablicy konwersji— taki, dla którego liczba wyst�apién jest jak
najbli�zszapo�owy. Ca�epytaniewybieramyzatem,sprawdzaj�ac ka�zd�a tablic�e konwersjiz
ka�zdympozosta�ymmo�zliwym prawdziwymPIN-em,coupraszczanamobliczeniao czynnik
16.

Rozwi �azaniewzorcoweniepotrzebujewi �ecejni�z dwadziésciapar�epytań dlaodgadni�ecia
któregokolwiek PIN-u. Najwi�ecejczasupotrzebuje na zadaniepierwszego pytania,ka�zde
nast�epneobliczacorazszybciej.

Dalsze opt ymalizacje

Przedewszystkimzauwa�zmy, �zenajwi�ecejobliczén rozwi �azaniewzorcowewykonujenasa-
mym pocz�atku gry, kiedy to zbiór potencjalnych PIN-ów jest najwi�ekszy. Ale te pocz�at-
kowe pytaniamo�zemyobliczyć uprzednioi stablicować w kodzieprogramu.Jésli ustalimy
drzewo gry a�z do g��ebokościd, to najegozapami�etaniepotrzebujemyO(2d) pami�eci,aleza
to zmniejszamyczasdzia�aniao czynnikpodobnegorz�edu— cośzacoś.

Ponadtozach�annametodawybieranianajlepszegow danejsytuacjipytanianie gwaran-
tuje optymalnejgry. Niemniejjestto wystarczaj�acatechnika,by zgadn�ać PIN zadaj�acmniej
ni�z 30pytań.
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Testy

Rozwi�azaniaby�y testowaneprzy u�zyciu 25 osobnych testów. Ka�zdy testsk�ada�si�e z jed-
nego PIN-u do zgadni�ecia. Modu� HSM odpowiada�na pytaniazgodniez tym PIN-em—
czyli nieu�zywa� „diabelskiej” strategii.
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Marcin Kubica, Marcin Muc ha
Program y

Sznurki

Przedsi¦biorstwo String-ToysS.A. zwróciªo si¦ do Ciebie o pomoc w rozwi¡zaniu nast¦puj¡c ego
problemu. String-Toys S.A. chce produkowa¢zesznurkamodelespójnych grafów acyklicznych.

Ka»dy graf skªadasi¦ z wierzchoªkówi pewnej liczby kraw¦dzi ª¡cz¡cych ró»newierzchoªki.
Ten sam wierzchoªekmo»eby¢poª¡czony z wieloma innymi wierzchoªkami. Graf jest spójny i
acykliczny, gdyod ka»degowierzchoªkamo»naprzej±¢do ka»degoinnegowierzchoªka,w¦druj¡c
po kraw¦dziach i co wi¦ cej, bez zawracania mo»nato zrobi¢ dokªadniena jeden sposób.

Wierzchoªki grafów maj¡ by¢ modelowaneprzez w¦zªy zawi¡zane na kawaªkachsznurka,
a kraw¦dzie przez odcinki sznurka pomi¦ dzy w¦zªami. Ka»dy w¦zeª mo»eby¢ wynikiem zasu-
pªania kawaªkasznurka lub zwi¡zania w tym samym miejscu wielu kawaªków. Ze wzgl¦dów
technicznychkosztyprodukcji zale»¡ od liczby kawaªkówsznurkau»ytychdo wykonania modelu
oraz od dªugo±cinajdªu»szego z kawaªków. (Ka»da kraw¦d¹ ma dªugo±¢1. Dªugo±¢sznurka
u»ytego do zrobienia w¦zªów jest pomijalna.)

Zadanie

Zadanie polega na napisaniu programu, który:

� wczyta ze standardowego wej±ciaopis spójnego grafu acyklicznego, który ma by¢ mode-
lowany,

� obliczy:

– minimaln¡ liczb¦ kawaªkówsznurka potrzebnychdo wykonania modelu,

– zakªadaj¡c, »e liczba kawaªkówsznurka jest minimalna, minimaln¡ dªugo±¢naj-
dªu»szego kawaªkasznurka potrzebnego do wykonania modelu,

� wypiszedwie obliczoneliczby na standardowewyj±cie.

W ej±cie

Pierwszy wiersz zawiera jedn¡ dodatni¡ liczb¦ caªkowit¡ n | liczb¦ wierzchoªkóww gra�e,
2 6 n 6 10 000. Wierzchoªki s¡ ponumerowane od 1 do n. Kolejne n � 1 wierszy zawiera
opisy kraw¦dzi, po jednej w wierszu. Ka»dy z tych wierszy zawiera par¦ liczb caªkowitych a
i b oddzielonychpojedynczym odst¦pem, 1 6 a;b6 n, a 6= b. Para taka reprezentujekraw¦d¹
ª¡cz¡c¡ wierzchoªki a i b.

Wyj±cie

Twój program powinien wypisa¢w pierwszym wierszu wyj±cia dwie liczby caªkowite k i l od-
dzielone pojedynczym odst¦pem: k powinno by¢ minimaln¡ liczb¡ kawaªkówsznurka potrzeb-
nych do wykonania modelu grafu, a l powinno by¢minimaln¡ dªugo±ci¡najdªu»szego kawaªka
sznurka (zakªadaj¡c, »ezu»yli±myk kawaªkówsznurka).
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Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
9
7 8
4 5
5 6
1 2
3 2
9 8
2 5
5 8

 1

 2

 3

  4

5

  6

 7

8

 9

poprawnym wynikiem jest:
4 2

Rozwi¡zanie

W zadaniunale�zy obliczyć dwie liczby: minimaln�a liczb�e sznurkóworaznajmniejszemo�z-
liwe ograniczeniena d�ugósci sznurków, przy za�o�zeniu, �ze ich liczba jest minimalna. Zaj-
miemysi�e najpierwpierwsz�az tych liczb, apotemdrug�a.

Minimalna liczba sznurk ów

Minimaln �a liczb�e sznurkówmo�zna �atwo obliczyć uogólniaj�ac twierdzenieEulera ([14]
p. 7.4, [23] p. 2.7, [32] par. 6). W zadaniuzajmujemysi�e spójnymi grafami acyklicznymi,
czyli drzewami. TwierdzenieEuleramo�zemyzapisác nast�epuj�aco,u�zywaj �ac terminologii z
zadania:

Twierdzenie1 Je�zelimamydanyspójnygraf, w którymz ka�zdegowierzcho�ka,z wyj �atkiem
co najwy�zejdwóch, wychodziparzystaliczbakraw�edzi,to modeltakiegografumo�znawyko-
naćzjednegokawa�kasznurka.Je�zelimamydwawierzcho�ki,zktórych wychodzinieparzysta
liczbakraw�edzi,to w wierzcho�kach tych s �a końcesznurka.Je�zeli zka�zdegowierzcho�kawy-
chodziparzystaliczbakraw�edzi,to sznurektworzyp�etl�e (cykl).

Zauwa�zmyprostyfakt:

Fakt 1 Liczbawierzcho�ków, z którychwychodzinieparzystaliczbakraw�edzijestparzysta.

Dowód Ka�zdakraw�ed́z madwa końce,a � �acznaliczbakraw�edzijestca�kowita. �

Fakt tenjestznany jako lemato podawaniur �ak([17] zad.5.4-1,[32] par. 2). W szczegól-
nościnie jestmo�zliwe, abýsmymieli tylko jedenwierzcho�ek,z któregowychodzinieparzy-
staliczbakraw�edzi.

TwierdzenieEuleramo�znauogólníc:
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Fakt 2 Je�zeli w spójnym gra�e mamy 2k wierzcho�ków, z których wychodz�a nieparzyste
liczby kraw�edzi,to modeltakiegografumo�zemywykonác z k sznurków.

Dowód Dodajmydo grafunachwil�e k dodatkowych kraw�edzi,w taki sposób,�zez wszyst-
kich wierzcho�kówwychodz�a parzysteliczby kraw�edzi. Model takiego grafumo�zemywy-
konác z jednego kawa�kasznurkai to w formie p�etli. Usuńmy terazk dodanych kraw�edzi,
rozcinaj�acp�etl�enak kawa�kówsznurka.Otrzymujemymodeloryginalnegografu. �

Tak wi �ec, aby obliczyć minimaln�a liczb�e sznurków, wystarczypoliczyć, ile jest takich
wierzcho�ków, z którychwychodzinieparzystaliczbakraw�edzii podzielíc t�e liczb�eprzez2.

W zadaniuzajmujemysi�edrzewami,czyli spójnymi grafamiacyklicznymi. W przypadku
drzew mo�znaprostoopisác, jak mo�zewygl �adác modeldrzewa. W ka�zdymwierzcho�ku,z
którego wychodzinieparzystaliczbakraw�edziumieszczamyjedenkoniecsznurkai wypro-
wadzamygowzd�u�z dowolnejkraw�edzi.Dla ka�zdegowierzcho�kapozostajeparzystaliczba
kraw�edzi, które modelujemysznurkiemprzechodz�acym przezwierzcho�ek. Dla ka�zdego
wierzcho�ka,kraw�edzietakie� �aczymyw dowolny sposóbw paryi przeprowadzamysznurki
zgodniez podzia�emnapary. Ka�zdatakakonstrukcjadajemodeldrzewa wykonany z mini-
malnejliczby kawa�kówsznurka.

Ograniczenie na dªugo±¢ kawaªków sznurk a

Wiemy ju�z, jak mog�a wygl �adác modeledrzew wykonanez minimalnej liczby kawa�ków
sznurka.Zastanówmysi�e, jak poprowadzíc sznurkitak, aby d�ugósć najd�u�zszego sznurka
by�a jak najmniejsza.

Dla uproszczeniarozwa�zań ukorzenimynaszedrzewo. Na korzén wybieramydowolny
li ść (wierzcho�ek,z którego wychodzi tylko jednakraw�ed́z). Ukorzenieniemo�zemysobie
wyobrazíc jako chwyceniemodelugrafuzakorzén i podniesieniedogóry tak, �zeca�ymodel
swobodniezwisa. Wierzcho�ekznajduj�acy si�e bezpósredniopowy�zej danego wierzcho�ka
nazywamy jego przodkiem,a wierzcho�ki znajduj�acesi�e bezpósrednioponi�zej nazywamy
potomkami.Poni�zszyrysunekprzedstawia ukorzenionedrzewo z przyk�aduz treścizadania,
gdziejako korzén wybranowierzcho�eknr 4.

  4

5

 2 8  6

 3 1  9  7

Ukorzenionedrzewo.
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Poni�zej przedstawiamy procedur�e, która wczytuje danewejściowe, oblicza minimaln�a
liczb�e kawa�ków sznurkapotrzebnych do wykonaniamodeluorazkonstruujeukorzenione
drzewo1. Wykorzystujeonaalgorytmprzeszukiwaniagrafóww g� �ab(DFS).

1: (* Typ reprezentuj �acy dowolne drzewo ukorzenione. *)
2: type drzewo = Wezel of drzewo list;;
3: (* Wczytanie danych. Wynikiem jest drzewo i liczba sznurków. *)
4: let wczytaj_dane () =
5: (* Liczba w�ez�ów. *)
6: let n = scanf "%d " id
7: in
8: let sasiedzi = make (n+1) []
9: and odwiedzone = make (n+1) false

10: and konce = ref 0
11: in
12: (* Wczytanie kraw�edzi. *)
13: (* Wynikiem jest korze ń - jeden z li ści. *)
14: let rec wczytaj () =
15: let i = ref 1
16: in
17: begin
18: (* Wczytanie kraw�edzi. *)
19: for j = 1 to n-1 do
20: let a = scanf "%d " id
21: and b = scanf "%d " id
22: in begin
23: sasiedzi.(a) <- b::sasiedzi.(a);
24: sasiedzi.(b) <- a::sasiedzi.(b)
25: end
26: done;
27: (* Końce sznurków. *)
28: for j = 1 to n do
29: if length sasiedzi.(j) mod 2 = 1 then
30: konce := !konce + 1
31: done;
32: (* Wybór korzenia - jeden z li ści. *)
33: while length sasiedzi.(!i) > 1 do i:= !i + 1 done;
34: !i
35: end
36: (* Konstrukcja drzewa - DFS. *)
37: and dfs v =
38: begin
39: odwiedzone.(v) <- true;

1Procedurata pochodziz pliku szn.ml , kt�ry moÇznaznaleÂzÂc nazaøÎaczonym dyskuCD-ROM. Rozwi Îazanieto
jest napisanew j Îezyku Ocaml. (Opis j ÎezykaOcaml,dystrybucjÎe kompilatoraoraz inne informacjena ten temat
moÇznaznaleÂzÂc na stroniehttp://caml.inria.fr/ocaml/ .) Na zaøÎaczonym dyskumoÇznar�wnie Çz znaleÂzÂc roz-
wi Îazanienapisanew j ÎezykuC++: szn.cpp .
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40: Wezel
41: (fold_left
42: (fun a w -> if odwiedzone.(w) then a else (dfs w)::a)
43: [] sasiedzi.(v))
44: end
45: in
46: let korzen = wczytaj ()
47: in (dfs korzen, !konce / 2);;

Modeledrzewamog�amieć nast�epuj�ac�apostác:

1. Je�zeli dany wierzcho�ekmanieparzyst�a liczb�e potomkówi nie jestto korzén, to sznu-
rek wychodz�acy z jednego z jego potomkówprowadzido jego przodka.Sznurkiwy-
chodz�acez pozosta�ychpotomkóws�a po� �aczonezesob�aparami.

2. Je�zeli dany wierzcho�ekmaparzyst�aliczb�epotomków, to jedenzesznurkówmaw nim
koniec.Mo�zliwe s�a dwaprzypadki:

(a) Sznurkiwychodz�acez potomkóws�a po� �aczonezesob�aparami.Do przodkapro-
wadzisznureko końcuw danym wierzcho�ku.

(b) Do przodkaprowadzisznurekwychodz�acy od jednegoz potomków. Sznurekod
innego z potomkówkończy si�e w danym wierzcho�ku. Sznurkiwychodz�acez
pozosta�ychpotomkóws�a po� �aczonezesob�aparami.

3. Korzén wybraliśmytak, �zematylko jednego potomka.Sznurekwychodz�acy z niego
kończysi�e w korzeniu.

Problemwyznaczeniaminimalnej d�ugósci najd�u�zszego kawa�ka sznurkamo�zna roz-
wi �azác stosuj�acprogramowaniedynamiczne.Dla ka�zdegowierzcho�kav mo�zemyrozwa�zyć
poddrzewo o korzeniuw tym wierzcho�ku.Z ka�zdego takiego poddrzewa (z wyj �atkiemca-
�ego drzewa) jedensznurekwychodzi do góry, a dodatkowo pewne sznurki mog�a być w
nim zawartew ca�ósci. Niechd b�edzieograniczeniemnad�ugósć sznurkówca�kowicie za-
wartychw rozwa�zanym poddrzewie. PrzezS(v;d) oznaczymyminimaln�a d�ugósć sznurka
wychodz�acegoz poddrzewa o korzeniuw v do góry (a dok�adniejtej jego cz�eści, która jest
zawartaw rozwa�zanym poddrzewie). Je�zeli nie jestmo�zliwe, �zebysznurkizawartew ca�ósci
w poddrzewie nie by�y d�u�zszeni�z d, to przyjmujemyS(v;d) = ¥ . Zauwa�zmy, zefunkcjaS
jestniemalej�aca,tzn. im ostrzejszeograniczenienak�adamynasznurkizawartew ca�ósci w
poddrzewie, tym d�u�zszymo�zebyć sznurekwychodz�acy z poddrzewa.

Niechj (v) b�edzied�ugósci�anajd�u�zszej́scie�zki w poddrzewieo korzeniuv (tzw. średnica
poddrzewa). Interesować nasb�ed�a wartósci funkcji S(v;d) dla d = 0;1; : : : ; j (v). Niech r
b�edziekorzeniemdrzewa. Wówczasszukaneograniczenienad�ugósć kawa�kówsznurkato:

min
d= 0;1;:::;j (r)

(max(d;S(r;d)))

Niech v b�edziewierzcho�kiemw gra�e, dla którego wiemy ju�z jak przebiega sznurek
wychodz�acy z v do góry. Oznaczmyprzezp(v) liczb�e potomkówv. Pozostajenamparzysta
liczba sznurkówwychodz�acych z potomkówv: w1;w2; : : : ;wp(v) , które nale�zy po� �aczýc w
pary. Zastanówmysi�e,jak sprawdzić,czydasi�etakpo� �aczýc tesznurki,abyd�ugósć �zadnego
sznurkazawartego w poddrzewie nie przekracza�azadanego ograniczeniad? Poka�zemy, �ze
mo�znaje � �aczýc nazasadzienajwi�ekszyz najmniejszym.
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Fakt 3 Niech p(v) b�edzieparzystei niech l1 6 l2 6 : : : 6 lp(v) b�ed�a minimalnymi d�ugo-
ściamisznurkówwychodz�acych z w1, w2, . . . , wp(v) , przy za�o�zeniu, �ze �zadensznurekca�-
kowicie zawarty w poddrzewach o korzeniachw1, w2, . . . , wp(v) nie jest d�u�zszy ni�z d.
Wówczassznurkiwychodz�acez w1, w2, . . . , wp(v) mo�znapo� �aczýc w pary tak, aby �zaden
z nich nie by� d�u�zszyni�z d wtedyi tylko wtedy, gdy l1 + lp(v) 6 d, l2 + lp(v)� 1 6 d, . . .oraz
l p(v)

2
+ l p(v)

2 + 1
6 d.

Dowód Za�ó�zmy, �zemo�znasznurkipo� �aczýc w parytak, abyich d�ugósci nie przekracza�y
d. Je�zeli sznurekwychodz�acy z w1 nie jestpo� �aczony zesznurkiemwychodz�acymz wp(v) , to
niechi i j b�ed�atakie,�zesznurekwychodz�acy zw1 jestpo� �aczony zesznurkiemwychodz�acym
z wi , asznurekwychodz�acy z wp(v) b�edziepo� �aczony zesznurkiemwychodz�acymz w j , i 6= j.

Zauwa�zmy, �zezachowuj �acograniczenied nad�ugósć sznurkówmo�zemyzamieníc po� �a-
czeniai po� �aczýc sznurekwychodz�acy z w1 zesznurkiemwychodz�acym z wp(v) , orazsznu-
rek wychodz�acy z wi ze sznurkiemwychodz�acym z w j . Skoro l1 + l i 6 d, lp(v) + l j 6 d
orazl1 6 l i ; l j 6 lp(v), to l i + l j 6 d orazl1 + lp(v) 6 d. Analogiczniezamieniamypo� �aczenia
pozosta�ychsznurków. �

Fakt tenpozwalanamzaimplementować zach�anny algorytmsprawdzaj�acy, czy sznurki
o danychd�ugósciachmo�znapo� �aczýc w parytak,abyich d�ugóscinieprzekroczy�ydanego
ograniczenia.Algorytm tenjestuj�etyw postaciprocedurypary . Procedurata madwa para-
metryl i d — l to lista d�ugóscisznurkówuporz�adkowananierosn�aco,d to ograniczeniena
d�ugóscisznurków. Procedurata korzystaz dwóchprocedurpomocniczych:ile_par i cut .
Proceduraile_par ma trzy parametry:dwie listy liczb orazograniczenied. Badaona,ile
kolejnychelementówz danychlist mo�znapo� �aczýc w paryo sumachnieprzekraczaj�acychd.
Proceduracut macharakterpomocniczyi wybieraz podanejlisty l elementyodi -tegodoj -
tego. Proceduryile_par i cut zosta�ywydzielone,gdy�z b�edziemyz nich jeszczekorzystác
dalej.

1: (* Wybiera z listy fragment od i-tego do j-tego elementu. *)
2: let cut i j l =
3: let rec cut_iter i j l a =
4: if i > 1 then
5: cut_iter (i-1) (j-1) (tl l) a
6: else if j > 0 then
7: cut_iter i (j-1) (tl l) (hd l :: a)
8: else
9: rev a

10: in
11: cut_iter i j l [];;
12: (* Sprawdza ile pierwszych elementów z obu list *)
13: (* mo�zna po� �aczy ć w pary o sumach <= d. *)
14: let ile_par l1 l2 d =
15: let rec ile_par_iter l1 l2 a =
16: match (l1, l2) with
17: ([], []) -> a |
18: (h1::t1, h2::t2) ->
19: if h1 + h2 + 2 <= d then
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20: ile_par_iter t1 t2 (a+1)
21: else a |
22: _ -> a
23: in
24: ile_par_iter l1 l2 0;;
25: (* Sprawd ź czy elementy listy posortowanej *)
26: (* nierosn �aco mo�zna po� �aczy ć w pary <= d *)
27: let pary l d =
28: let dl = length l
29: in
30: if dl mod 2 = 0 then
31: ile_par (cut 1 (dl / 2) l)
32: (rev (cut (dl / 2 + 1) dl l)) d = dl / 2
33: else false;;

Zastanówmysi�e, jak mo�znaobliczyć wartósci funkcji S(v;d). Rozwa�zmy najpierwprzy-
padek,gdyv manieparzyst�a liczb�epotomków. Niechl1 6 l2 6 : : : 6 lp(v) b�ed�aminimalnymi
d�ugósciamisznurkówwychodz�acych z potomkówv. Zauwa�zmy, �ze je�zeli nie jestésmy w
staniepo� �aczýcw paryl1; l2; : : : ; lp(v) tak,abyichsumynieprzekracza�yd (przypadek,gdydo
góryprzechodzinajd�u�zszyzesznurków),to S(v;d) = ¥ . Je�zeli mo�znato zrobić, to mo�zemy
dalejsprawdzác, jaki jestnajkrótszywychodz�acy z poddrzew sznurek,który mo�zeprzecho-
dzić do góry, tzn. taki, �ze pozosta�esznurki mo�zemy po� �aczýc w pary o d�ugósciachnie
wi �ekszychni�z d. Sprawdzamykolejnocorazkrótszesznurki.Powiedzmy, �zesprawdzili śmy,
i �z do góry mog�a wychodzíc sznurkio d�ugósciachl i+ 1, . . . , lp(v) i chcemysprawdzić, czy
mo�zewychodzíc do góry sznureko d�ugósci l i . Korzystaj�acz faktu3, wystarczysprawdzić
jedenz dwóchwarunków:

� l i+ 1 + lp(v)� i + 2 6 d, dla i > p(v)+ 1
2 ,

� l i+ 1 + lp(v)+ 1� i + 2 6 d, dla i < p(v)+ 1
2 .

Mo�zemy wi �ec napisác nast�epuj�ac�a procedur�e obliczaj�ac�a S(v;d) w przypadku,gdy v ma
nieparzyst�a liczb�epotomków.

1: (* S(v,d) dla nieparzystej liczby potomków v, *)
2: (* na podstawie d oraz [S(wp,d); ...; S(w1,d)]. *)
3: let nieparzyste ls d =
4: let dl = length ls
5: in
6: if pary (tl ls) d then
7: (* Najd�u� zszy sznurek mo�ze wychodzi ć do góry. *)
8: (* Szukamy krótszego. *)
9: let i = ile_par (cut 1 (dl/2) ls)

10: (rev (cut (dl/2 + 2) dl ls)) d
11: in
12: if i = dl/2 then
13: (* Środkowy (co do d�ugo ści) sznurek mo�ze *)
14: (* wychodzi ć do góry. Szukamy krótszego. *)
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15: let j = ile_par (cut (dl/2 + 1) (dl-1) ls)
16: (rev (cut 1 (dl/2) ls)) d
17: in
18: nth ls (j + dl/2) + 1
19: else nth ls i + 1
20: else
21: (* Nie da si� e. *)
22: inf

Za�ó�zmy teraz, �ze wierzcho�ekv ma parzyst�a liczb�e potomków. Je�zeli sznurkiwycho-
dz�acez tych potomkówmo�znapo� �aczýc w parytak, abyich d�ugósci nie przekracza�yd, to
sznurekwychodz�acy z v do góry mo�ze mieć pocz�atekw v. Je�zeli tak nie jest, to jedenze
sznurkówwychodz�acychz potomkówv musisi�ekończýc w v, a jedenmusiiść dalejdogóry.
Pozosta�esznurkis �a po� �aczonew paryzesob�a.

Je�zeli lp(v) + 1 6 d, to najkorzystniejjestdokonác wyboru tak, abyw v kończy� si�e naj-
d�u�zszysznurek,wychodz�acy z wp(v) . Wówczasproblemredukujesi�e do problemu,gdy v
manieparzyst�a liczb�epotomków.

Je�zeli lp(v) + 1 > d, to sznurekwychodz�acy z wp(v) musiprzechodzícprzezv dogóry. Po-
dobnie,problemredukujesi�ewówczasdoprzypadku,gdyv manieparzyst�aliczb�epotomków
— musimysprawdzić, i �z pozosta�esznurkimo�znapo� �aczýc w pary (z wyj �atkiemjednego,
który ma koniecw v) tak, �ze ich d�ugósci nie przekraczaj�a d. W przeciwnym przypadku
S(v;d) = ¥ .

Powy�zszeobserwacjeprzek�adaj�asi�e nanast�epuj�ac�aprocedur�e:

1: (* S(v,d) dla parzystej liczby potomków v, *)
2: (* na podstawie d oraz [S(wp,d); ...; S(w1,d)]. *)
3: let parzyste ls d =
4: if pary ls d then
5: (* Z v wychodzi nowy sznurek. *)
6: 0
7: else
8: if hd ls + 1 <= d then
9: (* Najd�u� zszy z wychodz �acych sznurków ko ńczymy, *)

10: (* a pozosta�ych mamy nieparzyst �a liczb� e. *)
11: nieparzyste (tl ls) d
12: else
13: if nieparzyste (tl ls) d <= d then
14: (* Najd�u� zszy z wychodz �acych sznurków przechodzi *)
15: (* do góry, o ile pozosta�e nie s �a d�u� zsze ni� z d. *)
16: hd ls + 1
17: else
18: (* Nie da si� e. *)
19: inf;;

Poni�zszaprocedura� �aczyobaprzypadki:dla p(v) parzystego i nieparzystego.

1: (* Obliczenie S(v,d) na podstawie d oraz [S(w1,d); ...; S(wp,d)]. *)
2: let s d l =
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3: (* Posortowana nierosn �aco lista [S(w1,d); ...; S(wp,d)]. *)
4: let l_sort =
5: let por x y = if x < y then 1 else if x > y then -1 else 0
6: in sort por l
7: in
8: if length l mod 2 = 1 then
9: (* Nieparzysta liczba potomków. *)

10: nieparzyste l_sort d
11: else
12: (* Parzysta liczba potomków. *)
13: parzyste l_sort d;;

Ze wzgl�eduna koniecznósć zastosowaniasortowania,procedurata ma z�o�zonósć czasow �a
rz�eduO(p(v) � logp(v)) . Jej z�o�zonósć pami�eciowa jest rz�eduO(p(v)) . Obliczeniewszyst-
kich wartósciS(v;0), S(v;1), . . . , S(v; j (v)) wymagaczasurz�eduO(p(v) � logp(v) � j (v)) . Jak
jednakobliczác j (v)?

Zastanówmysi�e gdziemo�zeznajdować si�e najd�u�zszaście�zkaw poddrzewie o korzeniu
v? Pierwszamo�zliwość jest taka,�ze ście�zkata nie przechodziprzezv — mieści si�e onaca�-
kowicie w jednym z poddrzew, którychkorzeniamis�a potomkowie v. Drugamo�zliwość jest
taka,�zeście�zkata przechodziprzezv. Wówczas,o ile v maprzynajmniejdwóchpotomków,
to ście�zka ta � �aczy dwa najg��ebiej po�o�zoneli ście w dwóch najwy�zszychpoddrzewachv.
Tak wi �ec, �zebyobliczyć j (v) musimyznác wysokościpotomkówv orazśrednicepoddrzew,
którychkorzeniamis�a potomkowie v: j (w1), j (w2), . . . , j (wp(v)).

Oto procedura,która rekurencyjnie przegl �ada wczytanedrzewo, dla ka�zdego wierz-
cho�ka v oblicza wysokość poddrzewa o korzeniu v, jego średnic�e, oraz wartósci
S(v;0);S(v;1); : : : ;S(v; j (v)) .

1: (* Analiza danego drzewa. *)
2: (* Obliczane s �a: *)
3: (* - wysoko ść drzewa h, *)
4: (* - średnica drzewa sr, *)
5: (* - sl = [S(v,0); ... ; S(v, sr)]. *)
6: let rec analiza (Wezel l) =
7: (* Poddaj analizie poddrzewa. *)
8: let w = map analiza l
9: in

10: (* Wysokość i średnica drzewa. *)
11: let (h, sr) =
12: (* Dwie najwi� eksze wysoko ści poddrzew. *)
13: let (h1, h2) =
14: fold_left (fun (a1, a2) (h, _, _) ->
15: if h >= a1 then (h, a1) else
16: if h >= a2 then (a1, h) else (a1, a2))
17: (-1, -1) w
18: in
19: (h1 + 1,
20: fold_left (fun a (_,s,_) -> max a s) (h1 + h2 + 2) w)



Olimpiada Informatyczna
2004{09{28 11:57
strona 60

i

i

i

i

i

i

i

i

60 Sznurki

21: in
22: (* [S(v,0); ... ; S(v, sr)] *)
23: let sl =
24: (* Iteracja obliczaj �aca S(v, d) dla kolejnych d. *)
25: let rec s_iter d ll ak =
26: (* Ogon listy, przy czym je śli pusty, to *)
27: (* dublowana jest g�owa. *)
28: let tail l =
29: match l with
30: [x] -> [x] |
31: h::t -> t |
32: _ -> failwith "tail: l = []"
33: in
34: if d > sr then rev ak else
35: s_iter (d+1)
36: (map tail ll)
37: ((s d (map hd ll)) :: ak)
38: in
39: s_iter 0 (map (fun (_, _, l) -> l) w)[]
40: in (h, sr, sl);;

Jakajest z�o�zonósć tej procedury? Obliczeniewysokości i średnicy poddrzewa o ko-
rzeniuv napodstawie wysokości i średnicpoddrzew o korzeniachw potomkachv wymaga
czasuliniowegozewzgl�eduna p(v). Tak wi �ecdominuj�acy jestczaspotrzebny naobliczenie
wartósciS(v;d), czyli:

å
v= 1;2;:::;n

(p(v) � logp(v) � j (v)) 6 n� å
v= 1;2;:::;n

( p(v) � logp(v)) = O(n2 logn):

Z�o�zonósć pami�eciowa tej proceduryjest rz�eduQ(n). Z jednejstrony konstrukcjadrzewa
wymagatakiej pami�eci. Z drugiej strony, � �acznaliczba wartósci funkcji S, jakie musimy
równoczésnie pami�etác, nie jest wi �ekszani�z liczba przeanalizowanych ju�z wierzcho�ków
drzewa.

Proceduraobliczaj�acakońcowy wynik mapostác:

1: (* Minimalne ograniczenie na d�ugo ść sznurków. *)
2: let ograniczenie t =
3: let (_, sr, sl) = analiza t
4: in
5: snd
6: (fold_left
7: (fun (d, m) s -> (d+1, min (max d s) m))
8: (0, inf) sl);;

Z�o�zonósć ca�ego algorytmupozostajetaka sama,jak z�o�zonósć proceduryanaliza ,
czyli z�o�zonósć czasowa jestrz�eduO(n2 logn), a pami�eciowarz�eduO(n).
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Testy

Rozwi�azaniazawodników by�y testowanena dziesi�eciu testach:jednym ma�ym teściepo-
prawnościowym orazdziewi �eciu,corazwi �ekszychtestachlosowych. Poni�zszatabelaprzed-
stawia wielkości tych testów.

nr testu n

1 19
2 143
3 397
4 1431
5 2101
6 2837
7 4041
8 7230
9 9115

10 10000
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Pawe�Parys
Tre±¢ zadania, Opraco wanie

TomaszMalesiński
Program

Szpiedzy
Bajtocka Agencja Wywiadowcza ma w swoich szeregach szpiegów. Ka»dy szpieg w ramach
obowi¡zków sªu»bowych ±ledzi dokªadniejednego innego szpiega.

Król Bajtazar chce powierzy¢tajn¡ misj¦ jak najwi¦kszej liczbieszpiegów. Misja jest jednak
na tyle wa»na, »e ka»dy szpieg bior¡cy w niej udziaª musi by¢ ±ledzony przez przynajmniej
jednego szpiega niebior¡cego udziaªu w misji (przydziaª obowi¡zków zwi¡zanych ze ±ledzeniem
innych szpiegów nie ulega zmianie).

Zadanie

Napisz program, który:

� wczyta ze standardowego wej±ciaopis tego, którzy szpiedzy ±ledz¡ których,

� obliczy, ilu maksymalnieszpiegówmo»nawysªa¢z tajn¡ misj¡ tak, aby ka»dyz nich byª
±ledzony przezprzynajmniej jednego szpiega nie bior¡cego udziaªu w misji,

� wypiszewynik na standardowewyj±cie.

W ej±cie

W pierwszym wierszu wej±cia zapisano jedn¡ dodatni¡ liczb¦ caªkowit¡ n | liczb¦ szpiegów,
2 6 n 6 1 000000. Szpiedzy s¡ ponumerowani od 1 do n. W kolejnych n wierszachopisano
kogo ±ledzi ka»dyzeszpiegów. W ka»dymz tych wierszyznajduje si¦ po jednej dodatniej liczbie
caªkowitej. Liczba ak znajduj¡ca si¦ w wierszu o numerze k + 1 oznacza,»e szpieg numer k
±ledzi szpiega numer ak, 1 6 k 6 n, 1 6 ak 6 n, ak 6= k.

Wyj±cie

Twój program powinien wypisa¢w pierwszymwierszu wyj±cia jedn¡ liczb¦ caªkowit¡ | mak-
symaln¡ liczb¦ szpiegów, których mo»nawysªa¢z tajn¡ misj¡.

Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
6
2
3
1
3
6
5
poprawnym wynikiem jest:
3

 1  2

 3 4 5

 6
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Rozwi¡zanie

Rozmiardanych sugeruje,�ze rozwi �azaniepowinno dzia�ác w czasieliniowym. B�edzieto
rozwi �azaniezach�anne.Nale�zy znajdować pary: szpieg pilnuj �acy i szpieg uczestnicz�acy w
akcji, a nast�epnierozpatrywać pozosta�ychszpiegów. Ogólnaideajesttaka,�zebyznajdować
szpiega, który nie jest przeznikogo śledzony. Mo�ze on albo kogós pilnować, albo nic nie
robić, wi �eclepiej �zebykogóspilnowa�.

Grafemśledzeniab�edziemynazywać graf skierowany, którego wierzcho�kamis�a szpie-
dzy, a kraw�ed́z od szpiega s do szpiega t istniejewtedy i tylko wtedy, gdy szpieg s śledzi
szpiegat. Zadaniesprowadzasi�e doznalezienialicznościmaksymalnegoskojarzeniaw gra-
�e śledzenia.Nie b�edziemytu u�zywać jakiegoś ogólnego algorytmurozwi �azywania tego
problemu,gdy�z by�by on wolniejszy, a ponadtobardziejskomplikowany. Trzebatutaj sko-
rzystác zespecjalnejpostacigrafu,czyli z tego, �zeka�zdy szpieg śledzitylko jednego innego
szpiega.

Rozwi¡zanie wzorco we

Rozpatrzmyogólniejszyproblem,w którym niektórzyszpiedzymog�a nie śledzíc �zadnego
innegoszpiega(takiesytuacjeb�ed�apowstawa�yw czasiedzia�aniaalgorytmu).Krok naszego
algorytmuwygl �adanast�epuj�aco:

� Jésli istniejeszpieg s, którego nikt nie śledzii śledzion szpiegat, to wyślij szpiegat
namisj�e i niechsgo śledzi.Usuń s i t z grafuśledzenia(jeśli ktoś śledzi�t, to teraznie
śledzinikogo).

� Jésli istniejeszpieg s, którego nikt nie śledzi i który nikogo nie śledzi, to usún go z
grafu.

� W przeciwnym przypadkuw gra�e zosta�yju�z tylko cykle, bo ka�zdy jest śledzony
przezconajmniejjednegoinnegoszpiega,aleka�zdymo�ześledzíc conajwy�zejjednego
innego,wi �ecka�zdy śledzidok�adniejednego i jest śledzony przezdok�adniejednego.
Wybierz z ka�zdego cyklu bl=2c, gdziel jest d�ugósci�a cyklu, szpiegów do udzia�uw
misji (bior �accodrugiego).

Do wód popra wno±ci

Poprawność algorytmujest oczywistaw przypadku,gdy w gra�e zosta�ytylko cykle oraz
szpiedzynie śledz�acy i nie śledzeniprzeznikogo. Wtedyjasnejest, �zewi �ecejszpiegów nie
mo�zebrác udzia�uw misji. W przeciwnym przypadkuniechG b�edziegrafemśledzenia,s
szpiegiem, którego nikt nie śledzi,a t szpiegiem śledzonym przezs. Za�ó�zmy, �ze istnieje
rozwi �azanieoptymalne,w którym t nie bierzeudzia�uw misji lub s go nie śledzi. Chcemy
udowodnić, �zew tym rozwi �azaniuoptymalnym wynik jest taki samjak w naszym,czyli w
pewnym takim, �zet bierzeudzia�w misji śledzony przezs. Mamykilka przypadków:

� W danym rozwi �azaniuoptymalnymt śledziszpiegav bior �acegoudzia�w misji. Wtedy
rozwi �azanie,w którym s śledziwys�anego z misj �a t, a v nie uczestniczyw misji jest
równie�z optymalne.
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� W danym rozwi �azaniuoptymalnym t bierzeudzia� w misji, ale jest śledzony przez
v 6= s. Wtedy rozwi �azanie,w którym s śledzi t, a v nie śledzi nikogo jest równie�z
optymalne.

� W danym rozwi �azaniuoptymalnym t nie bierzeudzia�uw misji i nie śledzi innego
szpiegawys�anego z misj �a. Tak nie mo�zesi�e zdarzýc w rozwi �azaniuoptymalnym, bo
mo�znaw takimprzypadkujeszczewys�ác t z misj �a i s, �zebygo śledzi�.

Zatemistniejerozwi �azanieoptymalne,w którym t bierzeudzia�w misji, a s go śledzi.
Niech S b�edziezbioremszpiegów wys�anych z misj �a w tym rozwi �azaniu. Niech S0 b�edzie
zbioremszpiegów bior �acych udzia� w misji w optymalnym rozwi �azaniudla grafu G bez
szpiegów s i t. Za�ó�zmy, �ze jSj > jS0[ f tgj. Tak jednakbyć nie mo�ze, bo wtedy S� f tg
by�oby poprawnym rozwi �azaniem,lepszymod S0, dla grafu G bezszpiegów s i t. Zatem
wybranieszpiegat doudzia�uw misji i rozwi �azanieproblemudlagrafuG bezszpiegóws i t
prowadzidooptymalnegorozwi �azania.

Implemen tacja rozwi¡zania

Pozostajejeszczeproblem,w jaki sposóbznajdowaćszpiegówopisanychw rozwi �azaniu.Jest
to jednakstosunkowoproste.Wystarczydlaka�zdegoszpiegapami�etác ilu szpiegówaktualnie
gośledzi.W programiewzorcowym szp.c s�u�zy dotegotablicaDeg. Ponadtomamykolejk�e
szpiegów, którzy nie s�a przeznikogo śledzeni(kolejka Q). Obie te strukturymo�zna �atwo
uaktualniác przyusuwaniuwierzcho�kówz grafu.Przetwarzamywi �eckolejnychszpiegówz
kolejki. Gdykolejkajestpusta,to trzebaju�z tylko posprawdzác d�ugóscicykli. Rozwi�azanie
dzia�awi �ecw czasiei pami�eciO(n).

Testy

Zadanietestowaneby�o nazestawie 12danychtestowych.

nr testu typ testu n wynik
1 ma�ytest 27 12
2 drzewa 1237 609
3 cykl z ogonami 21252 9413
4 testlosowy 10000 4330
5 testlosowy 200000 18703
6 testrozga��eziony 701011 1005
7 d�ugieci �agi 818315 409157
8 testrozga��eziony 1000000 4
9 d�ugi ci �ag 1000000 500000

10 losowecykle 1000000 499997
11 testlosowy 700000 19215
12 testlosowy 1000000 19358

Parus�ówkomentarzawymagazastosowanatu terminologia:
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Drzewa Cykl z podoczepianymi drzewamidwumianowymi.

Cykl z ogonami Jestto jedendu�zy cykl, doktóregodochodz�aró�znejd�ugósci ście�zki.

TestrozgaøÎeziony W téscie8 prawiewszyscy szpiedzýsledz�ajednego.W teście6 jesttysi �ac
szpiegówg�ównychśledz�acych jednego,aka�zdyz nich jestśledzony przezsiedmiuset
innych.

Døugici Îag Wi �ekszósć testuto jednad�ugaście�zkaszpiegów śledz�acychka�zdynast�epnego.

Døugieci Îagi Testsk�adasi�ez wielu d�ugich́scie�zekzakończonychpojedynczymip�etelkami.

Losowecykle Testzawierawielecykli ró�znejd�ugósci i nic pozatym.

Testlosowy Ka�zdyszpieg śledzilosowo wybranegoinnegoszpiega.



Olimpiada Informatyczna
2004{09{28 11:57
strona 67

i

i

i

i

i

i

i

i

Šukasz Ko walik
Tre±¢ zadania, Opraco wanie

Tomasz Cza jk a
Program

Zawody

U stóp Bajtogóry znajduje si¦ wej±cie do jaskini. Jaskinia to system komnat poª¡czonych
korytarzami. Wej±cie do jaskini prowadzi bezpo±rednio do komnaty nazywanej wej±ciow¡ .
Korytarze nie przecinaj¡ si¦ (spotykaj¡ si¦ jedynie w komnatach). Dwie komnaty mog¡ by¢
albo poª¡czonejednym korytarzem, albo mog¡ nie by¢poª¡czonewcale (by¢ mo»emo»najednak
wtedy przej±¢z jednej do drugiej przechodz¡c po drodzeprzez inne komnaty). Korytarz ª¡czy
zawszedwie ró»nekomnaty.

Postanowionozorganizowa¢zawody o puchar króla Bajtocji. Celem ka»dego z zawodników
jest przebyciedowolniewybranej trasyw jaskini i wyj±ciena zewn¡trz w jak najkrótszymczasie.
Trasamusi przechodzi¢przezco najmniej jedn¡ komnat¦ inn¡ ni» wej±ciowa.Obowi¡zuj¡ tylko
dwie zasady: podczasw¦drówki po jaskini, ka»d¡ komnat¦ mo»naodwiedzi¢ co najwy»ej raz (z
wyj¡tkiem komnaty wej±ciowej), podobnie tylko raz mo»naprzej±¢ka»dymz korytarzy.

Do zawodów przygotowujesi¦ sªynny grotoªaz Bajtaªa. Bajtaªa dªugo trenowaªw jaskini
i dokªadniepoznaªsie¢ korytarzy. Dla ka»dego z korytarzy wyznaczyªczasypotrzebnedo jego
przej±cia w ka»d¡ stron¦. Czas potrzebny do poruszania si¦ po komnatach mo»na zaniedba¢.
Bajtaªa chciaªbyteraz wyznaczy¢tak¡ tras¦ speªniaj¡c¡ wymogi zawodów, któr¡ mo»naprzeby¢
w jak najkrótszym czasie(czas potrzebny do przebyciatrasy jest sum¡ czasówpotrzebnychdo
przej±ciakorytarzy skªadaj¡cych si¦ na tras¦).

Zadanie

Pomó»Bajtale! Napisz program, który:

� wczytaze standardowego wej±ciaopis jaskini oraz czasypotrzebnedo przej±ciaposzcze-
gólnych korytarzy,

� obliczy tras¦ zgodn¡ z zasadami zawodów, dla której suma czasówprzej±¢ korytarzy
skªadaj¡cych si¦ na tras¦ jest najmniejsza,

� wypiszena standardowewyj±cieczaspotrzebny do przej±ciawyznaczonejtrasy.

W ej±cie

W pierwszymwierszuwej±ciaznajduj¡ si¦ dwie liczby caªkowiten i m oddzielonepojedynczym
odst¦pem, oznaczaj¡ce odpowiednio liczb¦ komnat w jaskini, oraz liczb¦ ª¡cz¡cych je korytarzy,
3 6 n 6 5 000, 3 6 m 6 10 000. Komnaty s¡ ponumerowaneod 1 do n. Komnata wej±ciowa
ma numer 1. W kolejnych m wierszachopisanes¡ poszczególne korytarze. W ka»dymz tych
wierszyznajduje si¦ czwórkaliczb naturalnych oddzielonychpojedynczymi odst¦pami. Czwórka
a;b;c;d oznacza, »e jaskinie a i b s¡ poª¡czone korytarzem, czas przej±cia z jaskini a do b
wynosi c, natomiast z b do a wynosi d, 1 6 a;b6 n, a 6= b, 1 6 c;d 6 10 000. Mo»eszzaªo»y¢,
»ezawszeistnieje przynajmniej jedna trasa speªniaj¡ca wymogi zawodów.
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Wyj±cie

Twój program powinien wypisa¢w pierwszymi jedynym wierszuwyj±cia jedn¡ liczb¦ caªkowit¡
| minimalny czaspotrzebny do przebyciatrasy speªniaj¡cej warunki zawodów.

Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
3 3
1 2 4 3
2 3 4 2
1 3 1 1
poprawnym wynikiem jest:
6

Rozwi¡zanie

Wyjd¹m y z jaskini

W treści zadaniajestmowa o jaskini, ale i tak ka�zdy wie, �zechodzio graf. Wierzcho�kami
naszego grafus�a komnatyjaskini, to jasne.Ale czyms�a kraw�edzie?Wiemy, �zedwie kom-
natymog�abyć po� �aczonekorytarzem.Ka�zdy z korytarzyBajta�aprzemierzy�w obiestrony,
zapisuj�ac czasyprzej́scia. Umówmy si�e, �ze ka�zdemukorytarzowi w jaskini odpowiadaj�a
w gra�e dwie kraw�edzie. Jésli korytarz� �aczykomnatyodpowiadaj�acewierzcho�kom u i v,
jednaz tych kraw�edzi prowadzi od u do v, natomiastdrugaodwrotnie,od v do u. Dodat-
kowo, ka�zdej z kraw�edzi e przypisanowag�e w(e) — tzn. liczb�e naturaln�a równ�a czasowi
przej́sciakorytarzaw odpowiedni�a stron�e. Tak opisany graf b�edziemyoznaczác przezG.
Zbiory wierzcho�kówi kraw�edziG b�edziemytradycyjnie oznaczác, odpowiednio,przezV i
E. Przyjmiemyte�z, �zen i m oznaczaj�a,odpowiednio,liczby wierzcho�kówi kraw�edzigrafu
G. Zauwa�zmy, �zeG jestgrafemskierowanym, choć bardzospecy�cznym: jeśli w G istnieje
kraw�ed́z odu dov (oznaczamyj �a (u;v)), to jesttamrównie�z kraw�ed́z (v;u).

Spróbujmy terazsformu�ować naszezadaniew j �ezykuteorii grafów. W tym celupotrze-
bujemykilku de�nicji.

Dowolny ci �agkraw�edzi(v0;v1), (v1;v2), . . . , (vk� 1;vk) nazywamyście�zk�a. Jésli v0 = vk
to tak�a ście�zk�e nazywamycyklem. Gdywierzcho�kiv0, v1, . . . , vk s�a ró�znemamydoczynie-
niazeście�zk�a prost �a. Podobnie,gdywierzcho�kiv0, v1, . . . , vk� 1 s�aró�znei v0 = vk, to mamy
cykl prosty. Wag �a albod�ugósci �a ście�zki nazywamysum�e wagjej kraw�edzi.Cz�estozamiast
pisác „ ście�zkao najmniejszejwadze”b�edziemyu�zywać okréslenianajkrótszáscie�zka.

Teraz,gdy przyswoili śmy sobie tych kilka prostychpoj�eć, mo�zemy wreszcienazwać
rzeczpo imieniu. Niech v0 b�edziewierzcho�kiemodpowiadaj�acym komnaciewejściowej.
Zadaniepoleganaopracowaniualgorytmu,który znajdziew gra�e G najkrótszy(o najmniej-
szejwadze)cykl prostyprzechodz�acy przezv0 i sk�adaj�acy si�e z wi �ecejni�z dwóchkraw�e-
dzi (zauwa�zmy, �ze przechodz�acw jaskini tras�e odpowiadaj�ac�a takiemucyklowi Bajta�aco
najwy�zej raz odwiedzaka�zd�a komnat�e, z wyj �atkiemwejściowej, podobnieco najwy�zej raz
przechodziprzezka�zdykorytarz).
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Obserw acja

NiechC b�edzieszukanym cyklem i niechv0, v1, . . . , vk b�ed�a jego kolejnymi wierzcho�kami
orazv0 = vk. Wybierzmynajwi�ekszej 2 f 0;1; : : : ;k � 1g takie, �ze ście�zkaP1 przechodz�aca
kolejnoprzezwierzcho�kiv0, . . . , v j jestnajkrótsz�a ście�zk �a od v0 do v j . Oczywíscietakie j
zawszeistnieje. W najgorszymrazie j = 0 i jedynataka ście�zka ma d�ugósć 0. Bez trudu
zauwa�zamy, �ze ście�zkaP2 = v j ;v j+ 1; : : : ;vk (pami�etamy, �zevk = v0) jestnajkrótsz�a ście�zk �a
odv j dov0 omijaj �ac�awierzcho�kiv1, . . . , v j � 1.

Wnioski

Bezstratyogólnóscimo�zemyza�o�zyć, �zedoka�zdegowierzcho�kaw gra�e prowadziście�zka
o pocz�atku w v0 (chóc treść zadanianie wyklucza istnieniawierzcho�ków, do których nie
prowadzi �zadenkorytarz,nie b�ed�a onemia�y wp�ywu na rozwi �azanie).W takim razieka�z-
demuwierzcho�kowi w gra�e, powiedzmyv, mo�zemyprzypisác najkrótsz�a ście�zk�e od v0 do
v i oznaczýc j �a przezs(v) (gdy takichnajkrótszych́scie�zekjestwiele,wybieramydowoln �az
nich). Niechx1, . . . , xd b�ed�as�asiadamiv0. Dla i = 1; : : : ;d oznaczmy

T(i) = f v 2 V : ście�zkas(v) zaczynasi�e odkraw�edzi(v0;xi )g:

Oczywísciemo�zesi�e zdarzýc, �zeT(i) = /0 dla niektórychwartósci i. Dodatkowo przyjmu-
jemy T(0) = f v0g. Nietrudnozauwa�zyć, �zezbiory T(i) tworz�a podzia�zbioruV, tzn.ka�zdy
wierzcho�ekjest w dok�adniejednym z tych zbiorów. Przypomnijmysobieteraznasz�a ob-
serwacj�e i zastanówmysi�e,przezile zbiorówT(i) mo�zeprzechodzíc szukany przeznascykl
C. Najpierwprzyjrzyjmysi�e ście�zceP1 = v0; : : : ;v j . Widzimy, �zewszystkiejej wierzcho�ki,
z wyj �atkiemv0, znajduj�a si�e w jednym zbiorzeT(q), dla v1 = xq. Terazzastanówmysi�e
naddrug�a ście�zk �a, tzn. ście�zk �a P2 = v j ; : : : ;vk. Pami�etamy, �ze v j 2 T(q), ale v j+ 1 2 T(p),
dla p 6= q. Co si�e dziejedalej?Za�ó�zmy, �ze jedenz kolejnych wierzcho�kówście�zki nale�zy
do zbioru T(r), dla r 6= p. Poka�zemy, �ze istniejewtedy cykl prostyC0, sk�adaj�acy si�e z co
najmniej3 kraw�edzii zawieraj �acy v0, alekrótszyodC.
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Rysunek1: Zast�epowaniecyklu C przezkrótszycykl C0(pogrubiony)

Niech w b�edzieostatnimwierzcho�kiemna ście�zceP2, który nale�zy do T(r) orazniech
u b�edzieostatnimwierzcho�kiemna P2 przedw, który nale�zy do T(p). Jésli w = xr oraz
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kraw�ed́z wychodz�acaz w na ście�zceP2 prowadzido v0, mo�zemyotrzymác cykl C0 poprzez
sklejeniéscie�zki s(u) z t �acz�eści �aście�zki P2, którazaczynasi�ew u (patrzrys.1a).W przeciw-
nym przypadkucykl C0 powstajeprzezsklejenieście�zki s(w) z t �a cz�eści �a P2, którazaczyna
si�e w w (patrzrys. 1b). W obu przypadkachcykl C0 jestkrótszyni�z C. To jestniemo�zliwe,
a wi �ecwierzcho�kiv j+ 1, . . . , vk� 1 le�z �a wszystkiew jednym zbiorzeT(p). Wi �ecej,widzimy
�zeście�zkav j+ 1; : : : ;vk jestnajkrótsz�a ście�zk �aodv j+ 1 dovk = v0 spósródście�zek,któreprze-
chodz�awy� �aczniepowierzcho�kachz T(p). Podsumujmy:

Fakt 1 Najkrótszycyklprostyo wi�ecejni�zdwóch kraw�edziach i zawieraj �acywierzcho�ekv0,
sk�adasi�e z

� ście�zki v0, . . . , v j równejście�zces(v j ),

� kraw�edzi(v j ;v j+ 1) takiej, �zejeśli v1 = xq, to v j+ 1 2 T(p), p 6= q,

� najkrótszej́scie�zki odv j+ 1 dov0 przechodz�acejwy� �aczniepowierzcho�kach T(p).

Algorytm

Krok pierwszy: tam...

Odkrycie powy�zszego faktu prowadzi nasju�z bez przeszkóddo algorytmu. Na pocz�atek
dla ka�zdego wierzcho�kaw gra�e obliczamyjego odleg�ość od v0, tzn. d�ugósć najkrótszej
ście�zki od v0 do tego wierzcho�ka.W tym celustosujemyklasyczny algorytmDijkstry. Je-
śli jeszczego nie pozna�és, zajrzyj konieczniedo jednejz wielu ksi �a�zek,w których jest on
dok�adnieopisany (ksi �a�zka „Wprowadzeniedo algorytmów” Cormena,Leisersonai Rive-
sta([17]) jest tu szczególniegodnapolecenia).Algorytm Dijkstry wyznaczanie tylko d�u-
gościnajkrótszych́scie�zek.Dla ka�zdegowierzcho�kav wyznaczatak�zewierzcho�ekpoprze-
dzaj�acy v napewnej najkrótszej́scie�zceod v0 do v. Namta informacjab�edzieniepotrzebna,
alez jej pomoc�amo�zemy�atwo (w czasieliniowym)obliczyćdlaka�zdegowierzcho�kav6= v0
wierzcho�ekxp(v) taki, �zenajkrótszáscie�zkaod v0 do v znalezionaprzezalgorytmDijkstry
zaczynasi�eodkraw�edzi(v0;xp(v)). Dodatkowo przyjmujemyp(v0) = 0. Niechponadtod(v)
oznaczaobliczon�aodleg�ość v odv0.

Krok drugi: ...z powrotem

Nast�epniedla ka�zdego wierzcho�kav 6= v0 wyznaczamyd�ugósć najkrótszejście�zki do v0
przechodz�acejwy� �aczniepowierzcho�kachzezbioruT(p(v)) . Oboj�etnie,jak �ametod�aznaj-
dujemyście�zki, mo�zemywymusíc to ograniczeniepo prostupoprzezignorowaniekraw�edzi
� �acz�acych wierzcho�ki o ró�znych wartósciachp(�) (chóc zostawiamy wszystkiekraw�edzie
wchodz�acedo i wychodz�acez v0). Aby obliczyć d�ugósci ście�zekmoglibyśmydla ka�zdego
wierzcho�kauruchomíc algorytmDijkstry. By�oby to jednaknadmiernieczasoch�onne,gdy�z
wystarczynamjednouruchomienietegoalgorytmu!Jedyne,comusimyzrobić, to odwrócíc
kierunkikraw�edziw gra�e i uruchomíc algorytmDijkstry, który w takimodwróconymgra�e
znajdzied�ugósci najkrótszych́scie�zek od v0 do wszystkichinnych wierzcho�ków. Ście�zka
od v0 do v w gra�e odwróconym to oczywíscieście�zkaod v do v0 w gra�e oryginalnym, a
wi �ecdostajemydok�adnieto, cochcielísmy. Niechh(v) oznaczaobliczon�aodleg�ość. Przyj-
mujemyh(v0) = 0.
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Krok trzeci: minim um

Kraw�ed́z e = (v;w) 2 E nazwiemypośredni�a, gdy p(v) 6= p(w). Fakt 1 mówi nam, �zeaby
znalézć d�ugósć szukanegonajkrótszegocyklu, wystarczyterazznalézć tak�akraw�ed́zpośred-
ni �a e= (v;w), �zesumad(v) + w(e) + h(w) jestnajmniejsza.Wartósć tej sumyjestszukan�a
liczb �a.

Uw agi o zªo»ono±ci

Krok trzeci algorytmuzajmujeoczywíscieczasliniowy, a wi �ec ca�kowita z�o�zonósć cza-
sowa jest zdominowanaprzezz�o�zonósć czasow �a u�zytej implementacjialgorytmuDijkstry.
Najprostszaimplementacjatego algorytmuma z�o�zonósć O(n2), jednak�ze testyzosta�ytak
dobrane,�zetakierozwi �azanieniezdobywa�omaksymalnejliczby punktów. Taki wynik gwa-
rantowa�odopierou�zyciew algorytmieDijkstry kopcówbinarnych,którezmniejszaj�a pesy-
mistyczny czasobliczén doO((n+ m) logn).

Program wzorco wy

Rozwi�azaniezaprogramowanew programiewzorcowym jestniecoinneodopisanegopowy-
�zej,bazujejednaknatychsamychobserwacjach.Zaczynamytaksamo,odwykonaniakroku
pierwszego, tzn. obliczamyd(v) i p(v) dla wszystkichwierzcho�ków. Nast�epniebudujemy
taki grafG0, �zebynajkrótszáscie�zkapomi�edzydwomawyró�znionymi jegowierzcho�kami,S
i M, mia�ad�ugósć tak�asam�a,jak poszukiwany cykl w G. OpróczSi M dografuG0dodajemy
jeszczepo jednym wierzcho�kuv0dla ka�zdegowierzcho�kav 6= v0 grafuG. Graf G0zawiera
nast�epuj�acekraw�edzie(u, v oznaczaj�a dowolnewierzcho�kiw gra�e G takie, �ze u;v 6= v0 i
d(u);d(v) 6= ¥ ):

(e1)kraw�ed́z (S;M) z wag�ad(u) + w dla ka�zdej(u;v0) 2 E z wag�aw, u 6= xp(u),

(e2)kraw�ed́z (S;v0) z wag�aw dla ka�zdej(v0;v) 2 E z wag�aw, v 6= xp(v),

(e3)kraw�ed́z (S;v0) z wag�ad(u) + w dlaka�zdej(u;v) 2 E z wag�aw, xp(u) 6= xp(v),

(e4)kraw�ed́z (u0;M) z wag�aw dla ka�zdej(u;v0) 2 E z wag�aw, u = xp(u),

(e5)kraw�ed́z (u0;v0) z wag�aw dlaka�zdej(u;v) 2 E z wag�aw, xp(u) = xp(v).

Widzimy, �zeG0 jest liniowego rozmiaruwzgl�edemoryginalnegografuG, a wi �ec jego skon-
struowaniezajmieczasO(n+ m), aalgorytmDijkstry zaimplementowany zapomoc�akopców
binarnychznajdzied�ugósć najkrótszej́scie�zki odSdoM w czasieO((n+ m) logn).

Pozostajejedynie uzasadníc, �ze wyniki otrzymywane przez oba algorytmy s�a takie
same. W tym celu nale�zy pokazác, �ze najkrótszaście�zka od S do M w G0 ma d�ugósć
d(v) + w(e) + h(w) dla pewnej kraw�edzi pośrednieje = (v;w) 2 E. I odwrotnie,dla ka�z-
dej kraw�edzipośrednieje= (v;w) 2 E w gra�e G0 znajdziesi�e ście�zkaod S do M d�ugósci
co najwy�zej d(v) + w(e) + h(w). Prostedowody tych dwóchfaktów pozostawiamy Tobie,
Szanowny Czytelniku,jako ćwiczenie.
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Rozwi¡zanie popra wne, ale nieopt ymalne

Rozwa�zmy nast�epuj�acy algorytm: dla ka�zdej kraw�edziwychodz�acejz v0 i prowadz�acejdo
pewnegowierzcho�kax obliczamyzapomoc�aalgorytmuDijkstry d�ugósć najkrótszej́scie�zki
od x do v0 w gra�e, w którym usuni�eto kraw�ed́z (x;v0). Ten bardzoprostyalgorytm jest
oczywísciepoprawny, alew pesymistycznym przypadku,gdy z komnatywejściowej istniej �a
korytarzedowszystkichinnychkomnat,jegoz�o�zonósć czasowawynosiO(n(n+ m) logn).

Testy

Wszystkietesty, opróczdwóchpierwszych,zosta�ywygenerowaneautomatycznie.Ka�zdy z
testówzaw2.in , zaw3.in , . . . , zaw10.in zawiera�dwie komnatypo� �aczonekorytarzem,do
którychniemo�znaby�o dojść z komnatywejściowej.

� zaw1.in — ma�ytestpoprawnościowy, n = 13,m= 15.

� zaw2.in — prawie cykl, n = 32,m= 58.

� zaw3.in — prawie graf pe�ny (prawie wszystkiewierzcho�ki po� �aczoneze sob�a),
n = 42,m= 781.

� zaw4.in — dosýc losowy, du�ze rozga��ezienie z komnaty wejściowej, n = 102,
m= 2001.

� zaw5.in — prawie drzewo binarne,n = 4997,m= 4996.

� zaw6.in — krata,du�zomo�zliwości,n = 2502,m= 4997.

� zaw7.in — losowy, du�zerozga��ezienie,n = 3002,m= 9996.

� zaw8.in — krata,n = 5000,m= 9993.

� zaw9.in — d�ugi cykl z do�o�zonymi kraw�edziamiod v0 do wszystkichpozosta�ych
wierzcho�ków, n = 4998,m= 9990.

� zaw10.in — prawie cykl, n = 5000,m= 9994.
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Jakub Pawlewicz
Tre±¢ zadania, Opraco wanie

Mic haª Adamaszek
Program

Most

W ±rodku nocy grupa turystów chce przej±¢przez stary, zniszczony,dziurawy most. Tury-
±ci maj¡ jedn¡ latark¦. ‘wiatªo latarki umo»liwia przej±cie przez most maksymalnie dwóm
turystom na raz. Tury±ci nie mog¡ przechodzi¢ przez most bez latarki ani w wi¦kszych ni»
dwuosobowe grupach, gdy»grozi to wpadni¦ ciem do rzeki. Ka»demu tury±cie przej±cieprzez
most zajmuje okre±lony czas. Dwóch turystów id¡cych razem potrzebuje na przej±cie przez
most tyle czasu, co wolniejszy z nich. Jaki jest najkrótszy czas, w którym wszyscytury±ci
mog¡ przej±¢przezmost?

Przykªad

Przypu±¢my,»e grupa liczy czterech turystów. Pierwszy z nich potrzebuje na przej±cieprzez
most 6 minut, drugi 7 minut, trzeci 10 minut, a czwarty 15 minut. Poni»szyrysunek przed-
stawia, w jaki sposób tury±ci mog¡ przej±¢przez most w 44 minuty. Mog¡ to jednak zrobi¢
szybciej. Jak?

 10

6 7

15 15

6

710

15
7

6

10

7 min. 6 min. 6

15 7

10 min.10

6 min. 6 15

7

15 min.

10

Przykøadowy spos�bprzejÂsciamostuw 44minuty. Liczby w k�øeczkachoznaczajÎa liczby
minut, jak Îa turystapotrzebuje naprzejÂsciemostu.

Zadanie

Napisz program, który:

� wczyta ze standardowego wej±ciaopis grupy turystów,

� znajdzie najkrótszy czaswystarczaj¡cy do przej±ciaprzezmost,

� wypiszewynik na standardowewyj±cie.
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W ej±cie

W pierwszym wierszu standardowego wej±ciazapisana jest jedna dodatnia liczba caªkowita n
| liczba turystów, 1 6 n 6 100000. W kolejnych n wierszachzapisanyjest niemalej¡cy ci¡g
n dodatnich liczb caªkowitych nie wi¦kszych ni» 1 000000000, po jednej w ka»dymwierszu.
Liczba w i + 1-szym wierszu (1 6 i 6 n) okre±laczaspotrzebny i -temu tury±cie na przej±cie
przezmost. Suma tych czasównie przekracza1 000000000.

Wyj±cie

Twój program powinien wypisa¢ na standardowe wyj±cie, w pierwszym wierszu, jedn¡ liczb¦
caªkowit¡ | najkrótszyczaswystarczaj¡cy, abywszyscytury±ci przeszlina drug¡ stron¦ mostu.

Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
4
6
7
10
15
poprawnym wynikiem jest:
42

Rozwi¡zanie

Za�ó�zmy, �zen > 2. Przypadekz tylko jednym turyst�a, jest trywialny. Rozwi�azaniezadania
jest bardzoprostei mo�znaopisác je jednym wzoremprzedstawionym w twierdzeniu1. O
wiele trudniej jest udowodnić, �ze wzór (1) opisujerzeczywíscienajkrótszyczasprzej́scia
turystówprzezmost.

Oznaczmyturystów etykietami od 1 do n. Niech czasyprzej́scia turystów wynosz�a
t1 6 t2 6 : : : 6 tn.

Twierdzenie1 Minimalnyczasprzej́sciaprzezmostwynosi

min
06 k6 bn

2c� 1
Sk; (1)

gdzie

Sk = (n� k� 2)t1+ (2k+ 1)t2+
n� 2k

å
i= 3

ti +
k� 1

å
i= 0

tn� 2i: (2)

Przyk�ad 1 Dla n = 6 wzór (1) mapostác:

minf 4t1 + t2 + t3 + t4 + t5 + t6;3t1 + 3t2 + t3 + t4 + t6;2t1 + 5t2 + t4 + t6g:
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Liczenie(1) mo�znawykonác w czasieO(n), gdy�z Sk � Sk� 1 = � t1 + 2t2 � tn� 2k+ 1, sk�ad
mamyrównowa�znósć:

Sk� 1 > Sk ( ) 2t2 � t1 < tn� 2k+ 1: (3)

Z (3) wynika, �zewyznaczenieoptymalnejwartósci k polegana znalezieniumiejscadla
wartósci2t2 � t1 w posortowanejli ściewartósci ti :

k = max(f i : 1 6 2i 6 n; 2t2 � t1 < tn� 2i+ 1g[ f 0g): (4)

Dzi�eki temu, �ze czasyprzej́sciaturystóws�a posortowaneod najmniejszejwartósci do naj-
wi �ekszej,rozwi �azaniemo�znaprzy odrobiniewysi�ku zapisác w pami�eci o rozmiarzeO(1),
bezzapami�etywaniawszystkichczasóww tablicy.

Do wód t wierdzenia 1

Poni�zszydowód zaczerpni�ety jest z [27]. Przej́sciezbioru turystówA z lewego brzegu na
prawy oznaczamy�!A , natomiastz prawego na lewy oznaczamy �A . B�edziemyrozwa�zác
ci �agi takichprzej́sć, a dok�adniejprzemienneci �agi takichprzej́sć. S�a to ci �agipostaci

�!
A1,

 �
A2,

�!
A3, . . . ,

 � ��
Am� 1,

�!
Am. Taki ci �agtworzymo�zliwe przej́scieturystówprzezmosttylko wtedy, jeśli

zachodz�awarunki:

� Ka�zdy zbiórAi jestjednolub dwuelementowym podzbioremf 1; : : : ;ng.

� Dla ka�zdegoturystya 2 f 1; : : : ;ng podci�ag,utworzony z przej́sć ci �agu
�!
A1,

 �
A2, . . . ,

�!
Am,

w którychuczestniczy�a, sk�adasi�e z przej́sć naprzemianw prawo i w lewo, zaczyna
si�e i kończynaprzej́sciuw prawo.

Innymi s�owy pierwszywarunekoznacza,�ze przezmost mog�a przechodzíc tylko 1 lub 2
osoby, a drugi warunekoznacza,�ze turystaa na pocz�atku musi si�e znajdować na lewym
brzegu, przy przej́sciuzmieniác brzeg naprzeciwny, a nakońcumasi�e znalézć naprawym
brzegu.

Lemat 2 W rozwi�azaniuoptymalnymw prawo przechodz�a zawszedwie osoby, zás w lewo
przechodzizawszejednaosoba.

Dowód Chcemyudowodnić, �zew rozwi �azaniuwyst�epuj�a tylko przej́sciapostaci
� � � !
f x;yg oraz

 �
f xg. Rozwa�zmy pierwszewyst�apieniew ci �aguprzemiennym, które nie jest danejpostaci.
Rozwa�zmydwa przypadki.

1. Rozwa�zaneprzej́sciejestpostaci
� !
f ag. Jésli jest to pierwszeprzej́sciew ci �agu,to na-

st�epnym musibyć
 �
f ag, wtedydwakolejneprzej́scia

� !
f ag;

 �
f ag mog�abyć usuni�ete.

Zatem,niechprzej́scie
� !
f ag nieb�edziepierwszymprzej́sciem.Weźmyprzej́sciebezpo-

średnioprzed
� !
f ag. B�edzieto

 �
f bg. W sytuacji,gdya = b, obaprzej́sciamo�znausun�ać.

Niechwi �eca 6= b. Weźmy ostatnieprzej́scieprzed
 �
f bg, w którymbra�udzia�turystaa

lub b. B�edzieto przej́scie
 �
f ag lub

� � � !
f b;cg. W obu przypadkachmo�zemyzmody�kować

ci �agtak,abyotrzymác rozwi �azanieo krótszymsumarycznym czasieprzej́scia:

P1;
 �
f ag;P2;

 �
f bg;

� !
f ag;P3 =) P1;

 �
f bg;P2;P3

P1;
� � � !
f b;cg;P2;

 �
f bg;

� !
f ag;P3 =) P1;

� � � !
f a;cg;P2;P3;
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gdzieP1;P2;P3 oznaczaj�a pewneci �agi przej́sć, przy czymP2 jest ci �agiemprzej́sć nie
zawieraj �acycha i b.

2. Rozwa�zaneprzej́scie jest postaci
 � � �
f a;bg. Weźmy ostatnieprzej́scie przed

 � � �
f a;bg, w

którym bra� udzia� turystaa. Niech to b�edzieprzej́scie
� � � !
f a;xg (mo�zliwe jest x = b).

Mo�zemyz obu ruchówusun�ać a, niezwi�ekszaj�acsumarycznegoczasuprzej́scia:

P1;
� � � !
f a;xg;P2;

 � � �
f a;bg;P3 =) P1;

� !
f xg;P2;

 �
f bg;P3:

Otrzymany ci �agnie mo�zebyć optymalny, cowynikaz analizyprzypadku1. �

W dalszejcz�eści rozwa�zań najpierwuogólnimynaszproblem.Dzi�eki temu�atwo b�edzie
wskazác rozwi �azanieoptymalnedla uogólnionego problemu. Na końcu poka�zemy, �ze dla
uzyskanego rozwi �azaniaoptymalnego dajesi�e skonstruować ci �ag przej́sć turystówspe�nia-
j �acy warunkizadania.

Opiszemyteraznaszproblemnagra�e sk�adaj�acym si�e z wierzcho�kówf 1; : : : ;ng. Dla
ka�zdejpary

� � � !
f x;yg w ci �aguprzej́sć tworzymykraw�ed́z f x;yg z wag�a maxf tx;tyg, równ�a cza-

sowi przej́sciaturystówx;y napraw �astron�e. Takopisanerozwi �azaniejestmultigrafem(graf
z dozwolonymi kraw�edziamirównoleg�ymi) G = (V;E) spe�niaj�acym warunki:

deg(i) > 1 dlaka�zdegoi = 1; : : : ;n; (5)

jEj = n� 1: (6)

Wynikaj �a onez lematu2. Warunek(5) zachodzidlatego, �zeka�zdy turystamusico naj-
mniej raz przej́sć mostw prawo. Ponadtoci �ag przej́sć b�edziesi�e sk�adác z n � 1 przej́sć
dwóchosóbw prawo i n� 2 przej́sć jednejosobyw lewo, sk�admamy(6).

Wartósć deg(i), stopién wierzcho�kai, oznacza,ile razyturystai idziew prawo. A zatem
musion iść deg(i) � 1 razyw lewo, co dajedodatkowy czasprzej́scia(deg(i) � 1)ti. Zatem
ca�kowity czasprzej́sciaturystówprzezmostw sposóbopisany przezgrafG wynosi

n

å
i= 1

(deg(i) � 1)ti + å
f x;yg2E

maxf tx;tyg: (7)

Zwróćmy uwag�e, �zew sumieå f x;yg2E kraw�ed́z wielokrotnawyst�epujetyle razy, ile wynosi
jej krotnósć. Zamiastminimalizować (7) mo�zemydodác sta��a å n

i= 1 ti i minimalizować wyra-
�zenie

n

å
i= 1

deg(i)ti + å
f x;yg2E

maxf tx;tyg; (8)

coprzepisujemyjako
å

f x;yg2E

(tx + ty + maxf tx;tyg) : (9)

Mo�zemy tak zrobić, gdy�z wierzcho�ek i jest końcem deg(i) kraw�edzi, a wi �ec sk�ad-
nik ti wyst�api w sumie (9) deg(i) razy, sk�ad mamy (8), (9). Teraz przyjmuj �ac
cxy = tx + ty + maxf tx;tyg, dostajemyzadanie:

Znalézć taki graf G, który minimalizuje å
f x;yg2E

cxy przywarunkach(5) i (6): (10)
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Tak postawiony problemwydaje si�e być ogólniejszyni�z szukanieoptymalnego ci �agu
przej́sć turystów. Oczywistejest, �ze dla ka�zdego ci �aguprzej́sć mo�zemyskonstruować graf
G spe�niaj�acy (5) i (6). Nieoczywistym,ale prawdziwym faktemjest, �ze z grafu G mo-
�zemyskonstruować odpowiedni ci �agprzej́sć turystów. Nie b�edziemyjednakdowodzić tego
w ogólnym przypadku. Wystarczypokazác, �ze dla optymalnego grafu G ci �ag przej́sć jest
konstruowalny. Wpierw jednakzobaczmy, jakie s�aw�aściwości rozwi �azaniaoptymalnego.

Lemat 3 Istniejeoptymalnerozwi�azanieG spe�niaj�acewarunki:

(a) Jésli dwiekraw�edziemaj �a końcew czterech ró�znych wierzcho�kach x< y< z< u, to tymi
kraw�edziamis �a f x;yg i f z;ug.

(b) Jésli dwiekraw�edziemaj �a tylko jedenwspólnykoniec,to tymkońcemjestwierzcho�ek1.

(c) Jésli dwiekraw�edziemaj �a obakońcewspólne, to s �a to 1 i 2.

(d) Jésli w gra�e jestkraw�ed́z f 1; ig, to w G s �a te�zkraw�edzief 1; jg dla j = 2; : : : ; i � 1.

(e) Jésli kraw�ed́z f x;yg niemakońcaw 1, czyli jest1 < x < y, to y = x+ 1.

Dowód

(a) Mamytrzy mo�zliwości � �aczeniax, y, z, u dwomaroz� �acznymi kraw�edziami.Najmniejszy
kosztotrzymujemydlakraw�edzif x;yg i f z;ug. Wynosion cxy+ czu = tx + 2ty + tz+ 2tu.
Dla pozosta�ychdwóchparkoszttenwynosicxz+ cyu = cxu+ cyz = tx + ty + 2tz+ 2tu.

(b) Mamy dwie kraw�edzief x;yg, f x;zg i y lub z jest ró�zne od 1. Niech y 6= 1. Wtedy,
jeśli x 6= 1, to w gra�e G moglibyśmy zamiastkraw�edzi f x;yg wzi �ać kraw�ed́z f 1;yg.
Otrzymany graf mia�byniewi �eksz�asum�e (10) i spe�nia�bywarunki(5) i (6).

(c) Mamy dwie kraw�edzief x;yg. Jésli by�oby f x;yg 6= f 1;2g, to w gra�e G moglibyśmy
zamiastjednejkraw�edzi f x;yg wzi �ać kraw�ed́z f 1;2g. Ponownie otrzymany graf mia�by
niewi �eksz�a sum�e (10) i spe�nia�bywarunki(5) i (6).

(d) Niech1 < j < i. Zastanówmysi�e, czy kraw�ed́z f x; jg, dla x 6= 1, mo�zebyć w G. Z (b)
mamyx 6= i, wi �ec liczby 1, i, j, x s�a paramiró�zne. Z (a) wynika, �ze j nie mo�zebyć w
parzez x, a poniewa�z j musibyć końcemjakiejś kraw�edzi,wi �ecw G jestf 1; jg.

(e) Za�ó�zmy, �ze istnieje z takie, �ze x < z < y. Poniewa�z deg(z) > 1, wi �ec w gra�e jest
kraw�ed́z f z;ug. Z (b) wynika, �zeu 6= x i u 6= y. Zatemz (a)wynika, �zew takimuk�adzie
x i y nieb�ed�apo� �aczonekraw�edzi�a. Sprzecznósć dowodzi, �zex+ 1 = y. �

Napodstawie lematu3 mo�zemyustalíc mo�zliw �astruktur�eoptymalnegorozwi �azaniaG. Z
(c) dostajemy, �zejedyn�akraw�edzi�awielokrotn�a jestf 1;2g. Wszystkiekraw�edzieo końcuw
1 to f 1; jg, gdzie j = 2; : : : ; i, dlapewnegoi — patrz(d). Ka�zdyz pozosta�ychwierzcho�ków
x 2 f i + 1; : : : ;ng jest końcemdok�adniejednejkraw�edzi (b) i jego s�asiademjest x � 1 lub
x+ 1 (e). Podsumowuj �acotrzymujemy:

Twierdzenie4 Istnieje optymalnygraf b�ed�acy rozwi�azaniem(10), który dla pewnego k,
0 6 k 6 n=2� 1, sk�adasi�e znast�epuj�acych kraw�edzi:
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� k „paruj �acych kraw�edzi” f n;n� 1g, f n� 2;n� 3g, . . . , f n� 2k+ 2;n� 2k+ 1g,

� k+ 1 kopii kraw�edzif 1;2g,

� orazn� 2k� 2 kraw�edzif 1;3g, f 1;4g, . . . , f 1;n� 2kg.

Lemat 5 Dla grafu przedstawionegow twierdzeniu4 istniejeodpowiednici �ag przej́sć tury-
stów.

Dowód Konstruujemyodpowiedni ci �agprzej́sć indukcyjnie po n. Dla n = 2 ci �agprzej́sć to
� � � !
f 1;2g. Dla n = 3, to

� � � !
f 1;3g,

 �
f 1g,

� � � !
f 1;2g. Dla n > 4 mamydwa przypadki:

1. k > 1. W gra�e jest kraw�ed́z f n;n � 1g. Ci �ag przej́sć zaczynamyod
� � � !
f 1;2g,

 �
f 1g,

� � � � � � !
f n;n� 1g,

 �
f 2g. Po usuni�eciu z grafu kraw�edzi f 1;2g i f n;n� 1g otrzymujemygraf

optymalny dlan� 2 osóbi z k� 1 paruj�acymi kraw�edziami.

2. k = 0. W gra�e jest kraw�ed́z f 1;ng. Ci �ag przej́sć zaczynamyod
� � � !
f 1;ng,

 �
f 1g. Po

usuni�eciuz grafukraw�edzif 1;ng dostajemyoptymalny graf dlan� 1 osóbi k = 0. �

W celudokończeniadowodutwierdzenia1 wystarczysprawdzić, �zeca�kowity czasprzej-
ściaturystówdany wzorem(7) dlagrafuoptymalnegoz twierdzenia4 wynosiSk (2).

1 2 3 4 5 6 7 8

Rysunek1: Grafoptymalny dlan = 8 i k = 2

Przyk�ad 2 Przyk�adowy graf b�ed�acy optymalnym rozwi �azaniemdla n = 8 i k = 2 przed-
stawiony jest na rysunku1. Ci �ag przej́sć skonstruowany zgodniez dowodemlematu5 jest
nast�epuj�acy:

� � � !
f 1;2g,

 �
f 1g,

� � � !
f 8;7g,

 �
f 2g,

� � � !
f 1;2g,

 �
f 1g,

� � � !
f 6;5g,

 �
f 2g,

� � � !
f 1;4g,

 �
f 1g,

� � � !
f 1;3g,

 �
f 1g,

� � � !
f 1;2g.

Inne rozwi¡zania

Jésli zauwa�zymytylko, �zedowolny turystamo�zeprzechodzíc tylko z 1 lub z s�asiademotrzy-
mamywzór rekurencyjny. Niech ci oznaczanajkrótszyczasprzej́sciaturystów1, 2, . . . , i,
wtedyzachodzi:

c2 = t2;

c3 = t1 + t2 + t3;

ci = minf ci� 2 + t1 + 2t2 + ti;ci� 1 + t1 + tig; dla i > 4:

Wartósci ci wyliczamydynamicznie.Taki algorytmdzia�aw czasieO(n) i pami�eciO(1).
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Bª¦dne rozwi¡zania

Jednoz b��ednych rozwi �azán polega�ona tym, �ze ka�zdego turyst�e parowa�o si�e z turyst�a 1.
Odpowiadato k = 0 wewzorze(1).

W innych b��ednych rozwi �azaniachka�zdego turyst�e, oprócz1, 2 i mo�ze 3, próbowano
wys�ác na drugi brzeg wraz z s�asiadem. Odpowiada to rozwi �azaniuoptymalnemudla
k = bn=2c� 1.

Testy

Ka�zdy z 10 testów, pozapierwszym,zawieraczasyzarównomniejszejak i wi �ekszeod war-
tości granicznej2t2 � t1. Powodowa�o to, �ze takie rozwi �azaniajak opisanewy�zej, dawa�y
zbytdu�zy wynik.

nr testu n opis
1 4 prostytestpoprawnościowy
2 10 czterejostatniprzechodz�apodwójnie
3 19 któryśprzechodzipojedynczo,chocia�z jegoczasjestwi �ekszyod

wartóscigranicznej
4 32 po kilka osóbz tym samymczasem,w szczególnósci z czasem

granicznym
5 2001 dwaj z granicznym czasem,potemnieparzýsciewielu
6 31415 losowy, ma�oosóbponi�zejgranicznegoczasu,du�zo z równym i

wi �ekszym
7 50002 du�zet2
8 69999 ma�et2, tylko kilka osóbz czasemmniejszymodgranicznego
9 83001 nie ma w ogóle osób z czasemgranicznym, wszystkieczasy

mniejszes�a takiesame
10 100000 maksymalny test,si� �a rzeczymadu�zopowtórzén
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Bartosz W alczak
Tre±¢ zadania, Opraco wanie

Rafaª Rusin
Program

Bramki

Dany jest ukªad zªo»onyz n bramek. Bramki s¡ ponumerowaneod 0 do n � 1. Ka»da bramka
posiadapewn¡ liczb¦ wej±¢i jedno wyj±cie. Wej±cia i wyj±ciamog¡ przyjmowa¢stany 0, 1 lub
1
2 . Ka»de wej±cie jest poª¡czone z dokªadnie jednym wyj±ciem pewnej bramki. Stan wej±cia
jest równy stanowi wyj±cia, z którym jest ono poª¡czone. Ka»dewyj±ciemo»eby¢poª¡czonez
dowoln¡ liczb¡ wej±¢. Bramki o numerach 0 i 1 s¡ specjalne | nie posiadaj¡ wej±¢i zawsze
przyjmuj¡ okre±lonestany na wyj±ciu: 0 dla bramki o numerze0, 1 dla bramki o numerze1.

Mówimy, »estan wyj±cia bramki (krótko: stan bramki) jest popra wn y, je»eli:

a) jest równy 0 i bramka ma wi¦ cej wej±¢w stanie 0 ni» w stanie 1;

b) jest równy 1
2 i bramka ma tyle samo wej±¢w stanie 0 co w stanie 1;

c) jest równy 1 i bramka ma wi¦ cej wej±¢w stanie 1 ni» w stanie 0;

d) dana bramka jest specjalna, tzn. ma numer 0 lub 1, i jej stan jest równy odpowiednio
0 lub 1.

Mówimy, »estan ukªadujest popra wn y, je»eli stan ka»dejz bramekjest poprawny. Mówimy,
»estan bramki jest zdetermino wany, je»eli w ka»dympoprawnym stanie ukªadu bramka ta
przyjmuje ten sam stan.

Zadanie

Napisz program, który:

� Wczyta z wej±ciaopis ukªadu bramek.

� Dla ka»dejbramki sprawdzi, czy jej stan jest zdeterminowanyi je»eli tak, to wyznaczy
go.

� Wypisze wyznaczonestany bramek na wyj±cie.

W ej±cie

Pierwszywierszstandardowegowej±ciazawiera liczb¦ bramekn, 2 6 n 6 10 000. Kolejne n � 2
wierszyzawiera opisy poª¡cze« bramek. Wiersz nr i opisuje poª¡czenia ª¡cz¡ce wyj±ciabramek
z wej±ciami bramki nr i . W wierszu tym znajduje si¦ liczba ki wej±¢bramki nr i , po której
nast¦puje ki numerów bramek, ki > 1. S¡ to numery bramek, których wyj±cia s¡ poª¡czone z
kolejnymi wej±ciamibramki nr i . Liczby w wierszachs¡ pooddzielanepojedynczymi odst¦pami.
Š¡czna liczba wszystkichwej±¢bramek nie przekracza200000.
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84 Bramki

Wyj±cie

Twój program powinien wypisa¢ na standardowe wyj±cie n wierszy. W zale»no±ciod stanu
bramki numer i � 1, i -ty wiersz powinien zawiera¢:

� 0 | je»eli stan bramki jest zdeterminowanyi wynosi 0,

� 1/2 | je»eli stan bramki jest zdeterminowanyi wynosi 1
2 ,

� 1 | je»eli stan bramki jest zdeterminowanyi wynosi 1,

� ? (znak zapytania) | je»eli stan bramki nie jest zdeterminowany.

Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
5
2 0 1
2 4 2
2 2 4

0

1

2

3

4

poprawnym wynikiem jest:
0
1
1/2
?
?

Rozwi¡zanie

Aby upróscíc opis,przyjmijmy, �zew uk�adzieniemabramekspecjalnych,aniektórewejścia
maj�apoprostuustalonestany (0 lub 1) i nies�a po� �aczonez wyjściami�zadnychbramek.

Na bramkimo�zemypatrzéc jak naprzetworniki, którena podstawie stanówwejść obli-
czaj�astanwyjścia.Stanuk�adu,który nie jestpoprawny, mo�zemytraktować jak stan,w któ-
rym jakás bramkanie zd�a�zy�a jeszczeobliczyć poprawnego stanuwyjścia. W tym sensie
uk�adyw stanachniepoprawnychs�a niestabilne,a bramkid �a�z �ado ich stabilizacji.

Ogólny schematrozwi �azaniamo�znaprzedstawić nast�epuj�aco:

1. Ustaw stany wszystkichbramekna0, poczymustabilizujuk�ad.

2. Ustaw stany wszystkichbramekna1, poczymustabilizujuk�ad.

3. Stanbramkijestzdeterminowany wtedyi tylko wtedy, gdy jesttaki sampoustabilizo-
waniuw krokach1 i 2.
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Sk�ad wiadomo,�ze uk�adda si�e ustabilizować, czyli �ze istniejestanpoprawny? Wynika to
z monotonicznósci bramek. Ale na razieto tylko intuicja. W dalszejcz�eści postaramysi�e
niecosformalizować powy�zszerozwa�zania.

Stany uk�adub�edziemyoznaczácwielkimi, abramkima�ymiliterami. Stanbramkia, gdy
uk�adjestw stanieS, b�edziemyoznaczác przezs(a;S). Wartości �a bramkia w stanieuk�adu
S(oznaczeniev(a;S)) nazywamyliczb�e:

� 0, gdy a mawi �ecejwejść w stanie0 ni�z w stanie1;

� 1
2, gdya matyle samowejść w stanie0, cow stanie1;

� 1, gdy a mawi �ecejwejść w stanie1 ni�z w stanie0.

Stanbramki a jest poprawny wtedy i tylko wtedy, gdy s(a;S) = v(a;S). Monotonicznósć
bramki oznacza,�ze je�zeli stanwejściasi�e zwi�eksza,to wartósć bramki si�e nie zmniejsza,
a je�zeli stanwejściasi�e zmniejsza,to wartósć bramkisi�e niezwi�eksza.

Mówimy, �zestanuk�aduSjestniski, gdy dla ka�zdejbramkia zachodzis(a;S) 6 v(a;S).
Analogicznie, mówimy, �ze stan uk�adu S jest wysoki, gdy dla ka�zdej bramki a zacho-
dzi s(a;S) > v(a;S). Wprowadzamyrównie�z porównywanie stanów uk�adu: je�zeli S1
i S2 s�a dwoma stanamiuk�adu, to piszemyS1 6 S2, gdy dla ka�zdej bramki a zachodzi
s(a;S1) 6 s(a;S2). Oczywíscienieka�zdedwastany uk�adumo�znazesob�aporównác.

Zde�niujemy terazoperacj�e poprawiania stanubramki. Je�zeli stanbramki a w stanie
uk�aduSjestniepoprawny, to poprawieniemjej stanunazywamy:

� zwi�ekszeniegoo 1
2, gdys(a;S) < v(a;S);

� zmniejszeniegoo 1
2, gdys(a;S) > v(a;S).

Twierdzenie1 Dla ka�zdegoniskiegostanuuk�aduSistniejestanpoprawnyT taki, �zeje�zeli
S6 P, to T 6 P dla dowolnegostanupoprawnegoP.

Dowód NiechSb�edziedowolnym niskim stanemuk�adu.Je�zeli S jeststanempoprawnym,
to wystarczyprzyj �ać T = Si tezajestoczywista.W przeciwnym przypadkuistniejebramka
a, taka �zes(a;S) < v(a;S). OznaczmyprzezS0stanuk�adupowsta�yz Sprzezpoprawienie
bramki a (stany pozosta�ychbrameksi�e nie zmieniaj�a). W wyniku operacjipoprawiania
wartóscibramekmog�aconajwy�zejwzrosn�ać. ZatemstanS0równie�z jeststanemniskim.

NiechP b�edziedowolnym takimstanempoprawnym uk�adu,�zeS6 P. Z monotoniczno-
ści bramekwynika, �zedla dowolnej bramkib zachodziv(b;S) 6 v(b;P). W szczególności,
dlapoprawianejbramkia mamys(a;S) < v(a;S) 6 v(a;P) = s(a;P), sk�ads(a;S0) 6 s(a;P).
Stany pozosta�ychbrameksi�e nie zmieniaj�a,wi �ecw�asnósć s(b;S0) 6 s(b;P) zostajezacho-
wanadlawszystkichbramekb, cooznacza,�zeS06 P.

Powy�zsz�aoperacj�epoprawianiabramekmo�zemypowtarzác,otrzymuj�ackolejnostany S0,
(S0)0 itd., dopókiniedostaniemystanupoprawnego.Poniewa�z w ka�zdymkrokuzwi�ekszasi�e
stanconajmniejjednejbramkiorazstan�zadnejbramkisi�eniezmniejsza,takiepost�epowanie
musi si�e skończýc, czyli otrzymamyjakiś stanpoprawny T. Z zasadyindukcji wynika, �ze
otrzymany stanT spe�niatez�e. �

Twierdzenie2 Dla ka�zdegowysokiegostanuuk�aduSistniejestanpoprawnyT, taki �zeje�zeli
P 6 S, to P 6 T dla dowolnegostanupoprawnegoP.
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Dowód Analogiczny dodowodutwierdzenia1. �

Oznaczmyprzez0̄ stanuk�adu,w którym wszystkiebramki s�a w stanie0, a przez 1̄
stanuk�adu,w którym wszystkiebramki s�a w stanie1. Oczywíscie0̄ jest stanemniskim,
a 1̄ jest stanemwysokim. Ponadtodla dowolnego stanuP (w szczególnósci, dla dowol-
nego stanupoprawnego) zachodzi0̄ 6 P 6 1̄. Zatem na mocy twierdzén 1 i 2 istniej �a
stany poprawne L i H, takie �ze L 6 P 6 H, dla dowolnego stanupoprawnego P. Je�zeli
s(a;L) < s(a;H), to stanbramki a nie jest zdeterminowany, gdy�z jest ró�zny w stanachpo-
prawnych L i H. Natomiastje�zeli s(a;L) = s(a;H), to dla dowolnego stanupoprawnego P
zachodzis(a;L) = s(a;P) = s(a;H), wi �ecstanbramkia jestzdeterminowany.

Rozwi¡zanie wzorco we

Rozwi�azaniewzorcowe znajdujestanL, implementuj�acmetod�e przedstawion �a w dowodzie
twierdzenia1 przypomocy przeszukiwaniawszerz:

1. Ustaw stany wszystkichbramekna0.

2. Utwórzkolejk�eQ bramek,którychstany s�a niepoprawne(zaniskie).

3. Dopóki kolejkaQ nie jestpusta,powtarzajnast�epuj�aceoperacje:

(a) Pobierzz kolejki Q dowoln �abramk�ea.

(b) Popraw stanbramkia.

(c) Wstaw dokolejki Q wszystkiebramki,którychstany by�y poprawne,aw wyniku
operacjipoprawieniastanua sta�ysi�e niepoprawne.

(d) Usuń z kolejki Q bramk�ea, je�zeli popoprawieniujej stansta�si�epoprawny (tylko
stanbramkia móg�si�e stác poprawny).

Dla ka�zdej bramki a pami�etanajest lista wszystkichbramek,których wejścias�a po� �aczone
z wyjściembramki a. Tylko te bramki mog�a zmieníc swoj �a wartósć podczaspoprawiania
bramki a, a wi �ec tylko je wystarczyrozpatrywać w punkcie(c) p�etli. Ca�y uk�ad jest wi �ec
reprezentowany przezgraf,któregowierzcho�kiodpowiadaj�abramkom,akraw�edziepo� �acze-
niom skierowanym od wyjściado wejścia. Ponadtodla ka�zdejbramki jestpami�etanaliczba
wejść w ka�zdymz trzechdopuszczalnychstanóworazbie�z �acy stanbramki,copozwalaokre-
ślić relacj�e pomi�edzystanembramki, a jej wartósci �a w czasiejednostkowym. Stanka�zdej
bramki jestpoprawiany co najwy�zej dwa razy. Zatemczaswykonaniatej fazy rozwi �azania
wynosiO(n+ m), gdziem jest� �aczn�a liczb �awszystkichpo� �aczén mi�edzybramkami.

Analogicznie,w czasieO(n+ m) znajdowany jeststanH. Sprawdzeniedlaka�zdejbramki
a, czys(a;L) = s(a;H) oczywíscierównie�z mo�znawykonác w czasieliniowym.

Powy�zszerozwi �azaniezosta�ozaimplementowanew bra.cpp .

Testy

Rozwi�azaniaby�y ocenianenanast�epuj�acym zestawie testów:

� testypoprawnościowe: 1a,1b,2, 3a,3b,4;
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� testywydajnósciowe: 5–11.

Testy1ai 1boraz3ai 3bby�y zgrupowanew pary.

nr testu n m opis

1a 2 0 przypadekszczególny n = 2
1b 7 9
2 9 9

3a 9 16 tylko stany niezdeterminowanea

3b 6 8
4 27 32
5 10000 10021 tylko stany zdeterminowane
6 1965 184365 prawie tylko stany zdeterminowane
7 1965 184365 prawie tylko stany zdeterminowane
8 9625 199769 prawie tylko stany zdeterminowane
9 9994 199904 tylko stany niezdeterminowanea

10 10000 199990 prawie tylko stany niezdeterminowane
11 10000 199990 prawie tylko stany niezdeterminowane

aNie dotyczybramekspecjalnych
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Paweª Parys
Tre±¢ zadania, Opraco wanie

Ark adiusz Paterek
Program

Jaskinia

W Bajtocji znajduje si¦ jaskinia, która skªadasi¦ z n komór oraz z ª¡cz¡cych je korytarzy.
Korytarze s¡ tak uªo»one,»emi¦ dzy ka»dymi dwiema komorami mo»naprzej±¢tylko w jeden
sposób. W jednej z komór Ja±ukryª skarb, ale nie chce powiedzie¢ w której. Maªgosiakoniecz-
nie chce si¦ tego dowiedzie¢. Pyta wi¦ c Jasia kolejno o ró»nekomory. Je±li Maªgosia tra�, to
Ja± mówi jej o tym, a je±li nie tra�, to mówi jej, w któr¡ stron¦ trzeba i±¢ z danej komory w
kierunku skarbu.

Zadanie

Napisz program, który:

� wczyta ze standardowego wej±ciaopis jaskini,

� obliczy minimaln¡ liczb¦ pyta«, które w pesymistycznymprzypadku musi zada¢Maªgo-
sia, »ebywiedzie¢, w której komorzeznajduje si¦ skarb,

� wypiszeobliczony wynik na standardowewyj±cie.

W ej±cie

W pierwszym wierszu standardowego wej±cia znajduje si¦ jedna dodatnia liczba caªkowita n,
1 6 n 6 50 000. Jest to liczba komór w jaskini. Komory jaskini s¡ ponumerowane od 1 do
n. W kolejnych n � 1 wierszach opisane s¡ korytarze ª¡cz¡ce komory, po jednym w wier-
szu. W ka»dym z tych wierszy znajduje si¦ para ró»nych dodatnich liczb caªkowitych a i b
(1 6 a;b6 n), oddzielonychpojedynczym odst¦pem. Para taka oznacza,»e komory a i b s¡
poª¡czone korytarzem.

Wyj±cie

Na standardowewyj±ciepowinna by¢wypisanajedna liczba caªkowita, minimalna liczba pyta«,
jakie musi zada¢Maªgosiaw pesymistycznymprzypadku (tzn. zakªadamy,»eMaªgosiazadaje
pytania najlepiej jak mo»na, ale skarb jest umieszczonyw komorze, która wymaga zadania
najwi¦kszej liczby pyta«).
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Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
5
1 2
2 3
4 3
5 3

 1  2 3

 4

 5

poprawnym wynikiem jest:
2

Rozwi¡zanie

Planjaskini jestdrzewem. Pytaj�aco dany wierzcho�ek,dzielimy to drzewo napewn �a liczb�e
cz�ésci, które powstaj�a przezusuni�ecie tego wierzcho�ka. W odpowiedzi dostajemyjedn�a
z tych cz�eści i terazw niej musimyznalézć skarb. Mo�zliwe s�a jednakró�zneodpowiedzi,
wi �ec trzebarozwa�zyć ka�zd�a z nich. Mo�znawi �ec spojrzéc na to tak: W drzewie usuwamy
wybrany jedenwierzcho�ek.W nast�epnym kroku z ka�zdejz powsta�ychcz�eści wybieramy
znowu po jednym wierzcho�kui je usuwamy. Tak post�epujemy, a�z uzyskanecz�eści b�ed�a
jednowierzcho�kowe.

W zadaniuchodzio zminimalizowanieliczby tych kroków. Chcemywi �ec,abypowsta-
j �acew ka�zdymkrokucz�eści (najwi�ekszaz nich) by�y jak najmniejsze.

W przypadku,gdyw jaskininiemarozga��ezién,mo�zemypoprostuzastosować wyszuki-
waniebinarne— pytamyzawszeo wierzcho�ekznajduj�acy si�e w samymśrodkujaskini. W
ogólnejsytuacjite�z widać, �zetrzebapytać mniejwi �ecejw środkujaskini. Nie wiadomojed-
nak,w jakimsensiematobyć środek.Widać te�z, �zebardziejop�acasi�ewybierácwierzcho�ki,
któremaj�a wi �ecejs�asiadów, wtedypodzielimydrzewa nawi �ecejmniejszychcz�eści. Mo�zna
próbować w wierzcho�ku,z któregoodleg�ość dopozosta�ychwierzcho�kówjestminimalna.
Albo tak,abypowsta�ecz�eści mia�y jak najmniejwierzcho�ków. Mo�znate�z strzelác, �zewy-
nik jest logarytmemz liczby wierzcho�kówlub ze średnicy drzewa (tzn. odleg�ości mi�edzy
najdalszymiwierzcho�kami). �atw o jednaksprawdzić, �ze �zadnaz tych heurystyknie jest
poprawna.

Idea rozwi¡zania

Najpierww dowolny sposóbwybierzmysobiekorzén naszegodrzewa. Chodzitylko o to,aby
ustalíc kolejnósć,w którejb�edziemyprzegl �adácwierzcho�kiprzyposzukiwaniuoptymalnego
rozwi �azania.

Rozwi �azanieopierasi�e na nast�epuj�acym pomýsle: B�edziemyrozwa�zác naszedrzewo,
poczynaj�acod li ści i id �acw stron�e korzenia.Najpierwwywo�amyobliczeniadla poddrzew
danego wierzcho�ka.Nast�epnienapodstawie wyników dla poddrzew obliczymywynik dla
drzewamaj�acegokorzén w tym wierzcho�ku.A wi �ecnapodstawie wyników dla mniejszych
drzew liczymy wynik dlawi �ekszego.
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Znamywi �ecminimaln�aliczb�epytań w poddrzewie. Chcemyjednak,aby(w ramachusta-
lonej liczby pytań) pytaniazadawać jak najwy�zej. Na przyk�adim wy�zej zadamypierwsze
pytanie,tym mniejszab�edziecz�eść znajduj�acasi�e nadwierzcho�kiemo który pytamy, wi �ec
tym wi �ecejwierzcho�kówmo�znajeszczedo�o�zyć z góry do drzewa,abyliczbapotrzebnych
pytań niezmieni�asi�e.

Mo�znasi�e przekonác, �zeznaj�actylko liczb�e pytań potrzebn�a w poddrzewach,nie jeste-
śmy w stanieobliczyć liczby pytań w wi �ekszymdrzewie. Trzebarównie�z wiedziéc coś o
tym, jak du�zajestcz�eść nadwierzcho�kiem,w którym zadajemypierwszepytanie.W szcze-
gólnóscichcielibýsmywiedziéc, ile pytań potrzebanazbadanietej górnejcz�eści,alete�z coś
natematcz�eści ponadpierwszympytaniemw tej cz�eści, itd.

Rozwi¡zanie wzorco we

Sposóbna zadawanie pytań b�edziemyzapisywać za pomoc�a funkcji f . Ka�zdemuwierz-
cho�kowi w b�edziemychcieli przypisác nieujemn�a liczb�e f (w). Chcemyprzy tym zachować
nast�epuj�acy warunek(� ), �zejeśli dladwóchwierzcho�kówu i v jest f (u) = f (v), to nadrodze
z u do v znajdujesi�e wierzcho�ekw taki, �ze f (w) > f (u). Intuicyjnie f (w) oznaczanumer
pytania,licz �acodkońca,któreb�edziemyzadawać w wierzcho�kuw.

Dla zadanejfunkcji f pytaniab�edziemyzadawać w nast�epuj�acy sposób:Pytamyo wierz-
cho�ek w, dla którego f (w) jest najwi�eksze. W odpowiedzi otrzymujemypewn �a cz�eść
drzewa. Znowu pytamy o wierzcho�ekw, dla którego f (w) jest najwi�ekszaw tej cz�eści
drzewa, itd. Zawszew otrzymanejcz�eści drzewa mamydok�adniejedenwierzcho�eko naj-
wi �ekszym f (w) (wynika to z warunku(� )). Albo w którymś momencietra�my, albo na
koniecotrzymamydrzewo sk�adaj�acesi�e z jednego wierzcho�kai b�edziemywiedzieli, �ze
tamjestskarb. W tensposóbzadajemyco najwy�zejK = maxw f (w) pytań. Chcemyznalézć
tak�a funkcj�e f , dlaktórej K jestnajmniejsze.

Jakju�z by�o powiedziane,najlepszejfunkcji f (w) b�edziemyszukác w drzewie ukorze-
nionym. A wi �ecwybierzmyw dowolny sposóbkorzén. Niech T(w) oznaczapoddrzewo o
korzeniuw w. Opróczfunkcji f (w) b�edziemyobliczác zbioryS(w). Zbiór S(w) jestzbiorem
wartósci funkcji, które„widać” w drzewie T(w), patrz�acod ojcaw. Oznaczato, �zeliczbaa
nale�zy do S(w) wtedy i tylko wtedy, gdy w T(w) jest wierzcho�eku taki, �ze f (u) = a i na
drodzez u do ojcaw nie wyst�epujeliczbawi �ekszani�z f (u). Inaczejmówi �ac: Liczbapytań,
któretrzebazadácw drzewie T(w) nale�zy doS(w). Liczbapytań, któretrzebazadácw cz�eści
ponadwierzcho�kiem,w którym zadamypierwszepytanie,równie�z nale�zy doS(w), itd.

Post�epujemyw nast�epuj�acy sposób:Przedpoliczeniemf i S dla w obliczamy f i S dla
wszystkichsynóww. Niech R oznacza

S
uS(u), gdzieu to wszyscy synowie w. Niech m

b�edzienajwi�eksz�a liczb �a tak�a, �zem2 S(u) dla wi �ecejni�z jednego u. (Jésli takich liczb nie
ma,to niechm= � 1.) Jako f (w) bierzemynajmniejsz�a liczb�e wi �eksz�a od m i nie nale�z �ac�a
doR. Zauwa�zmy, �zeS(w) = R[ f f (w)gnf0;1; : : : ; f (w) � 1g. �atw o sprawdzić, �zepowsta�a
funkcja f spe�niawarunek(� ). Przygl�adaj�ac si�e dok�adniejtemuwarunkowi widzimy, �ze
tak zde�niowane f (w) jest najmniejsz�a wartósci �a, przy której (� ) jest spe�niony (dla ju�z
ustalonychwartósci f w poddrzewach).

Trzebaterazudowodnić, �ze otrzymanaw ten sposóbfunkcja jest najlepsza.B�edziemy
to robić indukcyjnie ze wzgl�eduna minimaln�a liczb�e pytań K. Tezaindukcyjna jest taka,
�ze jeśli powy�zszyalgorytmdla pewnego drzewa zwróci� K, to rzeczywísciew tym drzewie
potrzebaco najmniejK pytań. Dla K = 0 jestto oczywiste.Dla K = 1 naszedrzewo sk�ada
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si�e z co najmniejdwóchwierzcho�ków, czyli nie mo�znaznalézć skarbu w 0 ruchach. Te-
raz chcemyudowodnić poprawność powy�zszego rozwi �azaniadla pewnego K, wiedz�ac, �ze
dla wszystkichmniejszychK jest ono prawdziwe. Przyjmijmy, �ze dla pewnego drzewa T
mo�znaznalézć skarbw K � 1 ruchach,zadaj�ac pierwszepytaniew wierzcho�kuu. Niech
v1 b�edziewierzcho�kiem,dla którego f (v1) = K. W drzewie istniejerównie�z pewien poto-
mek v2 (co najmniej jeden)wierzcho�kav1, dla którego f (v2) = K � 1. Niech T1 oznacza
drzewo T(v1) � T(v2) (czyli drzewo zawieraj�acewierzcho�kiT(v1) zawyj �atkiemwierzcho�-
ków T(v2)). Rozwa�zmydwaprzypadki:

� u nale�zy do T(v2) — Pozadaniupytaniaw u skarbmo�zeznajdować si�e w tej cz�eści
drzewaT, którazawierav1. Ma wi �ecistniéc sposóbnaznalezienietamskarbu w K � 2
pytaniach. Ta cz�eść zawiera drzewo T1, czyli w drzewie T1 równie�z mo�znaznalézć
skarbw K � 2 pytaniach.Popatrzmyjednak,co si�e staniez obliczon�a przezprogram
funkcj �a f , gdy z drzewa T usuniemydrzewo T(v2). Poniewa�z S(v2) = f K � 1g, to
wartósć f (v1) zmniejszysi�enajwy�zejo 1,dowartósciK � 1. Zatemnamocy za�o�zenia
indukcyjnegonadrzewo T1 potrzebaK � 1 pytań. Sprzecznósć.

� u nie nale�zy do T(v2) — Po zadaniupytania w u skarbmo�ze znajdować si�e w tej
cz�ésci drzewa T, którazawierav2. Ma wi �ec istniéc sposóbnaznalezienietamskarbu
w K � 2 pytaniach.Ta cz�eść zawieradrzewo T(v2), czyli w drzewie T(v2) te�z mo�zna
znalézć skarbw K � 2 pytaniach.Ale poniewa�z f (v2) = K � 1, to namocy za�o�zenia
indukcyjnegonadrzewo T(v2) potrzebaconajmniejK � 1 pytań. Sprzecznósć.

W obu przypadkachdochodzimydo sprzecznósci,nie mo�znaznalézć skarbu w drzewie T w
mniej ni�z K pytaniach.Krok indukcyjny jestprawdziwy. To kończydowód.

Podany algorytmdzia�aw czasieO(nlogn).

Rozwi¡zanie w czasie linio wym

Powy�zszerozwi �azaniemo�zna�atwo zmody�kować tak,abydzia�a�ow czasieliniowym. Wy-
starczyzbiory S(w) reprezentować za pomoc�a kolejnych bitów liczby. Najwi�eksz�a liczb �a
znajduj�ac�a si�e w S(w) mo�ze być wynik K, który jest nie wi �ekszyni�z logarytm z liczby
wierzcho�kówdrzewa. Zatemdo reprezentacjitych zbiorów wystarcz�a liczby d�ugósci ta-
kiej samej,jak do reprezentacjinumerówwierzcho�ków, czyli uwzgl�edniaj�ac ograniczenia
zadania,od 0 do 217 � 1. Pozostajejeszczesprawa wykonywaniaoperacjinatych zbiorach.
Chcielibýsmyto robić w czasiesta�ym.

� Sum�ezbiorówmo�znapoliczyć wykonuj�acORnareprezentacjach.

� Chcemyte�z znajdowaćnajmniejsz�alub najwi�eksz�awartósć nale�z �ac�adodanegozbioru.
Nie mainstrukcji procesoraobliczaj�acejt�e wartósć w czasiesta�ym.Mo�zemyjednak
obliczyć odpowiedzinapocz�atku— dla ka�zdejreprezentacjizbiorub�edziemypami�e-
tać wynik. Korzystamyz tego, �zereprezentacjazbiorujestniewielk �aliczb �a— ró�znych
reprezentacjijestmniejwi �ecejtyle, cowierzcho�kówdrzewa.

� Wstawianie danejwartósci do zbioru i usuwanieze zbioru wartósci mniejszychni�z
danamo�znazrealizować zapomoc�aAND, OR i przesuni�eć bitowych.
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� Znajdowaniezbioruzawieraj �acego liczby nale�z �acedo co najmniejdwóchspósródda-
nych zbiorów S1, S2, . . . , Sn równie�z mo�znazrealizować za pomoc�a AND i OR. Li-
czymy najpierw A0 = f , Ak = Sk [ Ak� 1, dla k = 1; : : : ;n. Zbiór Ak zawiera liczby
nale�z �acedo S1, S2, . . . , Sk. Nast�epnieliczymy B0 = f , Bk = (Sk \ Ak� 1) [ Bk� 1, dla
k = 1; : : : ;n. Zbiór Bk zawieraliczby nale�z �acedo conajmniejdwóchzbiorówspósród
S1, S2, . . . , Sk, azatemBn jestszukanym zbiorem.

Testy

Zadanietestowaneby�o nazestawie 13 danych testowych. Testyby�y generowanew du�zym
stopniulosowo, przy zadanych ró�znych prawdopodobiénstwachotrzymaniawierzcho�ków
danegostopnia.Rozmiarytestówzawieraponi�zszatabela.

nr testu n wynik
1 17 3
2 16 3
3 32 3
4 100 5
5 1000 8
6 5000 11
7 10000 10
8 22000 12
9 24000 12

10 30000 11
11 40000 13
12 40063 7
13 50000 11
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Piotr Sta«czyk
Tre±¢ zadania, Opraco wanie

Paweª W ol�
Program

Przepra wa

Dru»yna Bajtoªazów wybraªa si¦ na wycieczk¦ w Bajtogóry. Niestety Bajtoªazi spowodowali
lawin¦ i musz¡ przed ni¡ ucieka¢. Na ich drodze znajduje si¦ przepa±¢i stary most linowy.
Musz¡ jak najszybciej przeprawi¢ si¦ przezmost na drug¡ stron¦. Bajtoªazi s¡ bardzo zgrani i
postanowili, »ealbo wszyscysi¦ uratuj¡, albo nikt.

Most jest stary i zniszczony, wi¦ c nie wytrzyma zbyt du»ego obci¡»enia. Š¡czna waga
Bajtoªazów znajduj¡cych si¦ równocze±niena mo±cienie mo»eby¢ wi¦ksza od wytrzymaªo±ci
mostu. Ponadto jest to most linowy. Bajtoªazi musz¡ wi¦ c przechodzi¢ przez niego grupami.
Kolejna grupa mo»ewej±¢na most dopiero wtedy, gdy poprzednia go opu±ci.

Dla ka»dego Bajtoªaza wiadomo, ile czasuzajmie mu przeprawa przez most. Czas prze-
prawy przezmost grupy Bajtoªazówjest równy czasowipotrzebnemuna przepraw¦ przezmost
najwolniejszego czªonkagrupy. Š¡czny czasprzeprawy wszystkichBajtoªazów to suma czasów
przeprawy wszystkichgrup. Oczywi±ciezale»yon od tego, jak si¦ podziel¡ na grupy, przecho-
dz¡c przezmost.

Pomó» Bajtoªazom uratowa¢ si¦! Oblicz, jaki jest minimalny czasprzeprawy przez most
wszystkichBajtoªazów.

Zadanie

Napisz program, który:

� wczyta z wej±ciaopis mostu oraz Bajtoªazów,

� wyznaczynajkrótszy czasprzeprawy wszystkichBajtoªazów przezmost,

� wypiszewyznaczonyczasna wyj±cie.

W ej±cie

Pierwsza linia standardowego wej±cia zawiera dwie liczby caªkowite oddzielone pojedynczym
odst¦pem: w | okre±laj¡c¡ maksymalne dopuszczalneobci¡»enie mostu (100 6 w 6 400)
oraz n | równ¡ liczbie Bajtoªazów (1 6 n 6 16). W kolejnych n wierszachznajduj¡ si¦ po
dwie liczby caªkowite oddzielonepojedynczym odst¦pem, opisuj¡ce kolejnych Bajtoªazów: t |
czaspotrzebny na pokonanie mostu przez Bajtoªaza (1 6 t 6 50) oraz w | waga Bajtoªaza
(10 6 w 6 100).

Wyj±cie

W pierwszymi jedynym wierszustandardowego wyj±ciaTwój program powinien wypisa¢jedn¡
liczb¦ naturaln¡ oznaczaj¡c¡ minimalny czasprzeprawy wszystkichBajtoªazów przezmost.
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Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
100 3
24 60
10 40
18 50

poprawnym wynikiem jest:
42

Rozwi¡zanie

De�nicja 1 Podzia� zbioru — rodzina niepustych,parami roz� �acznych zbiorów, których
sumateoriomnogósciowadajedzielony zbiór.

De�nicja 2 Rozbiciezbioru— podzia�zbiorusk�adaj�acy si�e z dwóchpodzbiorów.

De�nicja 3 Podzbiór maksymalny— maksymalny podzbiór(w sensiezawierania)zbioru
Bajto�azównieprzeci�a�zaj�acy mostu.

W zadaniuPrzeprawa mamy do czynieniaz problememoptymalizacyjnym. Prawdo-
podobnienie istnieje algorytm rozwi �azuj�acy podanezadaniew czasiewielomianowym.
W zwi �azkuz tym nale�zy skoncentrować si�e na konstruowaniu algorytmuprzeszukuj�acego
zbiór mo�zliwych rozwi �azán w poszukiwaniurozwi �azaniaoptymalnego. Z uwagi nafakt, i �z
mo�zliwychpodzia�ówzbiorun Bajto�azówjestBn (Bn to n-taliczb Bella— wi �ecejinformacji
mo�znaznalézć np.w „Kombinatorycedlaprogramistów”WitoldaLipskiego [23]), to rozpa-
trywaniewszystkichmo�zliwych przypadkównie jestnajlepszymrozwi �azaniem.Pierwszych
15 liczb Bellazawartow tabeli1.

n Bn

0 1
1 1
2 2
3 5
4 15
5 52
6 203
7 877
8 4140
9 21147

10 115975
11 678570
12 4213597
13 27644437
14 190899322
15 1382958545

Tabela1: Kilka pierwszychliczb Bella
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Rozwi¡zanie wzorco we

Rozwi�azaniewzorcowe nie generujewszystkichmo�zliwych podzia�ówzbioru Bajto�azów,
lecz realizujenast�epuj�ac�a strategi�e: dla danego zbioru Bajto�azów, programsprawdza,czy
mog�a oni wszyscy zostác przeprawieni przezmostzajednym razem.Jésli tak, to czasprze-
prawienia takiej grupy jest równy czasowi przeprawy najwolniejszego cz�onkagrupy. W
przeciwnym przypadkudokonujemyserii rozbić na dwa roz� �acznezbiory, a nast�epnieroz-
wi �azujemypodproblemyniezale�znie.Poobliczeniuwyników cz�eściowychmusimyje scalíc
(czyli dodác do siebieczasyprzeprawy obu podgrup),a nast�epniewybrać najlepszyczas
spósródwszystkichrozpatrywanychrozbić.

W takim algorytmiewiele zbiorów Bajto�azówjest analizowanych wielokrotnie, wi �ec
dobrympomys�emjestzastosowaniespami�etywaniaobliczonych ju�z wyników. W tenspo-
sóbmamydo przeanalizowania2n ró�znych podzbiorów, co przy optymalnejimplementacji
generowaniarozbić zbioruprzek�adasi�e naalgorytmdzia�aj�acy w czasieO(3n).

Rozwi �azaniewzorcowe jest dodatkowo przyspieszonepoprzezzastosowanie pewnych
obserwacji, którepozwalaj�anazmniejszenieilości rozpatrywanychpodproblemów:

� GenerowanierozbiciazbioruBajto�azównadwa roz� �acznepodzbiorymo�znadokony-
wać w taki sposób,�zepierwszygenerowany podzbiórsk�adasi�e z maksymalnejgrupy
Bajto�azównie przeci�a�zaj�acejmostu(grupatakaod razumo�zezostác przepuszczona
przezmost). Drugagrupask�adasi�e z resztyBajto�azów, dla której wykonujemyko-
lejnerozbicia.

� Liczbagenerowanychrozbić mo�zezostác dodatkowo zmniejszonapoprzezdo� �aczanie
najwolniejszegoBajto�azanasta�edogrupy maksymalnej.Poprawność takiejoperacji
wynika z faktu, �ze dla dowolnego zbioru Bajto�azów, zawszeistniejepodzia�prowa-
dz�acy do rozwi �azaniaoptymalnego, w którym najwolniejszyBajto�azznajdujesi�e w
grupiemaksymalnej.Chcia�bymw tym miejscuzauwa�zyć, �zedo� �aczaniedowolnego
Bajto�azadogrupy maksymalnejnieprowadzidoalgorytmupoprawnego.

Lemat 1 (O najwolniejszymBajto�azie) Dla ka�zdego zbioru Bajto�azów, istnieje podzia�
prowadz�acy do rozwi�azaniaoptymalnego, w którym najwolniejszyBajto�azznajdujesi�e w
grupiemaksymalnej.

Dowód Za�ó�zmy odwrotnie,�ze istniejetaki zbiór Bajto�azów, dla którego nie istniejeopi-
sany w lemaciepodzia�.Wybierzmydlaniegodowolny podzia�,prowadz�acy do rozwi �azania
optymalnego i oznaczmyprzezx podzbiórzawieraj�acy najwolniejszego Bajto�aza. Z za-
�o�zeniawiemy, �ze x nie jest maksymalny, wi �ec istniejepewna grupaBajto�azów, których
przeniesieniedox robi z niegopodzbiórmaksymalny. NajwolniejszyBajto�azznajdujesi�ew
x, zatemczasprzeprawy rozszerzonegozbiorux nie pogorszysi�e, wi �ecnowo uzyskaneroz-
wi �azaniejestoptymalne.Doszlísmydo sprzecznósciz za�o�zeniem,zatemdowodzony lemat
jestprawdziwy. �

Pesymistycznaz�o�zonósć rozwi �azaniawzorcowego wynosi O(3n). Zastosowaneopty-
malizacjeniezmieniaj�az�o�zonósciasymptotycznej,jednakw znacznym stopniuzmniejszaj�a
prac�e wykonywan�a przezprogram. Zaimplementowanerozwi �azaniealternatywneo tej sa-
mej z�o�zonósci co rozwi �azaniewzorcowe, lecznie uwzgl�edniaj�acepowy�zszychobserwacji,
nadu�zychtestachdzia�a�oponad120razywolniej.
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98 Przeprawa

Rozwi¡zania nieopt ymalne

Jednym z nieoptymalnych rozwi �azán jest algorytm,który nie uwzgl�edniausprawnieniapo-
legaj�acego na rozpatrywaniupodzia�ówgrupy Bajto�azówna grupy maksymalne.Podczas
pomiarówna du�zych testachtakie rozwi �azanieby�o oko�o 10 razy wolniejszeod wzorco-
wego.

Kolejnymrozwi �azaniemnieoptymalnymjestprogram,który niedokonujespami�etywania
wyników podproblemówju�z obliczonych. Podczastestówjego osi �agi czasowe by�y 5–10
razygorszeod rozwi �azaniawzorcowego.

Kolejnerozwi �azanienie uwzgl�ednia�zadnych optymalizacji— nie tylko nie rozpatruje
tylko grup maksymalnych, ale równie�z nie spami�etujewyników dla podproblemów. Taki
algorytmokazujesi�e niezmierniewolny w porównaniuz poprzednimiwersjami.

Inne mo�zliwe nieoptymalnerozwi �azaniato stosowanie jedynie metodyspami�etywania
lub generowaniewszystkichmo�zliwych podzia�ówzbioruBajto�azów, którenie przeci�a�zaj�a
mostu.

Rozwi¡zania niep opra wne

Podczasrozwi �azywaniatego zadaniamog�a nasuwać si�e pewnenaturalne,leczniepoprawne
pomys�yjego rozwi �azania.Programytego typu mo�znapodzielíc nadwa rodzaje:algorytmy
zach�anneorazró�znegorodzajuheurystyki.Otoprzyk�ady:

� Algorytm zach�anny, który wydzielazezbioruBajto�azówkolejnoprzeprawianegrupy
w nast�epuj�acy sposób— dla ka�zdego nieprzeprawionego Bajto�aza(w kolejnósci od
najwolniejszegodonajszybszego)wykonuj: jeśli nieprzeci�a�zy on tworzonejgrupy, to
do� �aczgodogrupy.

� Jeszczebardziej„naiwna” strategiazach�anna— dlawszystkichBajto�azów(w kolej-
ności od najwolniejszego do najszybszego) wykonuj: jeśli nie przeci�a�zy on aktualnie
tworzonejgrupy, to do� �aczgo do tej grupy; w przeciwnym przypadkuprzepraw aktu-
aln�agrup�e i zacznijtworzyć now �a,do� �aczaj�acdoniej przetwarzanegoBajto�aza.

� Heurystykaprobabilistyczna,któragenerujepewn �aliczb�epodzia�ówi wybieranajlep-
szyz nich.

Testy

Zadanieby�o sprawdzanena15 testach.Podczasich uk�adaniadu�zy naciskpo�o�zononato,
abyrozwi �azanianiepoprawnenie uzyska�yzbyt wielu punktów. Testy1–7to testypopraw-
nościowe,a 8–15wydajnósciowe. Poni�zej przedstawiono rozmiaryposzczególnychtestówi
odpowiadaj�aceim wyniki.
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nr testu n w

1 4 109
2 4 100
3 5 140
4 5 150
5 6 200
6 7 250
7 8 394
8 12 129
9 13 200

10 12 297
11 12 150
12 12 129
13 15 297
14 16 140
15 16 140
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Bartosz W alczak
Tre±¢ zadania, Opraco wanie

Jakub Pawlewicz
Program

Turniej

‘wiatowa Federacja Gry X organizuje turniej programów graj¡cych w t¦ gr¦. Startuje w nim
n programówponumerowanychod 1 do n. Zasadyrozgrywaniaturnieju s¡ nast¦puj¡c e: dopóki
w turnieju pozostaje wi¦ cej ni» jeden program, losowane s¡ dwa ró»ne spo±ród nich, które
rozgrywaj¡ parti¦ gry X. Przegrany (w grze X nie ma remisów) odpada z turnieju, po czym
caªaprocedura jest powtarzana. Program, który pozostaniew turnieju jako jedyny po rozegraniu
wszystkichn � 1 gier, zostajezwyci¦zc¡.

Federacja dysponuje tabel¡ wyników poprzednich turniejów. Wiadomo, »eprogramy graj¡
deterministycznie (tzn. w powtarzalny sposób)i tak samojak w poprzednich turniejach. Zatem
je»eli pewnedwa programy ju» kiedy±ze sob¡ graªy, to na pewno ich kolejna gra zako«czysi¦
tak samo. Je±li jednak dwaprogramy jeszczenigdy nie walczyªyzesob¡, rezultatu rozgrywkinie
da si¦ przewidzie¢ | oba maj¡ szans¦ na wygran¡. Federacja chciaªabypozna¢list¦ wszystkich
tych programów, które maj¡ szans¦ na wygranie turnieju.

Zadanie

Napisz program, który:

� wczyta ze standardowego wej±cialiczb¦ uczestnicz¡cychprogramów oraz tabel¦ wyników
ich wcze±niejszychgier,

� wyznaczywszystkieprogramy, które maj¡ szans¦ wygra¢ turniej,

� wypiszewynik na standardowewyj±cie.

W ej±cie

Pierwszy wiersz wej±cia zawiera liczb¦ caªkowit¡ n, 1 6 n 6 100000. Kolejnych n wier-
szy zawiera tabel¦ wyników wcze±niejszychgier: i + 1-szy wiersz zawiera liczb¦ caªkowit¡ ki ,
0 6 ki < n, a nast¦pnie ki numerów programów, ró»nychod i , podanych w kolejno±cirosn¡cej
| s¡ to numery programów, z którymi program nr i ju» kiedy± wygraª. Liczby w wierszach
s¡ pooddzielanepojedynczymi odst¦pami. Liczba wszystkichznanych wyników wcze±niejszych
gier nie przekracza1 000000.

Wyj±cie

Pierwszy i jedyny wiersz standardowego wyj±cia powinien zawiera¢ liczb¦ w wszystkichprogra-
mów, które maj¡ szans¦ wygra¢ turniej, a nast¦pnie w liczb b¦ d¡cych numerami tych progra-
mów, podanymi w kolejno±ci rosn¡cej. Liczby w wierszu powinny by¢ pooddzielanepojedyn-
czymi odst¦pami.
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Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
4
2 2 3
0
1 2
1 2

poprawnym wynikiem jest:
3 1 3 4

1 2

34

Rozwi¡zanie

NiechV = f 1;2; : : : ;ng oznaczazbiórwszystkichprogramów(ka�zdyprogramjestreprezen-
towany przezswójnumer).PrzezWin(v) oznaczamyzbiórwszystkichprogramów, z którymi
programv napewnowygra,czyli z którymi ju�z wygrywa�wewczésniejszychgrach.Piszemy
u  v, gdy u 6= v i u =2 Win(v), czyli gdy u mo�zewygrać parti�e z v. Zatemjeśli tylko u 6= v,
to u  v lub v  u.

Ka�zdy program,który mo�zewygrać turniej, nazywamyprogramemwygrywaj�acym. Po-
zosta�eprogramyto programyprzegrywaj �ace. Zadaniepoleganaznalezieniuzbioruwszyst-
kich programówwygrywaj �acych.

Rozwi �azaniezadaniaopierasi�e nanast�epuj�acejobserwacji: je�zeli v jestprogramemwy-
grywaj �acymorazu  v, to u tak�zejestprogramemwygrywaj �acym. Rozwa�zmybowiemjakiś
przebiegturnieju,w którymv wygra�.Wtedyu musia�przegrać jak �ásparti�e. Rozwa�zmyteraz
inny mo�zliwy przebieg turnieju,który ró�zni si�e od poprzedniego tylko tym, �zenie jest roz-
grywanapartia,w której u przegra�. Wówczaspo rozegraniuwszystkichpozosta�ychpartii
w turniejupozostaj�av i u. Wtedyu mo�zewygrać z v, wygrywaj �actym samymca�yturniej.

Za�ó�zmy, �zeW jestpodzbioremzbioruwszystkichprogramówwygrywaj �acych. NiechL
b�edziecz�eści �awspóln�azbiorówWin(v) powszystkichv2 W. Je�zeli u =2 L, to istniejeprogram
v 2 W, taki �zeu =2 Win(v). Wtedyu  v lub u = v, wi �ecu jestprogramemwygrywaj �acym.
ZatemL jestnadzbioremzbioruwszystkichprogramówprzegrywaj �acych. Poniewa�z zawsze
v =2 Win(v), zbiory W i L s�a roz� �aczne.Je�zeli W [ L = V, to ka�zdy programz W wygrywa
zka�zdymprogramemspozaW. Wtedyju�z �zadenprogramspozaW niemo�zewygrać turnieju,
czyli W jestca�ymzbioremprogramówwygrywaj �acych.Natomiastje�zeli istniejeu =2 W [ L,
to w szczególnósci u =2 L, wi �ecu jest równie�z programemwygrywaj �acym. Wtedymo�zemy
powi �ekszýc zbiór W, dodaj�ac do niego u. Ta obserwacja prowadzi nasdo nast�epuj�acego
schematualgorytmu:

1. Znajd́z dowolny program v, który mo�ze wygrać turniej. Przypisz W := f vg,
L := Win(v).

2. DopókiW[ L 6= V, powtarzajnast�epuj�ac�aoperacj�e: weź dowolny u =2 W[ L, anast�ep-
nie przypiszW := W [ f ug, L := L \ Win(u).

PojegozakończeniuW jestszukanym zbioremprogramówwygrywaj �acych.
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Rozwi¡zanie wzorco we

Rozwi�azaniewzorcowe sk�adasi�e z dwóch faz. Pierwszafazawst�epnieprzetwarzazbiór
programówV, dzi�eki czemu�atwiejszastajesi�e realizacjadrugiej fazy. Drugafazaznajduje
zbiórprogramówwygrywaj �acych,mniejwi �ecejimplementuj�acpowy�zszyschemat.

Pierwszafaza polega na uporz�adkowaniu zbioru V w ci �ag (v1;v2; : : : ;vn), taki �ze
v1  v2  : : :  vn. Takieuporz�adkowaniezawszeistnieje,a mo�znaje wygenerować, sto-
suj �acodpowiedniozmody�kowany algorytmsortowaniaprzezwstawianie:

1. Wybierzdowolny v1 2 V.

2. Dla i = 1;2; : : : ;n� 1 powtarzajnast�epuj�aceoperacje:

(a) Wybierzdowolny v 2 V, który jeszczeniewyst�epujew ci �agu(v1;v2; : : : ;vi).

(b) Znajd́z najwi�eksz�a pozycj�e j w ci �agu(v1;v2; : : : ;vi), tak�a �ze v j =2 Win(v), czyli
v j  v (jeśli takie j nie istnieje,to mo�znaprzyj �ać j = 0).

(c) Wstaw v doci �agu(v1;v2; : : : ;vi) bezpósredniozav j ,
czyli przypisz(v j+ 1;v j+ 2; : : : ;vi+ 1) := (v;v j+ 1; : : : ;vi).

�atw o si�e przekonác, �ze powy�zszy algorytm rzeczywíscie znajdujeuporz�adkowanie
v1  v2  : : :  vn. Za�ó�zmy bowiem, �ze przed wykonaniemkroku p�etli zachodzi
v1  v2  : : :  vi . Wybieramynajwi�ekszetakie j 6 i, �zev j  v. Dlatego je�zeli j < i, to
v j+ 1 6 v, sk�adv  v j+ 1. Tym samymzachodziv1  v2  : : :  v j  v  v j+ 1  : : :  vi .
Zatempoprzypisaniuw kroku (c) otrzymujemyv1  v2  : : :  vi+ 1.

Pewnego komentarzawymagaoperacjawykonywanaw kroku (b) p�etli. Chc�ac znalézć
odpowiedni�a pozycj�e j, mo�zemy jakoś oznaczýc wszystkiete programy, które nale�z �a do
Win(v), a nast�epnieszukác „od ty�u” najwi�ekszejtakiej pozycji j 6 i, �zev j nie zosta�ozna-
czony. Programymo�znaoznaczác np.numeremiteracji i. Wtedyw dalszychiteracjachp�etli
takieoznaczenianieb�ed�a ju�z aktualne.Czaspojedynczegoprzeszukiwaniaz zastosowaniem
tej metodyograniczasi�e przezO(jWin(v)j), a wi �ecczaswykonaniaca�ejpierwszejfazywy-
nosiO(n+ m), gdziem= å n

v= 1 jWin(v)j.
Maj �acdaneuporz�adkowaniev1  v2  : : :  vn, mo�zemyprzej́sć do drugiej fazy roz-

wi �azania:

1. Przypiszk := 1.

2. Dla i := 1;2; : : :, dopókii 6 k, powtarzajnast�epuj�aceoperacje:

(a) Znajd́z najwi�eksz�a pozycj�e j w ci �agu(v1;v2; : : : ;vn), tak�a �zev j =2 Win(vi ), czyli
v j  vi lub j = i.

(b) Przypiszk := maxf k; jg.

Pozakończeniupowy�zszego algorytmuszukanym zbioremprogramówwygrywaj �acych jest
f v1;v2; : : : ;vkg.

Za�ó�zmy, �ze przed wykonaniemkroku p�etli L = f vk+ 1;vk+ 2; : : : ;vng jest nadzbiorem
zbioru wszystkich programów przegrywaj �acych. Poniewa�z i 6 k, vi jest programem
wygrywaj �acym. Je�zeli v j  vi , to v j równie�z jest wygrywaj �acy. Co wi �ecej, mamy
v1  v2  : : :  v j , wi �ec wszystkie programy v1;v2; : : : ;v j s�a wygrywaj �ace. Zatem
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L \ f v j+ 1;v j+ 2; : : : ;vng nadaljest nadzbioremzbioru wszystkichprogramówprzegrywaj �a-
cych, st �ad przypisaniew kroku (b). P�etla si�e kończywykonywać, gdy i > k. Wtedyka�zdy
programzezbioruV nL wygrywaz ka�zdymzezbioruL, wi �ecV nL = f v1;v2; : : : ;vkg istotnie
jestzbioremwszystkichprogramówwygrywaj �acych.

Widzimy, �zefazadrugadzia�aanalogiczniedoprzedstawionegowczésniejschematuroz-
wi �azania.Wystarczyprzyj �ać W = f v1;v2; : : : ;vi� 1g. Ró�znicatkwi w sposobieaktualizacji
zbioru L, przezco mo�ze on być istotniemniejszyod cz�eści wspólnejzbiorów Win(v), po
v 2 W.

Przeszukiwaniew kroku (a)odbywasi�e analogiczniedo tegow kroku (b) pierwszejfazy
i dzia�aw czasieO(jWin(vi)j). Zatemczaswykonaniaca�ejdrugiej fazy wynosiO(n+ m).
Tym samymca�erozwi �azaniewzorcowedzia�aw czasieO(n+ m), czyli liniowym wzgl�edem
rozmiaruwejścia.

Powy�zszerozwi �azaniezosta�ozaimplementowanew tur.c oraztur1.pas .

Rozwi¡zanie alternat ywne

Inne optymalnerozwi �azaniemo�zna uzyskác, bezpósrednioimplementuj�ac podany na po-
cz�atkuschematalgorytmu.

Zbiór L jest pami�etany na li ście,w której programywyst�epuj�a w kolejnósci rosn�acych
numerów. Programy, które nie wyst�epuj�a w �zadnym ze zbiorów W i L, przechowujemy
w kolejceQ.

Na pocz�atkudokolejki Q wstawiamy programy(co najmniejjeden),o którychwst�epnie
stwierdzamy, �ze s�a wygrywaj �ace. Takie programymo�zna znalézć np. poprzezsymulacj�e
turnieju.Wszystkieprogramy, którychniewstawili śmydoQ, umieszczamyw li ścieL.

W pojedynczymkroku p�etli pobieramyz kolejki Q jakiś programwygrywaj �acy v. Obli-
czamyL := L \ Win(v), przegl �adaj�acobielisty równoleglew kolejnósci rosn�acychnumerów
i wybieraj�actylko teprogramy, którewyst�epuj�aw obu listach.Programy, któres�aw tenspo-
sóbusuwanez listy L, s�awygrywaj �ace,wi �ecdodajemyje dokolejki Q. Algorytm si�ekończy,
gdykolejkaQ jestpusta.Wtedywszystkieprogramyniewyst�epuj�acew L s�a wygrywaj �ace.

Rozwi �azaniealternatywnezosta�ozaimplementowanew turv1.cpp .

Testy

Rozwi�azaniaby�y ocenianena zestawie 16 testów. Testy1a i 1b, 2a i 2b, 3a i 3b oraz5a
i 5b by�y pogrupowanew pary. W poni�zszymzestawieniun jest liczb �a programów, m liczb �a
znanychwyników partii, aw liczb �aprogramówwygrywaj �acych.

nr testu n m w opis

1a 6 12 4 prostylosowy poprawnościowy
1b 1 0 1 przypadekszczególny n = 1
2a 10 40 6 prostylosowy poprawnościowy
2b 2 1 1 przypadekszczególny n = 2 i jedenzwyci�ezca
3a 20 153 4 losowy poprawnościowy
3b 20 0 20 przypadekszczególny n = 20 i �zadnychkraw�edzi
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nr testu n m w opis

4 134 5089 71 losowy poprawnościowy
5a 1018 11059 1016 losowy poprawnościowo–wydajnósciowy
5b 100000 10 100000 wydajnósciowy, bardzoma�okraw�edzi
6 1230 130141 1170 losowy poprawnościowo–wydajnósciowy
7 1790 220000 70 losowy poprawnościowo–wydajnósciowy
8 4055 530141 65 losowy poprawnościowo–wydajnósciowy
9 100000 1000000 99995 losowy wydajnósciowy, du�zozwyci�ezców

10 100000 1000000 4 losowy wydajnósciowy, ma�ozwyci�ezców
11 1414 998990 2 strukturalny, wydajnósciowy napierwsz�a faz�e
12 1415 998992 1414 strukturalny, wydajnósciowy nadrug�a faz�e
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W ojciec h Guzic ki
Tre±¢ zadania, Opraco wanie

Šukasz Ko walik
Program

Zgadyw anka

Bajtazar staª si¦ naªogowymhazardzist¡. Wszystkiepieni¡dze przepuszczaw kasyniegraj¡c w
ÿzgadywank¦". Twierdzi, »emo»naopracowa¢systemgry pozwalaj¡cy wygra¢ z kasynem.

Jedna rozgrywkazgadywankipolega na tym, »e losujemy kolejno 9 ró»nych liczb rzeczy-
wistych z przedziaªu ( 0; 1), przy jednostajnym rozkªadzieprawdopodobie«stwa. Bezpo±rednio
po wylosowaniu ka»dej liczby nale»y od razu okre±li¢, któr¡ co do wielko±ci jest to liczba.
Oczywi±cienie da si¦ tego przewidzie¢, trzeba próbowa¢ to zgadn¡¢. Je»eli trafnie okre±li si¦
uporz¡dkowanie wszystkich9 liczb, wygrywasi¦. W przeciwnym przypadku przegrywa si¦. Je-
±li, na przykªad, pierwsz¡ wylosowan¡ liczb¦ okre±limy jako drug¡ co do wielko±ci, a potem
wylosujemyjeszczedwie liczby mniejsze od niej, to przegramy.

Zadanie

Pomó» Bajtazarowi! Zaprogramuj jak najlepsz¡ strategi¦ grania w zgadywank¦. Napisz pro-
gram, który rozegra wiele rozgrywekopisanej gry i wygra jak najwi¦ cej razy. Ocena Twojego
programu b¦ dzie tym wy»sza,im wi¦ cej rozgrywekon wygra. Dokªadniej, za ka»d¡ wygran¡ ka-
syno pªaci graczowi 423,99 bajtalarów, natomiast za ka»d¡ przegran¡ pobiera od gracza 13,53
bajtalarów. Twój program rozegra 106 rozgrywek. Otrzymasz tyle punktów, ile wynosi caª-
kowity uzyskany zysk podzielony przez 104 i zaokr¡glony do najbli»szej liczby caªkowitej z
przedziaªu [ 0;100].

Musisz zaprogramowa¢moduª zawieraj¡cy nast¦puj¡c e trzy procedury i funkcje:

� procedure inicjalizuj / void inicjalizuj() | ta procedura zostanie wy-
woªanatylko raz, na pocz¡tku, przed rozegraniem wszystkichrozgrywek;mo»eszjej u»y¢
do zainicjalizowania swoich struktur danych.

� procedure nowa_rozgrywka / void nowa_rozgrywka () | ta procedura b¦ dzie
wywoªana na pocz¡tku ka»dej rozgrywki. Mo»eszjej u»y¢ by zainicjalizowa¢ zmienne
zwi¡zane z jedn¡ rozgrywk¡.

� function kolejna_liczba (x : Double) : Integer /
int kolejna_liczba (double x) | ta funkcja dostaje jako parametr kolejn¡ wy-
losowan¡ liczb¦ x; 0 < x < 1, podan¡ z precyzj¡ do 12 miejsc dziesi¦tnych. Funkcja
powinna obliczy¢, która co do wielko±ci jest to liczba w±ród 9 liczb losowanychw aktu-
alnej rozgrywce i zwróci¢ wynik. Je±li rozgrywkajest przegrana, funkcja mo»ezwróci¢
dowoln¡ liczb¦ caªkowit¡ od 1 do 9.

Pliki (P ascal)

W katalogu zga_pas znajdziesznast¦puj¡c e pliki:

� zga.pas | szkielet moduªu graj¡cego zawieraj¡cy puste procedury i funkcje
inicjalizuj , nowa_rozgrywka , kolejna_liczba . Powiniene± napisa¢ kod tych
funkcji.
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� kasyno.pas | program generuj¡cy wiele rozgrywek (tyle ile okre±lono w staªej
ILE_ZESTAWOW) zgadywanki. Ka»da rozgrywka jest rozgrywana z u»yciem procedur i
funkcji moduªu graj¡cego zga.pas . Mo»eszu»y¢tego programu do testowania swojego
moduªu graj¡cego.

� makefile | plik umo»liwia skompilowanieprogramu kasyno.pas z doª¡czonym mo-
duªem zga.pas za pomoc¡ polecenia make.

Pliki (C/C++)

W katalogu zga_c / zga_cpp znajdziesznast¦puj¡c e pliki:

� zga.h | plik zawieraj¡cy nagªówki funkcji inicjalizuj , nowa_rozgrywka i
kolejna_liczba .

� zga.c / zga.cpp | szkieletmoduªu graj¡cego zawieraj¡cy puste de�nicje funkcji za-
deklarowanychw pliku nagªówkowymzga.h . Powiniene±napisa¢kod tych funkcji.

� kasyno.c / kasyno.cpp | program generuj¡cy wiele rozgrywek(tyle ile okre±lonow
staªej ILE_ZESTAWOW) zgadywanki. Ka»da rozgrywka jest rozgrywanaz u»yciem pro-
cedur i funkcji moduªu graj¡cego zga.c / zga.cpp . Mo»eszu»y¢ tego programu do
testowania swojego moduªu graj¡cego.

� makefile | plik umo»liwia skompilowanieprogramu kasyno.c / kasyno.cpp z do-
ª¡czonym moduªem zga.c / zga.cpp za pomoc¡ polecenia make.

Rozwi¡zanie

Wynikiem Twojej pracy powinien by¢ tylko jeden plik zga.c albo zga.cpp albo zga.pas .

Przykªad

Przykªadowainterakcja z programemmo»ewygl¡da¢nast¦puj¡c o (pochyªymkrojem zaznaczono
liczby zwracane przez funkcj¦ kolejna_liczba ; rozegrano 2 rozgrywki):

Rozgrywk a 1

0.043319026120
1
0.933801434041
8
0.992050359372
9
0.145189967093
4
0.518803250649
6
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0.093583048537
2
0.764309529654
7
0.338653748790
5
0.119437652934
3 Wygrana

Rozgrywk a 2

0.164020610610
2
0.205594263575
3
0.042637391231
1
0.147521628974
1 Przegrana
0.946549875333
1
0.772946216573
1
0.152956276544
1
0.539653928563
1
0.552047936535
1

Rozwi¡zanie

Zanimrozwi �a�zemyzadaniew ca�ejogólnósci,popatrzmynarozwi �azaniew kilku prostszych
przypadkach.Niechzatemnajpierwgrapoleganalosowaniuparyró�znychliczb (x;y) z prze-
dzia�u(0;1). Narzucasi�e nast�epuj�acastrategia: jeśli x < 1

2, to umieszczamyx napierwszym
miejscu(awi �ecb�edziemymusieliumiéscíc y nadrugimmiejscu),jeśli zásx > 1

2, to umiesz-
czamyx na drugim miejscu(i umiéscimy y na pierwszymmiejscu). Czy jest to najlepsza
strategia?Przyjrzyjmysi�e strategiompodobnym,aleliczb�e 1

2 zast�apmyinn �a liczb �a.
Ustalmyliczb�e a tak�a, �ze0 < a < 1. T�e liczb�e a nazwiemy progiem. Losujemykolejno

dwie liczby x i y. Strategia polegana tym, �ze jeśli x < a, to umieszczamyx na pierwszym
miejscu,aynadrugim;jeśli zásx> a, to umieszczamyx nadrugimmiejscui y napierwszym.
Popatrzmy, dlajakiegoprogua prawdopodobiénstwokońcowegosukcesub�edzienajwi�eksze.
Zastosujemytzw. prawdopodobiénstwo geometryczne.Zdarzeniemelementarnym b�edzie
paraliczb (x;y) z przedzia�u(0;1); zbiór zdarzén elementarnych Wb�edziewi �eckwadratem
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jednostkowym (bezdwóchbokówi przek�atnej):

W=
�

(x;y) : x;y 2 (0;1) ^ x 6= y
	

:

Prawdopodobiénstwo dowolnego zdarzeniaA � W otrzymujemydziel �ac pole zdarzeniaA
przezpoleca�egozbioruW:

P(A) =
Pole(A)
Pole(W)

:

Poniewa�z w naszymprzypadkuPole(W) = 1, wi �ecpoprostuP(A) = Pole(A).
PopatrzmynazdarzenieAa (rys.1) polegaj�acenatym, �zestrategia z progiema zastoso-

wanadopary(x;y) dasukces:

Aa =
�

(x;y) : (x < a^ x < y) _ (x > a^ y < x)
	

:

Nietrudnoobliczyć, �ze Pole(Aa) = 1
2 + a� a2. Zatemprawdopodobiénstwo zdarzeniaAa

b�edzienajwi�eksze,jeśli a = 1
2 i wynosionowtedy 3

4.

Rysunek1: ZdarzenieAa

Rozwi �a�zmy podobnezadaniedla trzechliczb. Losujemywi �eckolejnotrzy ró�zneliczby:
(x;y;z). Narzucasi�e nast�epuj�acastrategia:

� Jésli x < 1
3, to umieszczamyx na pierwszymmiejscu. Nast�epnie,jeśli y < x, to gr�e

oczywíscieprzegraliśmy;jeśli zás y > x, to stosujemystrategi�e dla dwóchliczb z pro-
giem wypadaj�acym w środkuprzedzia�u(x;1): jeśli y < x+ 1

2 , to umieszczamyy na
drugimmiejscu,jeśli zás y > x+ 1

2 , to umieszczamyy natrzecimmiejscu.Oczywíscie
liczb�ezumieszczamynawolnym miejscu.

� Jésli 1
3 6 x< 2

3, to umieszczamyx nadrugimmiejscu.Nast�epnie,jeśli y< x, to umiesz-
czamyy napierwszymmiejscu,jeśli zás y > x, to umieszczamyy natrzecimmiejscu.
Liczb�ezumieszczamynapozosta�ymwolnym miejscu.

� Jésli x > 2
3, to umieszczamyx na trzecimmiejscu. Nast�epnie,jeśli y > x, to umiesz-

czamyy gdziekolwiek — gr�e ju�z przegraliśmy. Jésli zás y < x, to stosujemystrategi�e
dla dwóchliczb z progiemw środkuprzedzia�u(0;x): jeśli y < x

2, to umieszczamyy
napierwszymmiejscu,jeśli zás y > x

2, to umieszczamyy nadrugimmiejscu.Liczb�ez
umieszczamynapozosta�ymwolnym miejscu.
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Czy ta strategia jestoptymalna?Okazujesi�e, �zenie. Spróbujemyznalézć lepsz�a. Przede
wszystkimwybierzmydwa progi a1 i a2 zamiast13 i 2

3. Oznaczmya = a1 i b = 1� a2, czyli
progamib�ed�a liczby a i 1� b, a naszastrategiawygl �adanast�epuj�aco:

� Jésli x < a, to umieszczamyx na pierwszymmiejscu. Nast�epnie,jeśli y < x, to gr�e
oczywíscieprzegraliśmy;jeśli zás y > x, to stosujemystrategi�e dla dwóchliczb z pro-
giem wypadaj�acym w środkuprzedzia�u(x;1): jeśli y < x+ 1

2 , to umieszczamyy na
drugimmiejscu,jeśli zás y > x+ 1

2 , to umieszczamyy natrzecimmiejscu.Oczywíscie
liczb�ezumieszczamynapozosta�ymwolnym miejscu.

� Jésli a 6 x < 1� b, to umieszczamyx na drugim miejscu. Nast�epnie,jeśli y < x, to
umieszczamyy na pierwszymmiejscu,jeśli zás y > x, to umieszczamyy na trzecim
miejscu.Liczb�ezumieszczamynapozosta�ymwolnym miejscu.

� Jésli x> 1� b, to umieszczamyx natrzecimmiejscu.Nast�epnie,jeśli y> x, to umiesz-
czamyy gdziekolwiek — gr�e ju�z przegraliśmy. Jésli zás y < x, to stosujemystrategi�e
dla dwóchliczb z progiemw środkuprzedzia�u(0;x): jeśli y < x

2, to umieszczamyy
napierwszymmiejscu,jeśli zás y > x

2, to umieszczamyy nadrugimmiejscu.Liczb�ez
umieszczamynapozosta�ymwolnym miejscu.

Musimy obliczyć prawdopodobiénstwo zdarzeniaAa;b polegaj�acegonatym, �zestrategia
z progamia i 1 � b zastosowanado trójki liczb (x;y;z) da sukces. Znów skorzystamyz
prawdopodobiénstwa geometrycznego. Tym razemzbioremzdarzén elementarnych b�edzie
széscian(otwarty)o obj�etósci1:

W=
�

(x;y;z) : x;y;z2 (0;1) ^ x 6= y ^ x 6= z ^ y 6= z
	

:

PrawdopodobiénstwemdowolnegozdarzeniaA � Wb�edzietym razemobj�etósć bry�y A. Po-
patrzmynanaszezdarzenieAa;b. Jestonosum�aszésciuwielościanów:

Aa;b = W1 [ W2 [ W3 [ W4 [ W5 [ W6;

gdzie

W1 =
�

(x;y;z) 2 W: x < a ^ x < y < 1+ x
2 ^ y < z

	
;

W2 =
�

(x;y;z) 2 W: x < a ^ y > 1+ x
2 ^ x < z< y

	
;

W3 =
�

(x;y;z) 2 W: a 6 x < 1� b ^ y < x ^ z> x
	

;
W4 =

�
(x;y;z) 2 W: a 6 x < 1� b ^ x < y ^ z< x

	
;

W5 =
�

(x;y;z) 2 W: x > 1� b ^ x
2 6 y < x ^ z< y

	
;

W6 =
�

(x;y;z) 2 W: x > 1� b ^ y < x
2 ^ y < z< x

	
:

Obliczymyobj�etósć ka�zdegoz tychwielościanów.
W tym celuskorzystamyzewzorunaobj�etósć graniastos�upatrójk �atnego ści�etego (rys.

2). Jésli graniastos�upprostyo podstawie trójk �atnejo polu P zetniemyp�aszczyzn�a w taki
sposób,�zekraw�edzieboczneb�ed�amia�y d�ugóscih1, h2 i h3, to obj�etósć tegograniastos�upa
ści�etegowyra�zasi�e wzorem

V = P�
h1 + h2 + h3

3
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Rysunek2: Graniastos�uptrójk �atny prostyści�etyz jednejstrony

Rysunek3: Graniastos�uptrójk �atny prostyści�etyz obu stron

(por. [16], str. 212).
Tensamwzórb�edziewyra�za�obj�etósćgraniastos�upatrójk �atnegoprostego,ści�etegozobu

stron(rys.3). Dok�adniej,jeśli mamywielościan,któregokraw�edziebocznes�a równoleg�e,
maj �a d�ugósci h1, h2 i h3 orazktórego przekrójp�askip�aszczyzn�a przecinaj�ac�a prostopadle
tekraw�edziebocznemapoleP, to obj�etósć tegowielościanuwyra�zasi�etym samymwzorem:

V = P�
h1 + h2 + h3

3
:

Obj�etósć graniastos�upaczworok�atnego,ści�etegoz obu stron,obliczamyw podobny spo-
sób:rozcinamygonadwa graniastos�upy trójk �atnei dodajemyobj�etósci tychdwóchgrania-
stos�upów. Obj�etósć graniastos�upaczworok�atnego przedstawionego na rysunku4 wyra�za
si�e zatemwzorem

V = P1 �
h1 + h2 + h4

3
+ P2 �

h2 + h3 + h4

3
:
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Rysunek4: Graniastos�upczworok�atny prostyści�ety z obu stron

Narysujmyterazka�zdyz tychszésciuwielościanów. Okazujesi�e, �zes�aonegraniastos�u-
pamiści�etymi (z jednejlub obu stron).Oto tegraniastos�upy:

� WielościanW1 (rys. 5)
P�aszczyznaBCGF marównaniex = a.

jEHj = 1
2;

jGFj = 1� a
2 ;

jAEj = 1;
jBFj = 1� a;
jCGj = 1� a

2 ;
jDHj = 1

2;
Pole(EFH) = a

4;

Pole(HFG) = a(1� a)
4 ;

V = a3� 3a2+ 3a
8 :

gdziejABj oznaczad�ugósć odcinkaAB.
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Rysunek5: WielościanW1

� WielościanW2 (rys. 6)
P�aszczyznaBCGF marównaniex = a.

jHKj = 1
2;

jGLj = 1� a
2 ;

jAEj = 1
2;

jBFj = 1� a
2 ;

jCGj = 1� a;
jDHj = 1;

Pole(KLH) = a
4;

Pole(HLG) = a(1� a)
4 ;

V = a3� 3a2+ 3a
8 :

� WielościanW3 (rys. 7)
P�aszczyznaADHE marównaniex = a. P�aszczyznaBCGF marównaniex = 1� b.

jADj = 1� a;
jBCj = b;
jAEj = a;

jBFj = 1� b;
jCGj = 1� b;

jDHj = a;
Pole(ABD) = (1� a)(1� a� b)

2 ;
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Rysunek6: WielościanW2

Pole(BCD) = b(1� a� b)
2 ;

V = 2a3+ 2b3� 3a2� 3b2+ 1
6 :

� WielościanW4 (rys. 8)
P�aszczyznaADHE marównaniex = a. P�aszczyznaBCGF marównaniex = 1� b.

jHEj = a;
jGFj = 1� b;
jAEj = 1� a;

jBFj = b;
jCGj = b;

jDHj = 1� a;
Pole(HEF) = a(1� a� b)

2 ;

Pole(BCD) = (1� b)(1� a� b)
2 ;

V = 2a3+ 2b3� 3a2� 3b2+ 1
6 :

� WielościanW5 (rys. 9)
P�aszczyznaADHE marównaniex = 1� b.

jADj = 1� b
2 ;

jBCj = 1
2;
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Rysunek7: WielościanW3

jAEj = 1� b
2 ;

jBFj = 1
2;

jCGj = 1;
jDHj = 1� b;

Pole(ABD) = b(1� b)
4 ;

Pole(BCD) = b
4;

V = b3� 3b2+ 3b
8 :

� WielościanW6 (rys. 10)
P�aszczyznaADHE marównaniex = 1� b.

jALj = 1� b
2 ;

jBKj = 1
2;

jAEj = 1� b;
jBFj = 1;
jCGj = 1

2;
jDHj = 1� b

2 ;

Pole(ABL) = b(1� b)
4 ;

Pole(BKL) = b
4;

V = b3� 3b2+ 3b
8 :
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Rysunek8: WielościanW4

Pododaniuobj�etósciwielościanówodW1 doW6 otrzymamy

P(Aa;b) =
11a3 � 21a2+ 9a+ 2

6
+

11b3 � 21b2+ 9b+ 2
6

:

PrawdopodobiénstwoP(Aa;b) b�edzienajwi�ekszedlatakichwartóscia;b2 (0; 1
2), dlaktó-

rychwielomian f (x) = 11x3 � 21x2+ 9x+ 2 przyjmujewartósć najwi�eksz�a. Obliczmyzatem
pochodn�ategowielomianu:

f 0(x) = 33x2 � 42x+ 9= 3(11x2 � 14x+ 3):

Pochodnatamamiejscezerowew punkciex= 3
11 i mo�zna�atwo sprawdzić, �zew tym punkcie

wielomian f (x) mamaksimumlokalne;jest to jednoczésnienajwi�ekszawartósć tego wielo-
mianu w przedziale(0;1). Maksymalnawartósć prawdopodobiénstwa P(Aa;b) jest równa
377
726 � 0;519284.Jednym progiemjest a = 3

11, drugim jest1� b = 1� 3
11 = 8

11. Warto za-
uwa�zyć, �zedlaa = b = 1

3 prawdopodobiénstwosukcesujestrówne 83
162 � 0;512345.Ró�znica

wynosiok. 7
1000. Przymilionie doświadczén jestju�z wyraźna.

Zauwa�zmy, �zeprogi 3
11 i 8

11 mo�znate�z wyznaczýc �atwiej. Zastanówmysi�e,gdzieumie-
ścíc pierwsz�a liczb�e x. Dok�adniej:jakie jestprawdopodobiénstwo sukcesu,jeśli umiéscimy
j �anapierwszymmiejscu?Oczywísciewtedyy i zmusz�abyć wi �ekszeodx (prawdopodobién-
stwo tego zdarzeniawynosi (1 � x)2) i wtedy odniesiemysukcesz prawdopodobiénstwem
3
4. Zatem,jeśli umiéscimyliczb�e x napierwszymmiejscu,to prawdopodobiénstwo sukcesu
b�edzierówne 3

4(1 � x)2. Jésli natomiastumiéscimy x na drugim miejscu,to sukcesodnie-
siemywtedy, gdy y < x i z > x (prawdopodobiénstwo tego zdarzeniawynosi x(1 � x)) lub



Olimpiada Informatyczna
2004{09{28 11:57
strona 120

i

i

i

i

i

i

i

i

120 Zgadywanka

Rysunek9: WielościanW5

y > x i z< x (prawdopodobiénstwosukcesuwynosite�z x(1� x)). � �aczniew tym przypadku
prawdopodobiénstwo sukcesuwynosi2x(1� x). Zatemop�acasi�e umiéscíc x napierwszym
miejscuwtedy i tylko wtedy, gdy pierwszeprawdopodobiénstwo jest wi �ekszeod drugiego,
czyli wtedyi tylko wtedy, gdy

3
4

(1� x)2 > 2x(1� x):

Rozwi�azuj�ac t�e nierównósć, dostajemyx < 3
11. A wi �ec na pierwszymmiejscuop�acasi�e

umieszczác liczby mniejszeod 3
11; st �ad pierwszymprogiemjest a = 3

11. W podobny spo-
sób,porównuj�acprawdopodobiénstwasukcesu,gdy umiéscimyx nadrugimi trzecimmiej-
scu,otrzymamydrugi próg 8

11. Zauwa�zmy, �zedo tego potrzebneby�o prawdopodobiénstwo
sukcesuw grze,w której losujemydwie liczby. SpostrzegawczyCzytelnikz pewności�a za-
uwa�zy�, �zewielokrotniekorzystalísmyw tym rozumowaniuz poj�eciaprawdopodobiénstwa
warunkowego.

Maj �acterazobliczonerównie�z prawdopodobiénstwo sukcesuw grze,w której losujemy
trzy liczby, mo�zemyw tensamsposóbwyznaczýc progi w grzez czteremaliczbami. Umie-
śćmy zatempierwsz�a liczb�e x na pierwszymmiejscui obliczmy prawdopodobiénstwo suk-
cesu: trzy pozosta�eliczby musz�a być wi �ekszeod x i wtedy uzyskamysukcesz prawdo-
podobiénstwem 377

726. � �acznieprawdopodobiénstwo sukcesuw tym przypadkujest równe
377
726(1 � x)3. Jésli natomiastumiéscimy x na drugim miejscu,to jednaz pozosta�ychliczb
musi być mniejszaod x i dwie musz�a być wi �eksze. Prawdopodobiénstwo tego zdarzenia
wynosi 3x(1 � x)2: wystarczyzastosować wzór na prawdopodobiénstwo tego, �ze w trzech
próbachBernoulliego uzyskamydok�adniejedensukces:sukcesemb�edzietu wylosowanie
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Rysunek10: WielościanW6

liczby mniejszejod x, pora�zk �awylosowanieliczby wi �ekszejod x. Jednakwylosowanietych
liczb nie wystarczy:musimyumiéscíc prawid�owo obie liczy wi �ekszeod x i prawdopodo-
bieństwo tego zdarzeniawynosi 3

4. Zatemprawdopodobiénstwo ca�kowitegosukcesuw tym
przypadkuwynosi 3

4 � 3x(1� x)2 = 9
4x(1� x)2. Liczb�ex nale�zy wi �ecumiéscíc napierwszym

miejscuwtedyi tylko wtedy, gdy

377
726

(1� x)3 >
9
4

x(1� x)2:

Rozwi�a�zmy t�e nierównósć:

4� 377� (1� x) > 726� 9� x;

2� 377� (1� x) > 363� 9� x;

754� 754x> 3267x;

4021x < 754;

x <
754
4021

:

Zatempierwszymprogiemjesta= 754
4021 � 0;187516.Podobniewyznaczamypozosta�eprogi:

1
2 i 3267

4021 � 0;812484.Mamy zatemoptymaln�a strategi�e w grzez czteremaliczbami. Losu-
jemyczteryró�zneliczby (x;y;z;t). Naszastrategiawygl �adanast�epuj�aco:

� Jésli x< 754
4021, to umieszczamyx napierwszymmiejscui pozosta�eliczbyumieszczamy

zgodniezestrategi �a dla trzechliczb z progami:x+ 3
11(1 � x) i x+ 8

11(1 � x). Inaczej
mówi �acwywo�ujemyprocedur�erekurencyjnie dla trzechliczb i przedzia�u(x;1).
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� Jésli 754
4021 6 x < 1

2, to umieszczamyx na drugim miejscu. Jésli którás z nast�epnych
liczb jestmniejszaod x, to umieszczamyj �a na pierwszymmiejscu;jeśli jestwi �eksza
od x, to stosujemydo niej strategi�e dla dwóchlicz i przedzia�u(x;1) — próg zatem
wynosi x+ 1

2 .

� Jésli 1
2 6 x < 3267

4021, to umieszczamyx na trzecimmiejscui post�epujemyanalogicznie
doprzypadku(2).

� Jésli x > 3267
4021, to umieszczamyx naczwartymmiejscui post�epujemyanalogiczniejak

w pierwszymprzypadku.

Widzimy, �zestrategiajestwyznaczonajednoznacznieprzezprogi. Jésli losujemymliczb,
to pierwsz�a liczb�eumiéscimynamiejscuwyznaczonym przezprogidlam liczb. Umieszcze-
nieka�zdejliczby dzieli przedzia�namniejszeprzedzia�y. Jésli wylosujemyliczb�ez pewnego
przedzia�u(x;y) i mamytam do dyspozycjik miejsc,to t�e liczb�e umieszczamyna miejscu
wyznaczonym przezprogi w grzez k liczbami dla przedzia�u(x;y). Napisanieodpowied-
niego programujest dość �atwe. Zadaniesprowadzasi�e wi �ec do wyznaczeniaprogów w
grachz mliczbamidlam6 9.

Niestety, nie widać prostego sposobu wyznaczeniaprawdopodobiénstwa sukcesuju�z w
grzez czteremaliczbami,a jest ono potrzebnedo wyznaczeniaprogóww grzez pi�ecioma
liczbami.Potemprawdopodobiénstwosukcesuw grzez pi�eciomaliczbamib�edziepotrzebne
dowyznaczeniaprogówdla6 liczb i takdalej.

Spróbujmy terazrozwi �azác zadanieogólnie. Losujemym liczb i jako pierwsz�a wyloso-
waliśmyliczb�ex 2 (0;1). Dajemyj �a do jednegoz przedzia�ów:

[a0;a1); [a1;a2); [a2;a3); : : : ; [ak� 1;ak); [ak;ak+ 1); : : : ; [am� 1;am):

O liczbacha0;a1; : : : ;am zak�adamy, �ze

0 = a0 < a1 < a2 < a3 < : : : < ak� 1 < ak < ak+ 1 < : : : < am� 1 < am = 1:

Te liczby tak jak poprzednionazywamyprogami.
PrzezPm b�edziemyoznaczác prawdopodobiénstwo tego, �ze przy optymalnejstrategii

(tzn. przy optymalnym wyborzeprogów)m losowych liczb z przedzia�u(0;1) uporz�adku-
jemywew�aściwy sposób.

Zak�adamy, �ze znanes�a ju�z liczby Pi dla i < m. Chcemywyznaczýc optymalneprogi
przypodzialenam przedzia�ówi obliczyć Pm.

Przypúsćmy, �ze liczb�e x damydo k-tego przedzia�u,tzn. x 2 [ak� 1;ak). Aby wszystkie
liczby uda�osi�e uporz�adkować w�aściwie,musz�abyć spe�nionedwawarunki:

1. Wśródpozosta�ychliczb mabyć dok�adniek � 1 liczb mniejszychod x i m� k liczb
wi �ekszychod x. Prawdopodobiénstwo tego zdarzeniaobliczamyzewzoruna liczb�e sukce-
sóww schemacieBernoulliego: sukcesemjestwylosowanieliczby mniejszejod x (prawdo-
podobiénstwo sukcesuwynosix); pora�zk �a— wylosowanieliczby wi �ekszejodx (prawdopo-
dobiénstwo pora�zki wynosi zatem1� x). Prawdopodobiénstwo uzyskaniadok�adniek � 1
sukcesóww m� 1 próbachBernoulliegowynosi

� m� 1
k� 1

�
xk� 1(1� x)m� k.

2. Zarównoliczby mniejszeod x, jak i wi �ekszeod x, musimyuporz�adkować poprawnie.
Prawdopodobiénstwo koniunkcji tychzdarzén niezale�znychwynosiPk� 1 � Pm� k.
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� �acznie,prawdopodobiénstwo poprawnego uporz�adkowaniawszystkichliczb wyniesie
w tym przypadku �

m� 1
k� 1

�
� Pk� 1 � Pm� k � xk� 1(1� x)m� k:

Przypúsćmy teraz,�zeliczb�e x umieszczamyw nast�epnym przedziale,tzn.x 2 [ak;ak+ 1).
Rozumuj�acanalogicznie,znajdujemywzórnaprawdopodobiénstwopoprawnegouporz�adko-
waniawszystkichliczb w tym przypadku:

�
m� 1

k

�
� Pk � Pm� k� 1 � xk(1� x)m� k� 1:

Prógak jest wyznaczony optymalnie,jeśli nierównósć x < ak jest równowa�znanierów-
ności

�
m� 1
k� 1

�
� Pk� 1 � Pm� k � xk� 1(1� x)m� k >

�
m� 1

k

�
� Pk � Pm� k� 1 � xk(1� x)m� k� 1:

Mianowicie liczb�e x wolimy zakwali�k ować do przedzia�u[ak� 1;ak) ni�z do przedzia�u
[ak;ak+ 1) wtedy i tylko wtedy, gdy prawdopodobiénstwo sukcesuw pierwszymprzypadku
jestwi �ekszeni�z w drugimprzypadku.Rozwi�a�zmy t�e nierównósć:

�
m� 1
k� 1

�
� Pk� 1 � Pm� k � xk� 1(1� x)m� k >

�
m� 1

k

�
� Pk � Pm� k� 1 � xk(1� x)m� k� 1;

(m� 1)!
(k � 1)! � (m� k)!

� Pk� 1 � Pm� k � (1� x) >
(m� 1)!

k! � (m� 1� k)!
� Pk � Pm� k� 1 � x;

1
m� k

� Pk� 1 � Pm� k � (1� x) >
1
k

� Pk � Pm� k� 1 � x;

k � Pk� 1 � Pm� k � (1� x) > (m� k) � Pk � Pm� k� 1 � x;

x <
k� Pk� 1 � Pm� k

k� Pk� 1 � Pm� k + (m� k) � Pk � Pm� k� 1
:

St �adotrzymujemywzórnaoptymalny prógak:

ak =
k� Pk� 1 � Pm� k

k� Pk� 1 � Pm� k + (m� k) � Pk � Pm� k� 1
: (1)

Terazwyznaczymyprawdopodobiénstwo sukcesuPm przy porz�adkowanium liczb. Po-
ka�zemytrzy sposobypost�epowania.Rozwi�azaniewykorzystuj�ace„matematyk�ewy�zsz�a” po-
lega na zastosowaniu rachunkuca�kowego. Mo�zna pokazác, �ze prawdopodobiénstwo Pm
wyra�zasi�e wzorem

Pm =
m� 1

å
i= 0

�
m� 1

i

�
� Pi � Pm� 1� i �

ai+ 1Z

ai

xi(1� x)m� 1� i dx:

Czytelnikowi znaj�acemuelementyrachunkuca�kowego poka�zemy teraz, w jaki sposób
mo�znaz tegowzoruotrzymác wzór rekurencyjny naPm. Mianowicie

Z
xi(1� x)m� 1� i dx =

R
å m� 1� i

j= 0 (� 1) j
� m� 1� j

j

�
xi+ j dx =
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= å m� 1� i
j= 0 (� 1) j

� m� 1� i
j

� R
xi+ j dx =

= å m� 1� i
j= 0 (� 1) j

� m� 1� i
j

�
� xi+ j+ 1

i+ j+ 1 + C:

Zatem
ai+ 1Z

ai

xi (1� x)m� 1� i dx =
m� 1� i

å
j= 0

(� 1) j
�

m� 1� i
j

�
�
ai+ j+ 1

i+ 1 � ai+ j+ 1
i

i + j + 1
;

sk�addostajemyostatecznie

Pm =
m� 1

å
i= 0

m� 1� i

å
j= 0

(� 1) j �
�

m� 1
i

�
�
�

m� 1� i
j

�
� Pi � Pm� 1� i �

ai+ j+ 1
i+ 1 � ai+ j+ 1

i

i + j + 1
: (2)

Terazju�z widzimy, w jaki sposóbmo�znaotrzymác wszystkiewartósciprogówi prawdo-
podobiénstwPm. Na pocz�atkuk�adziemy

P0 = P1 = 1 oraz P2 =
3
4

:

Progidlam= 2 te�z znamy:

a0 = 0; a1 =
1
2

; a2 = 1:

Nast�epniedla kolejnych m = 3; : : : ;9 najpierwobliczamywartósci progówze wzoru (1), a
nast�epniewartósć Pm zewzoru(2). Napisaniekrótkiegoprogramu,który obliczatewartósci,
jest ju�z spraw �a rutyny programistycznej.Do niniejszego opracowania jest do� �aczony taki
programo nazwieprogi.pas . A oto przybli�zonewartósci progówi prawdopodobiénstw,
otrzymanezapomoc�ategoprogramu:

m= 1 P1 = 1 a0 = 0,
a1 = 1.

m= 2 P2 = 0;75 a0 = 0,
a1 = 0;5,
a2 = 1.

m= 3 P3 = 0;519284 a0 = 0,
a1 = 0;272727,
a2 = 0;727273,
a3 = 1.
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m= 4 P4 = 0;343584 a0 = 0,
a1 = 0;187516,
a2 = 0;5,
a3 = 0;812484,
a4 = 1.

m= 5 P5 = 0;221406 a0 = 0,
a1 = 0;141935,
a2 = 0;380976,
a3 = 0;619024,
a4 = 0;858065,
a5 = 1.

m= 6 P6 = 0;140173 a0 = 0,
a1 = 0;114166,
a2 = 0;306086,
a3 = 0;5,
a4 = 0;693914,
a5 = 0;885834,
a6 = 1.

m= 7 P7 = 0;087637 a0 = 0,
a1 = 0;095446,
a2 = 0;255776,
a3 = 0;417492,
a4 = 0;582508,
a5 = 0;744224,
a6 = 0;904554,
a7 = 1.

m= 8 P8 = 0;054279 a0 = 0,
a1 = 0;081992;
a2 = 0;219591;
a3 = 0;358326;
a4 = 0;5,
a5 = 0;641674,
a6 = 0;780409,
a7 = 0;918008,
a8 = 1.
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m= 9 P9 = 0;033375 a0 = 0,
a1 = 0;071858,
a2 = 0;192359,
a3 = 0;313750,
a4 = 0;437932,
a5 = 0;562068,
a6 = 0;686250,
a7 = 0;807641,
a8 = 0;928142,
a9 = 1.

Terazpoka�zemydrug�a metod�e wyznaczeniaprogówi prawdopodobiénstwPm. Pomys�
polegana tym, by obliczyć prawdopodobiénstwo Pm w sytuacji,w której losujemyliczby z
du�zego zbioru f 0;1;2; : : : ;ng, a nast�epnieprzej́sć do granicy dla n ! ¥ . Oka�zesi�e, �ze nie
jestto bardzotrudne.

Przypúsćmy wi �ec, �ze wszystkieprogi i prawdopodobiénstwa Pi zosta�yobliczonedla
liczb i mniejszychod m. Wartósci progówa0, . . . , am obliczamyze wzoru (1). Musimy
obliczyćPm. Zauwa�zmynawst�epie,�zewszystkieprogii prawdopodobiénstwaPm s�aliczbami
wymiernymi. Wynika to natychmiastzewzorówrekurencyjnych(1) i (2). Weźmy wi �ecdu�z �a
liczb�en, przy tym tak�a,by wszystkieliczby ain by�y ca�kowite.

Przypúsćmy teraz,�zezapierwszymrazemwylosowaliśmyliczb�e k. Za�ó�zmy nast�epnie,
�zeain < k 6 ai+ 1n, czyli umieszczamyliczb�ek w przedzialeo numerzei + 1. Aby uda�osi�e
uporz�adkować wszystkieliczby, musimyw dalszymci �aguwylosować i liczb mniejszychod
k i pomýslnieuporz�adkowaćwszystkieliczby mniejszeodk i wszystkieliczby wi �ekszeodk.
Prawdopodobiénstwo tegowynosi

�
m� 1

k

�
� Pi � Pm� 1� i �

ki(n� k)m� 1� i

nm :

Sumuj�acpowszystkichk zprzedzia�u[ain+ 1;ai+ 1n], anast�epniepowszystkichprzedzia�ach
i przechodz�acdogranicy, otrzymamy

Pm = lim
n! ¥

m� 1

å
i= 0

�
m� 1

k

�
� Pi � Pm� 1� i �

ai+ 1n

å
k= ain+ 1

ki (n� k)m� 1� i

nm :

Przekszta�camywzórnaPm:

Pm = lim
n! ¥

m� 1

å
i= 0

�
m� 1

k

�
� Pi � Pm� 1� i �

ai+ 1n

å
k= ain+ 1

ki(n� k)m� 1� i

nm =

=
m� 1

å
i= 0

�
m� 1

k

�
� Pi � Pm� 1� i � lim

n! ¥

ai+ 1n

å
k= ain+ 1

ki(n� k)m� 1� i

nm =

=
m� 1

å
i= 0

�
m� 1

k

�
� Pi � Pm� 1� i�
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� lim
n! ¥

 
ain

å
k= 0

ki (n� k)m� 1� i

nm �
ai+ 1n

å
k= 0

ki(n� k)m� 1� i

nm

!

=

=
m� 1

å
i= 0

�
m� 1

k

�
� Pi � Pm� 1� i�

�

 

lim
n! ¥

ain

å
k= 0

ki (n� k)m� 1� i

nm � lim
n! ¥

ai+ 1n

å
k= 0

ki (n� k)m� 1� i

nm

!

:

Dla dowolnej liczby c obliczymyterazgranic�e

lim
n! ¥

cn

å
k= 0

ki(n� k)m� 1� i

nm :

NajpierwzewzorudwumianowegoNewtonadostajemy

ki (n� k)m� 1� i =
m� 1� i

å
j= 0

�
m� 1� i

j

�
� (� 1) j � nm� 1� i� jki+ j ;

czyli
ki(n� k)m� 1� i

nm =
m� 1� i

å
j= 0

�
m� 1� i

j

�
� (� 1) j �

ki+ j

ni+ j+ 1 :

Zatem

cn

å
k= 0

ki (n� k)m� 1� i

nm =
cn

å
k= 0

m� 1� i

å
j= 0

�
m� 1� i

j

�
� (� 1) j �

ki+ j

ni+ j+ 1 =

=
m� 1� i

å
j= 0

cn

å
k= 0

�
m� 1� i

j

�
� (� 1) j �

ki+ j

ni+ j+ 1 =

=
m� 1� i

å
j= 0

�
m� 1� i

j

�
�

(� 1) j

ni+ j+ 1 �
cn

å
k= 0

ki+ j :

Zajmijmy si�e terazsum�a
r
å

k= 0
kp, gdzie p i r s �a liczbami naturalnymi. Okazujesi�e, �ze

istniejewielomianWp(x) stopniap+ 1 taki, �ze

r

å
k= 0

kp = W(r):

Przyk�adytakichwielomianóws�a znanezeszko�y (s �a to typowezadanianaindukcj�e):

n

å
k= 0

k = 1+ 2+ : : :+ n =
n(n+ 1)

2
=

1
2

� n2 +
1
2

� n;

n

å
k= 0

k2 = 12 + 22 + : : :+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
=

1
3

� n3 +
1
2

� n2 +
1
6

� n;
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n

å
k= 0

k3 = 13 + 23 + : : :+ n3 =
n2(n+ 1)2

4
=

1
4

� n4 +
1
2

� n3 +
1
4

� n2:

Zatemwielomiany Wp(x) maj �apostác:

W1(x) =
1
2

x2 +
1
2

x;

W2(x) =
1
3

x3 +
1
2

x2 +
1
6

x;

W3(x) =
1
4

x4 +
1
2

x3 +
1
4

x:

Te trzy wielomiany znamyze szko�y. Potrzebnenam b�ed�a nast�epne. Mo�zna je znalézć
w ksi �a�zce[20] lub wyznaczýc np.zapomoc�aprogramuDerive. Oto one:

W4(x) =
1
5

x5 +
1
2

x4 +
1
3

x3 �
1
30

x;

W5(x) =
1
6

x6 +
1
2

x5 +
5
12

x4 �
1
12

x2;

W6(x) =
1
7

x7 +
1
2

x6 +
1
2

x5 �
1
6

x3 +
1
42

x;

W7(x) =
1
8

x8 +
1
2

x7 +
7
12

x6 �
7
24

x4 +
1
12

x2;

W8(x) =
1
9

x9 +
1
2

x8 +
2
3

x7 �
7
15

x5 +
2
9

x3 �
1
30

x;

W9(x) =
1
10

x10+
1
2

x9 +
3
4

x8 �
7
10

x6 +
1
2

x4 �
3
20

x2:

Zauwa�zamy, �zete wielomiany maj�anast�epuj�ac�apostác:

Wp(x) =
1
p

� xp+ 1 + Vp(x);

gdzieVp jestwielomianemstopniap. Zatem

cn

å
k= 0

kp =
cp+ 1np+ 1

p+ 1
+ Vp(cn):

St �adwynika, �ze

lim
n! ¥

1
np+ 1 �

cn

å
k= 0

kp = lim
n! ¥

cp+ 1

p+ 1
+

Vp(cn)
np+ 1 =

cp+ 1

p+ 1
;

gdy�z wielomianVp(cn) jeststopniap i lim
n! ¥

Vp(cn)
np+ 1 = 0. Zatem

lim
n! ¥

cn

å
k= 0

ki (n� k)m� 1� i

nm = lim
n! ¥

m� 1� i

å
j= 0

�
m� 1� i

j

�
�

(� 1) j

ni+ j+ 1 �
cn

å
k= 0

ki+ j =
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=
m� 1� i

å
j= 0

(� 1) j �
�

m� 1� i
j

�
� lim

n! ¥

1
ni+ j+ 1 �

cn

å
k= 0

ki+ j :

=
m� 1� i

å
j= 0

(� 1) j �
�

m� 1� i
j

�
�

ci+ j+ 1

i + j + 1
:

St �addostajemy

lim
n! ¥

ai+ 1n

å
k= 0

ki (n� k)m� 1� i

nm =
m� 1� i

å
j= 0

(� 1) j �
�

m� 1� i
j

�
�

ai+ j+ 1
i+ 1

i + j + 1
;

lim
n! ¥

ain

å
k= 0

ki (n� k)m� 1� i

nm =
m� 1� i

å
j= 0

(� 1) j �
�

m� 1� i
j

�
�

ai+ j+ 1
i

i + j + 1
;

czyli

lim
n! ¥

ai+ 1n

å
k= 0

ki (n� k)m� 1� i

nm � lim
n! ¥

ain

å
k= 0

ki (n� k)m� 1� i

nm =

=
m� 1� i

å
j= 0

(� 1) j �
�

m� 1� i
j

�
�
ai+ j+ 1

i+ 1 � ai+ j+ 1
i

i + j + 1
:

Podstawiaj �act�e ró�znic�egranicdowzorunaPm, otrzymujemywzór rekurencyjny (2).

Pm =
m� 1

å
i= 0

m� 1� i

å
j= 0

(� 1) j �
�

m� 1
i

�
�
�

m� 1� i
j

�
� Pi � Pm� 1� i �

ai+ j+ 1
i+ 1 � ai+ j+ 1

i

i + j + 1
: (2)

WreszcienaszkicujemytrzecisposóbwyznaczeniaprawdopodobiénstwaPm. Jésli znamy
ju�z progi w grzez m liczbami,to piszemyprogramsymuluj�acy nasz�a gr�e. Wykonujemynp.
milion (lub lepiej 10 milionów) próbi zliczamy, ile by�o udanych. Stosunekliczby udanych
próbdo wszystkichmo�zemyprzyj �ać zaprawdopodobiénstwo sukcesu.T�e metod�e przyj�eto
w programiewzorcowym.
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Karol Cw alina
Tre±¢ zadania, Opraco wanie

Šukasz Ko walik
Program

Misie-P atysie

Bolek i Lolek bawi¡ si¦ w gr¦ o swojskobrzmi¡cej nazwie misie-patysie. Aby zagra¢ w misie-
patysie wystarczy mie¢ troch¦ misió w oraz równie nieokre±lon¡ liczb¦ pat ysió w, które tworz¡
razempul¦ gry . Trzeba te»wybra¢ dowoln¡ liczb¦ naturaln¡, któr¡ zgodnie z tradycj¡ nazywa
si¦ MP-ograniczeniem .

Pierwszy ruch nale»y do Bolka, który mo»ezabra¢ z puli pewn¡ dodatni¡ liczb¦ misiów
albo patysiów. Mo»ete» jednocze±niewzi¡¢ i misie, i patysie, ale tylko je±li jednych i drugich
bierze tyle samo i wi¦ cej od zera. Oczywi±cienie mo»na zabra¢ wi¦ cej misiów ni» jest ich w
puli | podobnie z patysiami. Co wi¦ cej ani jednych, ani drugich nie mo»nawzi¡¢ wi¦ cej ni»
wynosi MP-ograniczenie.

Kolejne ruchy wykonywanes¡ na przemian wedªug tych samych reguª. Wygrywa ten z
graczy,po któregoruchu pula pozostaniepusta. Twoim celemjest pomóc Bolkowi w odniesieniu
zwyci¦stwa nad Lolkiem.

Zadanie

Zadanie polega na napisaniu moduªu, który po skompilowaniuz odpowiednim programem gra-
j¡cym b¦ dzie graª jako Bolek. Na potrzeby tego zadania otrzymasz uproszczonyprogram gra-
j¡cy, który pozwoli Ci przetestowa¢rozwi¡zanie. Twój moduª powinien zawiera¢ nast¦puj¡c e
dwie procedury (funkcje):

� procedure poczatek (m, p, mpo : LongInt) lub
void poczatek (int m, int p, int mpo)
Ta procedura (funkcja) b¦ dzie wywoªanatylko raz, na pocz¡tku rozgrywki. Mo»eszjej
u»y¢by zainicjalizowa¢ zmienne lub struktury danych potrzebnepodczasrozgrywki. Pa-
rametry m, p oraz mpo zawieraj¡ odpowiednio liczb¦ misiów i patysiów w puli gry oraz
MP-ograniczenie. Liczby Misiów i Patysiów w puli b¦ d¡ zawszedodatnie i niewi¦ksze
ni» 107. MP-ograniczenie b¦ dzie dodatnie i niewi¦ksze ni» 106.

� procedure ruch_bolka (m, p : LongInt; var bm, bp : LongInt) lub
void ruch_bolka (int m, int p, int *bm, int *bp)
Ta procedura (funkcja) powinna wyznaczy¢kolejny ruch Bolka. Przekazanejej para-
metry m i p zawieraj¡ odpowiednio liczb¦ misiów i patysiów w puli gry pozostaªychpo
ostatnim ruchu Lolka. Warto±ci parametrów przekazanychprzy pierwszym wywoªaniu
procedury (funkcji) ruch_bolka s¡ takie same jak odpowiednie warto±ci parametrów
przekazanychdo procedury (funkcji) poczatek . Przed zako«czeniemwykonania proce-
dury zmienne bm, bp ( *bm i *bp w j¦zyku C/C++) powinny zawiera¢, odpowiednio,
liczb¦ misiów i patysiów wzi¦tych przezBolka z puli.

Twój moduª nie mo»e otwiera¢ »adnych plików ani korzysta¢ ze standardowego wej-
±cia/wyj±cia. Je±li twój program wykona niedozwolon¡ operacj¦, w tym np. procedura
ruch_bolka zwróci ruch niezgodny z zasadami gry, jego dziaªanie zostanie przerwane. W
tym przypadku dostaniesz0 punktów za dany test.
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132 Misie-Patysie

Je±li Twój program przegra rozgrywk¦, dostaniesz0 punktów za test. Je±li wygra, dosta-
niesz maksymaln¡ przewidzian¡ za dany test liczb¦ punktów. Dla ka»dego testu, na którym
zostanieuruchomiony Twój program, Bolek mo»ewygra¢, niezale»nieod ruchów Lolka.

Pliki (P ascal)

W katalogu mis_pas znajdziesznast¦puj¡c e pliki:

� mis.pas { szkielet moduªu graj¡cego zawieraj¡cy puste procedury poczatek i
ruch_bolka . Powiniene±napisa¢kod tych procedur.

� graj.pas { uproszczonyprogram generuj¡cy rozgrywk¦. Ruchy Lolka wykonywanes¡
zgodnie z bardzo prost¡ strategi¡, natomiast ruchy Bolka wyznaczanes¡ przez wywoªy-
wanie procedur moduªu graj¡cego mis.pas . Mo»eszu»y¢tego programu do testowania
swojego moduªu graj¡cego.

Pliki (C/C++)

W katalogu mis_c / mis_cpp znajdziesznast¦puj¡c e pliki:

� mis.h { plik zawieraj¡cy nagªówki funkcji poczatek i ruch_bolka .

� mis.c / mis.cpp { szkielet moduªu graj¡cego zawieraj¡cy puste de�nicje funkcji zade-
klarowanychw pliku nagªówkowymmis.h . Powiniene±napisa¢kod tych funkcji.

� graj.c / graj.cpp { uproszczonyprogram generuj¡cy rozgrywk¦. Ruchy Lolka wyko-
nywanes¡ zgodnie z bardzoprost¡ strategi¡, natomiast ruchy Bolka wyznaczanes¡ przez
wywoªywanieprocedur moduªu graj¡cego mis.c / mis.cpp . Mo»eszu»y¢tego programu
do testowania swojego moduªu graj¡cego.

Rozwi¡zanie

Wynikiem Twojej pracy powinien by¢ tylko jeden plik mis.c , mis.cpp lub mis.pas , ale nie
kilka równocze±nie.

Przykªad

Rozgrywkamo»eprzebiega¢nast¦puj¡c o:
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Wywoªanie Opis
poczatek(7, 2, 3); jest 7 Misiów, 2 Patysie, a MP-ograniczenie=3

ruch_bolka (7, 2, bm, bp); lub pierwszy ruch
ruch_bolka (7, 2, &bm, &bp); Bolek bierze z puli 1 misia i 1 patysia; zostaje 6

misiów i 1 paty±

ruch_bolka (3, 1, bm, bp); lub Lolek wzi¡ª z puli 3 misie; zostaªy3 misie i 1 paty±
ruch_bolka (3, 1, &bm, &bp); Bolek bierzez puli 1 misia; zostaj¡ 2 misie i 1 paty±

ruch_bolka (1, 0, bm, bp); lub Lolek wzi¡ª z puli 1 misia i 1 patysia; zostaª1 mi±
i 0 patysiów

ruch_bolka (1, 0, &bm, &bp); Bolek bierze z puli 1 misia i wygrywa

Rozwi¡zanie
�Zebyz powodzeniemgrác w Misie-Patysie,musimyw ka�zdymmomenciegry potra� ć okre-
ślić optymalny ruch. Optymalny to znaczytaki, by niezale�znieod gry naszegoprzeciwnika,
rozgrywkazakończy�asi�e nasz�a wygran�a. Spróbujmy wi �ec dokonác krótkiego przegl �adu
metod,którymi moglibyśmysi�e kierować przywyborzeruchu.

Najprostsz�astrategi �a,banaln�aw implementacji,jeststrategia losowa. Jakjednakpóźniej
poka�zemy, stosuj�acy j �agraczjestniemalpewnymprzegranymw starciuz rozs�adniegraj �acym
przeciwnikiem.

Inn �a metod�a, cz�estospotykan�a w próbachrozwi �azán problemówdecyzyjnych, jest po-
szukiwaniealgorytmuzach�annego. Algorytm taki pobie�znieanalizujedost�epnemu danei
wybieraten z mo�zliwych ruchów, który wydajesi�e najkorzystniejszyw aktualnejsytuacji.
Przyk�ademzagadnienia,dla którego istnieje intuicyjny algorytm zach�anny, jest problem
wydawaniareszty: dysponuj�acmonetamio okréslonych nomina�ach,chcemywydać okre-
ślon�a kwot�e pieni�edzyw jak najmniejszejliczbie monet. Zach�annametodapost�epowania
polega w tym przypadkuna braniunajwy�zszychnomina�ów, które nie powoduj�a przekro-
czeniakwoty do wydania. Niestetyw naszejgrze ci�e�zko wskazác, czym mielibyśmy si�e
kierować przywartósciowaniuruchów.

Istnieje jeszczetrzecia,niezawodnametoda,polegaj�acana przegl �adaniuca�ego drzewa
gry, czyli symulowaniuwszystkichmo�zliwych rozgryweki wyborzetakiegoruchu,który we
wszystkichrozgrywkachumo�zliwia� odniesieniezwyci�estwa. W�aściwie przy próbieana-
lizy dowolnej popularnejgry, pr�edzejczy później, dochodzisi�e do tej metody— tak jestw
przypadkuszachówlub go. Być mo�zetrudnai pracoch�onnaanalizajestw�aśnieprzyczyn�a
sukcesutychgier, gdy�z gwarantuj�aw tensposóbciekaw �a i nieprzewidywaln�arozgrywk�e.

Przeszukiw anie drzew a gry

Jak ju�z wspomnielísmy, metodata jest nies�ychaniepracoch�onna,pomimo to spróbujmy
zapisác odpowiedni algorytm,a nast�epniego zmody�kować. Dla wygodyniechµ oznacza
MP-ograniczenie.

1: function czyWygrywajaca(m, p : longint) : boolean;
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134 Misie-Patysie

2: f m — liczba misiów, p — liczba patysiów w puli g
3: f true gdy zaczynaj�acy ma dla tej puli strategi�e wygrywaj �ac�ag
4: var i : longint;
5: begin
6: if m=0 and p=0 then exit(false);
7: for i := 1 to MIN(m, µ) do
8: if not czyWygrywajaca(m-i, p) then exit(true);
9: for i := 1 to MIN(p, µ) do

10: if not czyWygrywajaca(m, p-i) then exit(true);
11: for i := 1 to MIN(m, p, µ) do
12: if not czyWygrywajaca(m-i, p-i) then exit(true);
13: czyWygrywajaca := false;
14: end;
15:

16: procedure ruch_bolka(m, p : longint; var bm, bp : longint);
17: var i : longint;
18: begin
19: f próbujemy zabrác misie...g
20: for i := 1 to MIN(m, µ) do
21: if not czyWygrywajaca(m-i, p) then begin
22: bm := i; bp := 0;
23: exit;
24: end;
25:

26: f ...a teraz patysie...g
27: for i := 1 to MIN(p, µ) do
28: if not czyWygrywajaca(m, p-i) then begin
29: bm := 0; bp := i;
30: exit;
31: end;
32:

33: f ...a teraz jedne i drugieg
34: for bm := 1 to MIN(m, p, µ) do
35: if not czyWygrywajaca(m-bm, p-bp) then begin
36: bm := i; bp := i;
37: exit;
38: end;
39: f b� �ad: nie istnieje ruch wygrywaj �acy dla Bolkag
40: end;

Programrealizuj�acy metod�e przeszukiwaniaca�ego drzewa gry zosta�przedstawiony w
pliku mis3.pas .

Wprawdzie tak zapisany algorytm jest poprawny, ale jego z�o�zonósć jest wyk�adnicza.
Dziejesi�e tak, bo chóc liczbawszystkichmo�zliwych stanówgry wynosi (m+ 1)( p+ 1), to
funkcjaczyWygrywajacajestwywo�ywanabardzowielerazydlatychsamychargumentów, a
ka�zdetakiewywo�anieoznaczakolejnewywo�ania.Takarozrzutnósć jestniepotrzebna— raz
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obliczonewyniki mog�a zostác zapami�etane,a to ju�z prowadzido rozwi �azaniao z�o�zonósci
O(mpµ).

Algorytm dynamiczn y

Wspomnianeusprawnienie,polegaj�acena zapami�etywaniu wyników funkcji czyWygrywa-
jaca, nosi nazw�e spami�etywaniai jestbardzobliskie innej wa�znej techniceprogramowania
zwanejprogramowaniemdynamicznym.

Zauwa�zmy, �zeprzedstawiony wy�zej algorytmprowadzido wywo�ań funkcji dla wszyst-
kich mo�zliwych parargumentów, nic niestoiwi �ecnaprzeszkodzie,byśmyw fazieinicjaliza-
cji naszejgry zbudowali tablic�e,któragromadzi�abywyniki wszystkichmo�zliwych wywo�ań
funkcji, a dopieropotemprzyst�apili do rozgrywki. W naszymprzypadkuodpowiedź dla ko-
lejnych (wi �ekszych)pul okréslamyznaj�acwyniki dla niektórychpoprzednich(mniejszych)
— i to jestw�aśnieistotaprogramowaniadynamicznego.

Niestety, chóc osi �agn�eliśmy ju�z wiele, dysponujemybardzowolnym rozwi �azaniem,o
skrajniedu�zychwymaganiachpami�eciowych,któresi�e nawet zwi�ekszy�ypo wprowadzeniu
spami�etywania/programowaniadynamicznego. Musimy wi �ec dokonác pewnych zmian w
naszymalgorytmie— napocz�atkuzmienimyschematobliczén dynamicznych.

W podej́sciuwzorowanym nametodzieobliczaniafunkcji czyWygrywaj�aca, abypoznác
wynik dla kolejnej puli, musimy„zebrác” rezultatydla mniejszychpul. Tym razemspró-
bujmy natomiast„rozpropagować” pewien wynik ju�z w momenciejego otrzymania.W tym
celuzauwa�zmy, �zepula(m,p), sk�adaj�acasi�ez mmisiów i p patysiów, jestwygrywaj �acajeśli
dla pewnego1 6 i 6 µ chóc jednaz pul (m� i,p), (m,p� i), (m� i,p� i) jestprzegrywaj �aca
— zatempo znalezieniupuli przegrywaj �acej(m,p) od razumo�zemyuznác pule (m+ i,p),
(m,p+ i) i (m+ i,p+ i), gdzie1 6 i 6 µ, zawygrywaj �ace.

To prowadzidonast�epuj�acegoprogramu,który zosta�przedstawiony w pliku mis2.pas .

1: var czyWygrywajaca : array [0..MaxM,0..MaxP] of boolean = { false};
2: f MaxM, MaxP — maksymalneliczby misiów i patysiów w puli g
3: f ca��a tablic�e wype�niamy wartósciami falseg
4:

5: procedure poczatek(m, p, µ : longint);
6: var i, im, ip : longint;
7: begin
8: for im := 0 to MaxM do
9: for ip := 0 to MaxP do

10: if not czyWygrywajaca then begin
11: for i := 1 to MIN(µ, MaxM-im) do
12: czyWygrywajaca[im+i,ip] := true;
13: for i := 1 to MIN(µ, MaxP-ip) do
14: czyWygrywajaca[im,ip+i] := true;
15: for i := 1 to MIN(µ, MaxM-im, MaxP-ip) do
16: czyWygrywajaca[im+i,ip+i] := true;
17: end;
18: end;
19:
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20: procedure ruch_bolka(m, p : longint; var bm, bp : longint);
21: f treść tej procedurypozostajeprawie taka samag
22: f nawiasy po czyWygrywajaca powinny być kwadratowe, a nie okr �ag�eg

Zauwa�zmy, �zew ka�zdejkolumnietablicy niewi �ecejni�z co (µ+ 1)-szapozycjajestprze-
grywaj �aca,bo ka�zdej takiej odpowiadaµ pozycji wygrywaj �acych. Tym samymz�o�zonósć
tegoalgorytmuwynosiO(mp) i jak si�eprzekonamy, jestondoskona�ympunktemwyj ściado
dalszychbadán. Musimy jednakznalézć zupe�nienowespojrzenienazadanie,którepozwoli
namusprawnić algorytm.

Przypadki szczególne

Bardzocz�estorozwa�zenieprzypadkówszczególnychmo�zenasnaprowadzíc natrop w�aści-
wegorozwi �azania.My rozwa�zymydwatakieprzypadki:

a) gdy pulask�adasi�e z samychMisiów;

b) gdy µ = ¥ , czyli innymi s�owy niemaMP-ograniczenia.

Przypadeka) jestbardzoprosty— dwóchgraczynaprzemianwybieraliczby naturalne
ze zbioru f 1; : : : ;µg, a zwyci�ezc�a jest ten, który doprowadzi do tego, by sumawybranych
liczb by�arównam. Odrobinapraktykipozwalazauwa�zyć, �zeBolek(zaczynaj�acy gracz)jest
skazany napora�zk�ewtedyi tylko wtedy, gdym dzieli si�e przez(µ+ 1).

Dziejesi�e tak, gdy�z Lolek mo�zetak grać, by sumajego liczby i liczby wybranejchwil�e
wczésniej przezprzeciwnikaby�a równa (µ+ 1). Z drugiej strony, gdy (µ+ 1) nie dzieli
m, to Bolek mastrategi�e wygrywaj �ac�a,gdy�z mo�zewybrać liczb�e mmod (µ+ 1) i postawić
Lolka w sytuacjigraczazaczynaj�acego,gdynowem:= m� (m mod (µ+ 1)) dzieli si�eprzez
(µ+ 1).

To ju�z coś — potra�my dobrzegrác w przypadkujednowymiarowym. Ale czy wnosi
to cokolwiek do oryginalnych Misiów-Patysiów? Na szcz�eścietak: sugerujenam, �ze cza-
samimo�znaswoimi ruchamidope�niác ruchprzeciwnikadod�ugósci (µ+ 1), a w rezultacie
przestác si�e przejmować MP-ograniczeniem.

Aby to pokazác, opiszemynajpierw gr�e dualn�a do Misiów-Patysiów, po czym na jej
przyk�adziepoka�zemyjak zapomniéc o MP-ograniczeniu.O Misiach-Patysiachmo�znamia-
nowicie myśléc w nast�epuj�acy sposób:nanieskończonejszachownicy, zajmuj�acejpierwsz�a
ćwiartk�e uk�aduwspó�rz�ednych, postawiono hetmana.W pojedynczymruchumo�ze si�e on
przesun�ać w lewo, w dó� lub po skosiew lewo-dó�, nie wi �ecej jednakni�z o µ. Graczena
przemianwykonuj�a ruchy, a wygrywa tenz nich, który doprowadzihetmanaw lewy-dolny
rógszachownicy.

Ta gra jest faktycznieto�zsamaz nasz�a, gdy�z mo�zemysi�e umówić, �zewierszi kolumna
(numerowaneod0), naktórychstoihetman,odpowiadaj�aliczbiemisiów i patysióww puli w
danym momencie.Ruch�gury zásodpowiadazabraniupewnej ich liczby.

Potakimprzygotowaniupoka�zemy, �zezachodzinast�epuj�acy

Lemat 1 Niech m= mmod (µ+ 1), p = p mod (µ+ 1).
WówczasczyWygrywaj �aca(m; p) = czyWygrywaj�aca(m; p).
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Dowód Myśl �aco dualízmiepomi�edzygrami,podzielmyszachownic�e na kwadratyo boku
(µ+ 1) i okréslmynast�epuj�ac�astrategi�egry:

� gdy przeciwnikw swoim ostatnimruchuprzeniós�hetmanapomi�edzydwomakwa-
dratami,wykonujemytaki ruch, by w efekcietego przesuni�eciai ruchuprzeciwnika
zmieni�si�e kwadrat,aleniepo�o�zeniehetmanaw kwadracie;

� w przeciwnym przypadkuwykonujemytaki ruch,jaki byśmywykonali stoj �acnapolu
(m; p), ew. dowolny, jeśli stoimyw lewym-dolnymrogukwadratu(to si�emo�zezdarzýc
tylko wtedy, gdynie b�edziemyzaczynác z pozycjiwygrywaj �acej).

Zauwa�zmy, �ze jeśli czyWygrywaj�aca(m; p) = true, to powy�zszastrategia pokazuje,�ze
czyWygrywaj�aca(m; p) = true. Na gr�e mo�zemybowiem wtedy patrzéc jak na rozgrywk�e
toczon�awewn �atrzpojedynczegokwadratu,której celemjestdojściedo jego lewego-dolnego
rogu— wystarczypomin�ać teparyruchów, któreniezmieniaj�apo�o�zeniahetmanaw kwadra-
cie. A za�o�zyliśmy, �zedlagry w kwadracieistniejestrategiawygrywaj �acadlazaczynaj�acego.
Podobniemo�znapokazác, �zejeśli:

czyWygrywaj �aca(m; p) = false, to czyWygrywaj �aca(m; p) = false.
Dopóki bowiem Bolek zmienia kwadrat, w którym stoi �gura, Lolek wykorzystuje
pierwszy punkt strategii, wi �ec gdy pierwszy z graczy wykonuje ruchy, to stale
czyWygrywaj�aca(m; p) = false; w pewnym momenciejednakBolek musi wykonác ruch
wewn �atrzkwadratu,przesuwaj �acsi�e do pola(m0; p0) takiego, �zeczyWygrywaj�aca(m0; p0) =
true, awtedyju�z Lolek b�edziesi�eznajdowa�w sytuacjiopisanejwewczésniejszymakapicie.

�

Tym samymwystarczywyznaczeniekawa�ka czyWygrywaj�aca[0..µ,0..µ], a w nim nie
ma ju�z sensupoj�ecieMP-ograniczenia,gdy�z w rozwa�zanych pulachnie b�edzienigdy wi �e-
cej ni�z µ misiów i µ patysiów. Jednoczésnie z�o�zonósć rozwi �azaniazmniejszy�asi�e do
O(min(µ2;mp)) .

Brak MP-ograniczenia

Jaksi�e okaza�o,przypadektenw sposóbjak najbardziejnaturalny wyp�yn �a� w naszychroz-
wa�zaniach.

Przypatrzmysi�eterazsposobowi, w jaki wype�niamytablic�eczyWygrywajaca. Napocz�a-
tek przyjmijmy de�nicj �e: k-t �a przek �atn �a macierzyA nazywamytaki zbiór jej pozycji ai; j ,
�zei � j = k. Procedur�epoczatekmo�zemyprzepisác w nast�epuj�acejpostaci:

1: procedure poczatek(m, p, µ : longint);
2: f wype�nia pola czyWygrywaj�aca[i,j] dla i; j 6 µ g
3: var im, ip : longint
4: begin
5: wype�nij tablic�e czyWygrywajaca wartósciami UNDEF
6: for im := 0 to µ do begin
7: niech ip b�edzie najmniejszenieujemnetakie, �ze czyWygrywajaca[im,ip]

jest UNDEF;
8: czyWygrywajaca[im,ip] := false;
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9: „zaznacz” im-ty wiersz: wartósci UNDEF zamién na true;
10: „zaznacz” ip-t �a kolumn�e: wartósci UNDEF zamién na true;
11: „zaznacz” (im� ip)-t �a przek�atn �a: wartósci UNDEF zamién na true;
12: end;
13: end;

W tym momenciejestésmyju�z o krok od rozwi �azanialiniowego.
Przedewszystkim zauwa�zmy, �ze skoro w ka�zdej kolumnie tablicy jest tylko jedno

pole z wartósci �a false, moglibyśmy zrezygnować z zapisywania wartósci true w tablicy,
a zamiasttego dla ka�zdego numerum kolumny zapisywać numer p wierszatakiego, �ze
czyWygrywaj�aca(m; p) = false. „Zaznaczenie”wiersza,kolumny lub przek�atnejmo�znaby
wtedywykonác w czasiesta�ym.

Co wi �ecej,poniewa�z czyWygrywaj�aca(m; p) = czyWygrywaj�aca(p;m), to w chwili zna-
lezieniaodpowiedniej pary (m; p) mo�zemy jednoczésnie „zaznaczác” pola dla przypadku
(p;m). Takiepost�epowaniepozwalaz kolei �atwo znajdować ip (7. wierszkodu),gdy�z pole
(im; ip) musi le�zéc na nast�epnejprzek�atnej tablicy w stosunkudo poprzednioznalezionej
pary.

Ca�ósć zmianprowadzido algorytmuwzorcowegoo czasowej i pami�eciowej z�o�zonósci
O(µ).

Odpowiednieprogramyzapisanes�aw plikachmis.pas , mis.c i mis.cpp .

Inne rozwi¡zania

Wszystkiepoprawnerozwi �azanias�a prawdopodobniemniej lub bardziejzbli�zonedo przed-
stawionegoprzeznasrozwi �azaniawzorcowego,ew. doktórej́sz przedstawionychwy�zej jego
nieefektywnychwersji.

Spósród rozwi �azán niepoprawnych ci�e�zko wybrać jakieś szczególnie interesuj�ace —
godnezauwa�zeniajest chybatylko, �ze poniewa�z w ka�zdej kolumnie i wierszuco (µ+ 1)-
szepole jest wygrywaj �ace,to prawdopodobiénstwo zwyci�estwa w przypadkupos�ugiwania
si�e strategi �a losow �a wynosi mniej wi �ecej( 1

� ) l iczbaruchÂow, a wi �ec jest skrajniema�e. Śmia�o
mo�znawysun�ać hipotez�e, �zerównieci�e�zko w tensposóbzwyci�e�zyć, cou�o�zyć puzzlerzuca-
j �acnimi o ścian�e. Aby umo�zliwi ć wszystkimch�etnym wypróbowaniew�asnejcierpliwości,
strategia losowa zosta�azaimplementowanaw pliku misb2.pas — nie radzimyjednakcze-
kać nazwyci�estwo tegoprogramudladu�zychtestów.

Testy

Rozwi�azaniazawodnikówby�y sprawdzanenazestawie 12 testów, z których1a i 1b oraz4a
i 4b zosta�yzgrupowane— abydostác punktyzagrup�e,nale�za�ozaliczýc obatestyz grupy.
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nr testu m p µ opis
1a 2 2 5 Poprawnościowy; p < µ.
1b 5 5 5 Poprawnościowy.
2 100 800 15 Wydajnósciowy (odsiewawyk�adnicze).
3 501 501 1 j.w.
4a 50000 20 1000 OdsiewaO(mp) bezdynamicznejalokacjipami�eci.
4b 20 50000 1000 j. w.
5 105 105 50 Wydajnósciowy (odsiewaO(mp)).
6 123456 654321 98765 Wydajnósciowy.
7 107 1 106 j. w.
8 99999 99999 106 j. w.
9 106 106 2�106 j. w.
10 107 107 106 Wydajnósciowy, maksymalny.

Rozwi �azaniewyk�adniczeprzechodzitesty1a,1b. Algorytmy o z�o�zonósci Q(mp), bez
dynamicznego przydzia�upami�eci — 1a,1b, 2, 3; Q(mp) z dynamicznym przydzia�empa-
mi�eci — 1a,1b, 2, 3, 4a,4b; Q(µ2) wszystkietestydo 5 w� �acznie. Testy6-10 przechodzi
jedynierozwi �azaniewzorcowe.
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Karol Cw alina
Tre±¢ zadania, Opraco wanie

Piotr Sankowski
Program

Wsc hód-Zac hód

Umowy mi¦ dzynarodowepodpisaneprzezWielce RozlegªePa«stwonakªadaj¡ na nie obowi¡zek
tranzytowy | musi ono umo»liwi¢ przewiezieniekolej¡ odpadów nuklearnych z elektrowni u
wschodniegos¡siada do punktówutylizacji zazachodni¡ granic¡. Wzgl¦dy ekologicznenakazuj¡
tak¡ organizacj¦ ruchu, by poci¡gi z odpadami jak najszybciej opu±ciªyterytorium kraju.

Sie¢ kolejowa w tym pa«stwie ma bardzo szczególn¡ struktur¦. Skªadasi¦ ona z n miast-
w¦zªów kolejowychoraz n � 1 dwukierunkowychodcinków torów, ª¡cz¡cych miasta-w¦zªy. Mi¦-
dzy ka»dymi dwoma miastami istnieje mo»liwo±¢przejazdu. Ponadto istnieje taki odcinek
sieci, którego ko«ce nie s¡ miastami granicznymi, oraz ka»dy przejazd z miasta na granicy
wschodniej do miasta na granicy zachodniej prowadzi przezten odcinek.

Wszystkie poci¡gi z odpadami przyje»d»aj¡ na granic¦ wschodni¡ tego samego dnia przed
±witem, przy czym ka»dyz nich do innego miasta. Ze wzgl¦du na niebezpiecze«stwowypadku
poci¡gi je»d»¡ tylko w dzie« i po »adnymodcinku nie mo»ejednocze±niejecha¢wi¦ cej ni» jeden
poci¡g z odpadami, natomiast dowolniewiele takich poci¡gów mo»eoczekiwa¢w mie±cie-w¦¹le.
Dodatkowo przejechanie jednego odcinka zajmuje poci¡gowi jeden dzie«. Ruch musi by¢ tak
zorganizowany,by ka»dypoci¡g z odpadami dojechaªdo innegoprzej±ciana granicy zachodniej.

Ile co najmniej dni poci¡gi z odpadami musz¡ sp¦ dzi¢ na terytorium Wielce Rozlegªego
Pa«stwa?

Zadanie

Zadanie polega na napisaniu programu, który:

� wczyta ze standardowego wej±ciaopis sieci kolejowej i przej±¢granicznych, do których
przyjechaªy poci¡gi z odpadami;

� wyznaczyminimaln¡ liczb¦ dni, jakie musi trwa¢ tranzyt;

� wypiszeznalezion¡ liczb¦ na standardowewyj±cie.

W ej±cie

Pierwsza linia wej±cia zawiera trzy pooddzielane pojedynczymi odst¦pami liczby naturalne
1 6 n; w;z 6 106, n > w + z + 2. Liczba n oznacza liczb¦ miast-w¦zªów (s¡ one ponu-
merowaneod 1 do n), za±w i z oznaczaj¡ liczby przej±¢granicznych odpowiednio na granicy
wschodniej i zachodniej. Przej±cia na granicy wschodniej oznaczones¡ liczbami 1; : : : ;w, za±
na zachodniej liczbami n � z + 1; : : : ;n.

W kolejnych n � 1 liniach znajduje si¦ opis odcinków sieci kolejowej. Ka»da linia opisu
zawiera dwie ró»ne liczby naturalne oddzielone pojedynczym odst¦pem, 1 6 a;b 6 n. S¡ to
numery miast-w¦zªów poª¡czonych odcinkiem torów.

W n + 1-ej linii znajduje si¦ jedna liczba naturalna p, 1 6 p 6 w, 1 6 p 6 z, oznaczaj¡ca
liczb¦ poci¡gów z odpadami. W nast¦pnej (i ostatniej) linii wej±ciaznajduje si¦ p, pooddziela-
nych pojedynczymi odst¦pami, ró»nychliczb naturalnych, z których ka»dajest nie wi¦ksza ni»
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w. S¡ to numery przej±¢granicznych na granicy wschodniej, do których przyjechaªy poci¡gi z
odpadami.

Wyj±cie

Pierwsza i jedyna linia wyj±cia powinna zawiera¢ dokªadnie jedn¡ liczb¦ caªkowit¡, równ¡
minimalnej liczbie dni, jakie odpady musz¡ sp¦ dzi¢ na terytorium pa«stwa.

Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
9 2 3
1 3
2 3
4 3
4 5
4 6
7 4
5 8
9 6
2
1 2

poprawnym wynikiem jest:
4

9

8

7

6

5 4 3

2

1

Strzaøkiprzedstawiaj Îa ruchpociÎag�w w kolejnych dniachdla jednejz optymalnych orga-
nizacji ruchukolejowego Ð pÎetlaoznacza,Çzedanego dniapociÎagstaøw mieÂscie-wÎeÂzle.

Rozwi¡zanie

Chwila namys�upozwalawyrobić w sobieprzekonanie,�zestawianeprzednamizadaniejest
w istocieproblememgrafowym. I tak faktyczniejest: miasta-w�ez�ys�a wierzcho�kamigrafu,
zás po� �aczeniakolejowe jego kraw�edziami.To mo�zew pewien sposóbukierunkować nasze
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poszukiwaniarozwi �azania,bo dla grafów opracowanoju�z bardzowiele efektywnych algo-
rytmów, np. przechodzeniawszerzlub w g� �ab. Niemniejjednak,problemwydajesi�eopierác
nachalnym próbomzastosowaniajednego z nich — sprawia wra�zenie,jakby wymaga�me-
todyznacznierozwijaj �acejalgorytmyposzukiwanianajkrótszych́scie�zek.

Na szcz�eścieokazujesi�e �zeto nieprawda,a to czegonambrakuje,to zrozumieniaszcze-
gólnejstrukturytegografu.W treści zadaniamo�zemyznalézć dwiewa�zneinformacje:

1. z ka�zdego miasta-w�ez�amo�znadojechác do ka�zdego innego, czyli innymi s�owy graf
jestspójny;

2. w n-w�ez�owej siecikolejowej jestdok�adnien� 1 dwukierunkowychodcinkówtorów.

Te dwa fakty wskazuj�a, �zegraf mastruktur�e acyklicznegografuspójnego,czyli drzewa.
To jest intuicyjnie oczywiste,gdy wyobrazimysobie, �ze graf nie jest ca�y dany w jednej
chwili, tylko stopniowo si�e rozbudowuje. Najpierwmamyn wierzcho�ków, a potemw n� 1
krokachdok�adamypo jednejkraw�edzi. Zatem,startujemyw sytuacji,gdy graf ma n spój-
nych sk�adowych,a kończymytylko z jedn�a sk�adow �a (spójnask�adowa to dowolny maksy-
malny zbiór wierzcho�kówtakich, �zepomi�edzyka�zdymidwomaistniejeście�zka).Poniewa�z
do�o�zeniekraw�edzimo�zezmniejszýc liczb�e spójnych sk�adowych grafuco najwy�zej o 1, to
aby do�o�zenien � 1 kraw�edzi uczyni�o graf spójnym, ka�zdakolejnakraw�ed́z musi � �aczýc
dwie ró�znesk�adowe,cowykluczapowstaniecyklu.

To „odkrycie” jestmilowym krokiemnanaszejdrodzedo rozwi �azaniazadania,boozna-
cza, �ze ka�zdy poci �ag na jedentylko sposóbmo�ze przejechác pomi�edzy ka�zdymi dwoma
miastami(oczywísciez dok�adnósci�adowyborumiejscpostojów).W efekcieka�zdyodcinek
toru ma jednoznacznieokréslonekońce: wschodnii zachodni,a ka�zdatrasapoci�aguprze-
biegaodcinki od końcawschodniegow kierunkukońcazachodniego (nie rozwa�zamycykli,
gdy�z mo�znaje zast�apíc wielodniowym pobytemw jednym mieście-w�eźle).

Dla wygodynazwijmywyró�zniony odcineksiecijej gard�em, a jegokońceniechto b�ed�a
w�eze�wschodni i w�eze�zachodni. Wszystkiemiastale�z �acena wschódod w�ez�azachod-
niego nazwijmy miastami wschodnimi, zás le�z �acena zachódod w�ez�awschodniego —
miastami zachodnimi.

Sym ulacja

Poniewa�z nic ju�z wi �ecej nie wyczytamyz treści zadania,nadszed�czasna poszukiwanie
rozwi �azania.Zastanówmysi�enajpierw, jak mog�abywygl �adácorganizacjaruchukolejowego
w takiej sieci,poczymspróbujemyzasymulować tenprocesw naszymgra�e.

Trasaka�zdego poci�agudzieli si�e niew �atpliwie na dwie fazy — w pierwszejpoci�ag do-
je�zd�zadow�ez�azachodniego(i w tej faziemo�zebyć zmuszony dopostojówwe wschodnich
miastach-w�ez�ach),w drugiej zás ju�z bez postojówmo�ze jechác do wybranego miastana
granicy zachodniej.Postawiony wymóg,by poci�agi dojecha�ydo ró�znych miastnagranicy
zachodniej,oznacza,�ze trzebajeszczeokréslić, do którego miastapowinien udác si�e ka�zdy
poci�ag wyje�zd�zaj�acy z w�ez�azachodniego. To jest jednakoczywiste:ostatnipoci �ag powi-
nienpojechác do najbli�zszego,przedostatnido drugiegonajbli�zszego,a pierwszydo p-tego
najbli�zszegotakiegomiasta.

Pozostajejeszczepytanie, jak �a strategi�e nale�zy przyj �ać w pierwszejfazie. Odpowiedź
brzmi banalniei mo�zna j �a uj �ać w trzechs�owach: byle do przodu. W ewidentny sposób
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op�acasi�eby poci�agjecha�,jeśli tylko potrzebny mutor jestwolny. Gdywielepoci �agówpo-
trzebujepewnegotoru,to oczywísciemo�zeprzejechác tylko jeden,apozosta�emusz�aczekác
do nast�epnego dnia. Poniewa�z nie jest powiedziane,który poci�ag ma dojechác do którego
miastanagranicy zachodniej,mo�zemyprzepúscíc dowolny z oczekuj�acychpoci�agów.

To ju�z pozwalanamnaszkicować pierwsz�awersj�e rozwi �azania:

1: znajd́z w�eze� zachodni oraz dla ka�zdego miasta wschodniego v znajd́z
nast�epuj�ace po nim na trasie do w�ez�a zachodniego miasto nast[v]

2: dla ka�zdego miasta v policz odleg�ości dist[v] od w�ez�a zachodniego
3: uporz�adkuj miasta wschodnie w kolejnósci rosn�acych odleg�ości

od w�ez�a zachodniego
4:

5: ile_jeszcze_jedzie:= p;
6: dzien := 0;
7: odp := 0;
8: while ile_jeszcze_jedzie> 0 do begin
9: Inc(dzien);

10: for v 2 miasta wschodnie do
11: if ile_w[v] > 0 then begin
12: Dec(ile_w[v]); Inc(ile_w[nast[v]];
13: end;
14: if ile_w[w�eze� zachodni] = 1 then begin
15: odp := MAX(odp, dzien+dist[miasto docelowetego poci �agu]);
16: ile_w[w�eze� zachodni] := 0;
17: Dec(ile_jeszcze_jedzie);
18: end;
19: end;

Chóc szkic ten jest daleko niepe�ny, bo w szczególnósci nie potra�my jeszczeznalézć
w�ez�azachodniego, to pozwalanamoceníc t�e prób�e. Go�ym okiemwidać, �ze tenalgorytm
dzia�aw czasieW(n2), czyli jestzdecydowaniezbytwolny.

Niew �atpliwiewewn�etrznap�etlafor zamiastprzegl �adácwszystkiemiastawschodnie,mo-
g�abyograniczýc si�e tylko do tych, z którychchoć jedenpoci�agchcewyruszýc natras�e. To
jednakniepoprawia z�o�zonósci.

Cowi �ecjests�abympunktemwybranegoprzeznaspodej́scia?O tym w nast�epnejcz�eści,
zatytu�owanej„Rozwi �azaniewzorcowe”.

Rozwi¡zanie wzorco we

Wystarczychwila zastanowienia,by nanaszego wroganumerjedenwytypować symulacj�e.
Chóc wiernieoddajeto, jak odbywasi�e ruchkolejowy, jestzbytszczegó�owa— namwystar-
czywiedziéc kiedykolejnepoci �agidoje�zd�zaj�adow�ez�azachodniego.

Spróbujmy teraztroch�e„pogdybác”. Być mo�zerozwa�zeniepewnychprzypadkówszcze-
gólnychpozwoli namznalézć drog�edo rozwi �azania.
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Gdyby... tylko jedenpoci�agprzewozi� odpady, dzień wjazdudow�ez�azachodniegoby�by
równy odleg�ości(mierzonejliczb �aodcinkówtorów)miastanagranicy wschodniej,z którego
wyjecha�poci �agodw�ez�azachodniego.

Gdyby... by�y dwapoci �agi,moglibyśmynapotkác napewnetrudnósciw przypadku,gdy
odleg�ości od w�ez�azachodniegoobu miast,z którychwyje�zd�zaj�a poci �agi, by�y takiesame.
Wtedyw jednym czasiepróbowa�ybyprzejechác przezwspólny odcinektoru— conajmniej
jedentaki istnieje,np. gard�osieci— wi �ec jedenz poci�agówzmuszony by�by czekác. Ale
potemobamog�yby bezprzeszkóddojechác do w�ez�azachodniego. Tym samym,jedenz
poci�agówdojecha�bypoczasieodpowiadaj�acym odleg�ości jak �aprzeby�,adruginast�epnego
dnia. Zauwa�zmy, �ze mo�zemyna t�e sytuacj�e spojrzéc jeszczew ten sposób,�ze jedenz po-
ci �agówsp�edzapierwszydzień w swoim mieściena granicy wschodniej,co uniemo�zliwia
spotkaniez drugim poci �agiem,wi �ec eliminuje te�z koniecznósć oczekiwaniana zwolnienie
toru.

Gdyby... powtórzyć to rozumowaniedla wi �ekszejliczby poci �agów? Moglibyśmy dla
ka�zdegopoci�agupoliczyć odleg�ość jak �a musiprzebýc do w�ez�azachodniego i potraktować
te odleg�ości jako pierwszeprzybli�zeniaczasówdojazdudo tego w�ez�a. Oczywísciepozo-
stajewymógtego, �zepoci�agimusz�adoje�zd�zać tamw ró�znychdniach,czyli czasymusia�yby
zostác „rozrzucone”: dla ka�zdego powtarzaj�acego si�e czasuzast�apilibyśmy kolejnepowtó-
rzenianajmniejszymi„niezaj�etymi jeszcze”czasami.

Np. f 2;2;2;4;7g przesz�obyw f 2;3 (powsta�o z 2) ;4;5 (powsta�o z 2) ;7g:
Nie ulegaw �atpliwości, �ze tak otrzymany plan jestoptymalny, o ile tylko mo�znago zre-

alizować. Na szcz�eścieto nie przedstawia wi �ekszychtrudnósci, bo wystarczy, by ka�zdy z
poci�agówodpowiedni�aliczb�edni (ró�znicapomi�edzyprzydzielonymmumomentemwjazdu,
a odleg�ości�a od w�ez�azachodniego) sta�w mieście,z którego wyrusza.Dzi�eki temu�zadne
dwapoci �aginiespotkaj�asi�e natrasiei nie b�edziew zwi �azkuz tym ju�z �zadnychopó́znień.

Mo�zemyzatemzapisác szkicrozwi �azaniawzorcowego:

1: znajd́z w�eze� zachodni
2: dla ka�zdego miasta granicznego policz odleg�ości dist[v] od w�ez�a zachodniego
3:

4: ile_zachodnich := 0;
5: for v 2 miasta na granicy zachodniej do begin
6: Inc(ile_zachodnich);
7: na_zachodzie[ile_zachodnich] := dist[v];
8: end;
9: Sort(na_zachodzie);

10:

11: ile_wschodnich := 0;
12: nastepny_dzien:= 0;
13: for v 2 miasta, z których ruszaj�a poci �agi do begin
14: Inc(ile_wschodnich);
15: na_wschodzie[ile_wschodnich] := dist[v];
16: end;
17: Sort(na_wschodzie);
18: f a teraz b�edzie rozrzucanieg
19: for i := 1 to p do begin
20: na_wschodzie[i] := MAX(na_wschodzie[i], nastepny_dzien);
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146 Wschód-Zachód

21: nastepny_dzien:= na_wschodzie[i]+1;
22: end;
23:

24: odp := 0;
25: for i := 1 to p do
26: odp := MAX(odp, na_wschodzie[i]+na_zachodzie[p-i+1]);

To podej́sciejest ju�z zdecydowanielepszeod pierwszego. Wprawdzienie powiedzieli-
śmyjeszczejak znalézć w�eze�zachodni,aleresztaalgorytmumaz�o�zonósć tak�a jak sortowa-
nie, czyli O(nlogn), a nawet O(n), jeśli zastosujemysortowaniekube�kowe,gdy�z znalezie-
nie odleg�ościod w�ez�azachodniegomo�znawykonác dowolnym przeszukiwaniemw czasie
O(n).

Zna jdo wanie w¦zªa zachodniego

Zajmiemysi�e terazostatnim,pomijanym dotej pory, aspektemnaszegozadania,mianowicie
problememznajdowaniaw�ez�azachodniego.Na pocz�atekposzukajmyjakichśszczególnych
w�asnósci tegow�ez�az punktuwidzeniajad�acegopoci�aguz odpadami.

Oto dość prostai silna cecha: jest to taki w�eze�, �ze przybywszydo niego z miastana
granicy wschodniej,mo�znadojechác z niego do ka�zdego miastanagranicy zachodniej,ale
do �zadnegonagranicy wschodniej(nie rozwa�zamytraswielokrotnieodwiedzaj�acychpewne
miasto). W przypadkugdyby istnia�okilka takich wierzcho�ków, za w�eze�zachodnimo�ze
zostác uznany dowolny z nich.

Spostrze�zenieto mo�znawykorzystác nakilka sposobów. Ciekawym pomys�emjestnp.
„zwijanie” drzewasieciodstrony wschodniej:odcinamywszystkiemiasta,z wyj �atkiemgra-
nicznychzachodnich,o stopniu1 orazte,którymw tym post�epowaniustopién si�e zmniejszy
do 1. Intuicyjnie wydajesi�e, �ze procesten powinien doprowadzíc do odci�eciawszystkich
miastwschodnichi w efekciedo „wskazania”w�ez�azachodniego. W rzeczywistósci po-
prawnezaimplementowanietegopomys�uwymagadu�zejdozyuwagi,choćprowadzidokrót-
kiego i efektywnegoalgorytmu.Takierozwi �azaniezosta�oprzedstawionew pliku wsc.cpp .

Inn �ametod�a,prowadz�ac�adowykryciaw�ez�azachodniego,jestprzej́sciedrzewaw g� �abz
dowolnegomiastanagranicy wschodnieji okréslaniedla ka�zdegowierzcho�ka,czy wszyst-
kie znajduj�acesi�e poni�zej li ścieodpowiadaj�amiastomz granicy zachodniej.Najp�ycejznaj-
duj �acy si�e w drzewie przeszukiwaniawierzcho�ek,dla którego to zajdzie,b�edziedobrym
w�ez�emzachodnim.

Obapomys�ymo�znazrealizować w liniowej z�o�zonósci — w ten sposóbupad�ostatni
bastion,z którymmusielísmysi�e zmierzýc w tym zadaniu.

Inne rozwi¡zania

Inne rozwi �azania, to przedewszystkim nieoptymalnerealizacjepodej́scia wzorcowego.
Wśródnich s�a zarównodzia�aj�acew czasieO(nlogn) rozwi �azania„prawie optymalne”(np.
wykorzystuj�acealgorytmQuicksortzamiastsortowaniakube�kowego), jak i dalecenieopty-
malnekwadratowe,odpowiadaj�acenaszympierwszympróbomznalezieniarozwi �azania.
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Nawet te mo�znajednak„poprawić”, stosuj�acdość prost�a, leczcz�estoskuteczn�aoptyma-
lizacj�e. Je�zeli zestacjiodje�zd�zaj�apoci�agiw kolejnychdniach,to nie pami�etamyich wszyst-
kich, lecztylko dzień odjazdupierwszego i ich liczb�e. Dzia�ato szybko, gdy poci �agówjest
wiele w porównaniudo liczby torów, a wszystkiemaj�a do przebyciapodobneodleg�ości.
Chóc algorytmnadaljest kwadratowy, mo�ze przej́sć wiele testów, zw�aszczalosowych —
rozwi �azanieto zosta�ozaimplementowanew pliku wsc2.cpp .

Opróczrozwi �azán poprawnych istniejeoczywíscieca�emnóstwo niepoprawnych, z na-
szegopunktuwidzeniazupe�niebezwartósciowych.

Testy

Zadanietestowaneby�o nazestawie 13danychtestowych.
Testyzosta�ywygenerowaneprzy pomocy programuwscingen.cpp . Testy1.-10. ge-

nerowanes�a poprzezwygenerowaniedwóchdrzew podobnychrozmiarów, a nast�epniepo� �a-
czenieich korzeniprzypomocy kraw�edzi— gard�asieci.Rozwa�zmy lasdrzew, napocz�atku
sk�adaj�acy si�e z pewnej ilości drzew jednoelementowych. Drzewo mo�zemywygenerować
� �acz�acpewn �a liczb�edrzew zezbioruw wi �ekszedrzewo. Tak�aoperacj�e � �aczeniapowtarzamy
a�z zostanietylko jednodrzewo. Generowanetestydziel �a si�e na dwie klasy, ze wzgl�eduna
sposób� �aczenia.

FIFO Do tworzonegow�ez�apodpinanes�akolejnew numeracjiw�ez�y, anowy w�eze�dostaje
kolejny wolny numer— w tensposóbmo�zemyotrzymác pe�nedrzewo.

Random Do tworzonegow�ez�apodpinanes�a losowew�ez�y.

Testy11.-13. zosta�yzaprojektowanespecjalniepo to, by odrzucíc „udoskonalone”al-
gorytmy kwadratowe. Odleg�ości od miast na granicy wschodniejdo w�ez�azachodniego
s�a w nich bardzoró�zne,w zwi �azkuz czym poci �agi rzadziejje�zd�z �a w kolejnych dniachpo
tym samymtorze.W testachtychzachodniw�eze�jestbezpósredniopo� �aczony z wszystkimi
miastaminazachodniejgranicy.

W téscie11. miastawschodnietworz�a jedn�a d�ug�a lini �e kolejow �a, na której co drugie
miastojest graniczne(czyli ka�zdym odcinkiempoci �agi je�zd�z �a co drugi dzień). W téscie
12. znajdujesi�e drzewo binarne,przy czym jedensyn jest podpi�ety bezpósrednio,a drugi
za pośrednictwempewnej liczby miast. W teście13. mamyjedn�a d�ug�a lini �e, do której w
losowychmiejscachpodpi�etes�a miastazewschodniejgranicy.
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Nr typ testu n p wynik
0 Testprzyk�adowy. 9 2 4
1 Ma�y testpoprawnościowy – Random. 16 4 6
2 Pe�nedrzewabinarne– FIFO. 510 100 114
3 Średnitestpoprawnościowy – Random. 12235 5000 5003
4 Średnitestpoprawnościowy – FIFO. 33520 10000 10019
5 Test wydajnósciowy, pe�ne drzewo binarne –

FIFO.
131070 10000 10030

6 Testwydajnósciowy – FIFO. 122261 10000 10012
7 Testwydajnósciowy – Random. 199781 40000 40011
8 Testwydajnósciowy – Random. 366762 100000 100004
9 Testwydajnósciowy – FIFO. 453318 100000 100011

10 Testwydajnósciowy – Random. 1000000 100000 100008
11 Testwydajnósciowy o specy�cznej strukturze. 1000000 300000 700000
12 Testwydajnósciowy o specy�cznej strukturze. 1000000 32769 508438
13 Testwydajnósciowy o specy�cznej strukturze. 1000000 100000 799998
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Piotr Chrz¡sto wski
Tre±¢ zadania, Opraco wanie

Rafaª Rusin
Program

Wysp y

Bajtocja jest oblana oceanem. Na jej terenie znajduj¡ si¦ jeziora. Na tych jeziorach wyspy,
na tych wyspach zdarzaj¡ si¦ dalszejeziorka, a na nich wysepkii tak dalej. Ocean ma stopie«
zero. Bajtocja, jako wyspa ma stopie« 1. Jeziora na wyspach Bajtocji stopie« 2, itd., czyli
jezioro ma stopie« w + 1, je±li znajduje si¦ na wyspie stopnia w, a wyspa ma stopie« j + 1,
je±li znajduje si¦ na jeziorze stopnia j . Wynika st¡d oczywi±cie,»ewszystkiestopnie wysps¡
nieparzyste, a jezior i oceanu parzyste.

Wszystkiejeziora i wyspymaj¡ linie brzegowew ksztaªciewielok¡tów o prostopadªychkolej-
nych bokach (równolegªychdo osi ukªaduwspóªrz¦dnych), a ich wierzchoªki maj¡ wspóªrz¦dne
caªkowite. ›adne dwie linie brzegowenie przecinaj¡ si¦, ani nie stykaj¡ si¦.

Maj¡c dane kontury linii brzegowych,wyznaczmaksymalnystopie« wyspy/jeziora w Baj-
tocji.

Zadanie

Napisz program, który:

� wczyta ze standardowego wej±ciaopisy linii brzegowychwysp i jezior,

� obliczy maksymalnystopie« jeziora/wyspy,

� wypiszewynik na standardowewyj±cie.

W ej±cie

W pierwszym wierszu wej±cia zapisana jest jedna dodatnia liczba caªkowita n, liczba linii
brzegowych, 1 6 n 6 40000. Linie brzegowes¡ opisane w kolejnych wierszach, po jednej w
wierszu. Ka»dy z tych wierszy zawiera nieujemne liczby caªkowite pooddzielanepojedynczymi
odst¦pami. Pierwsza liczba w wierszu to k, parzysta liczba punktów tworz¡cych lini¦ brzegow¡,
4 6 k 6 10000. Dalej w wierszu znajduje si¦ k liczb: x1;x2; : : : ;xk, 0 6 x i 6 108. Ko-
lejne punkty tworz¡ce lini¦ brzegow¡ to: ( x1;x2) , ( x3;x2) , ( x3;x4) , ( x5;x4) , . . . ( xk� 1;xk) ,
( x1;xk) . S¡ podane we wspóªrz¦dnych kartezja«skichoraz opisuj¡ lini¦ brzegow¡ lewoskr¦tnie
(czyli id¡c z punktu i do i + 1, wn¦trze mamy po lewej stronie). Linie brzegowes¡ podane w
takiej kolejno±ci, »e:

� linia brzegowaka»dego jeziora jest podana zawszepo linii brzegowejwyspy,na której si¦
znajduje,

� linia brzegowaka»dejwyspyjest podana zawszepo linii brzegowej jeziora, na którym si¦
znajduje.

Do opisania caªej mapy u»yto nie wi¦ cej ni» 200000 punktów.
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Wyj±cie

Twój program powinien wypisa¢w pierwszymi jedynym wierszuwyj±cia jedn¡ liczb¦ caªkowit¡:
maksymalnystopie« jeziora/wyspy.

Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
6
4 1 0 17 12
16 10 4 16 11 2 4 8 2 3 3 2 1 16 3 15
2
8 8 10 3 5 12 8 11 6
4 4 6 7 9
4 6 8 5 7
6 10 9 15 10 9 7

poprawnym wynikiem jest:
5

Rozwi¡zanie

Zróbmy kilka pocz�atkowych spostrze�zeń. Po pierwszemo�zemysi�e skupíc jedyniena od-
cinkachpoziomych.Poniewa�z ka�zdy koniecodcinkapionowego jest jednoczésniekońcem
pewnegoodcinkapoziomegoto skupiaj�acsi�e tylko naodcinkachpoziomychnieprzeoczymy
�zadnego fragmentubrzegu. Patrz�ac tylko naodcinki poziome,ponumerowanew kolejności
ich wyst�epowaniana brzegu, mo�zemysobiew jednoznaczny sposóbodtworzyć po�o�zenie
brakuj�acychodcinkówpionowych.

Kolejnym spostrze�zeniemjest to, �ze jeśli z lewego końcapewnego odcinkaspojrzymy
w gór�e, to albonie zobaczymyju�z �zadnejlinii brzegowej i wtedytenodcinekjestbrzegiem
Bajtocji i mastopién 1, albozobaczymybrzeg bezpósrednionadnami. S�a wtedytrzy przy-
padki:

� Odcinek,który zobaczylísmybezpósrednionadnami nale�zy do tego samego brzegu,
co naszodcineki wtedyoczywíscieograniczamytensamobszar.

� Odcinektennale�zy do innego brzegu i jestskierowany naprawo. Wtedyoznaczato,
�ze jego wn�etrzejestpo jego drugiejstroniei tamtenodcineknale�zy do brzegu innego
obszaru,alemaj�acegotensamstopién, conaszobszar.

� Odcinekten nale�zy do innego brzegu i jest skierowany na lewo. Wtedy oznaczato,
�ze jestésmy podobszaremobszaruotoczonego tamtymbrzegiem,zatemnaszstopién
b�edzieo 1 wi �ekszy.

W rzeczywistósci mo�znanawet niecoupróscíc rozumowanie: to, czy odcineks�asiedni
z góry jest z tego samego brzegu nie ma znaczenia,liczy si�e tylko jego zwrot: jeśli jest
w prawo, to nie zmieniamystopnia,jeśli jest w lewo, to naszstopién b�edzieo 1 wi �ekszy.
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Formalny dowód tych spostrze�zeń wymagadość g��ebokiejwiedzy z dziedziny topologii i
wykraczapozaprogramszkolny; naszcz�eścies�a to fakty na tyle intuicyjne, �zemo�znaje w
miar�esensownieuzasadníc.

Zrobimy to metod�a indukcyjn �a. Ka�zd�a lini �e brzegow �a mo�znaprzedstawić jako kszta�t
powsta�yz prostok�ataprzezwciskaniealbowyciskaniez niegokawa�kówbrzegu. Przyka�z-
dym takim wciśni�eciu lub wyciśni�eciu dodajemyprostopad�ekraw�edzie� �acz�acewciśni�ety
odcinekz reszt�a brzegu (lub w raziepotrzebyusuwamykawa�ki brzegu, jeśli nie maz czym
� �aczýc). Dowód terazpolegana tym, �zebypokazác, �zedla linii brzegowych b�ed�acych pro-
stok�atamizachodziteza(bazaindukcji), a nast�epnie,�zepojedynczewciśni�ecieodcinkanie
zmieniaprawdziwości tezy. Indukcjab�edziezatemwzgl�edemliczby wciśni�eć potrzebnych
douzyskaniazadanegokszta�tulinii brzegowych.

To, �ze dla linii brzegowych b�ed�acych prostok�atami tezazachodzi,powinno być dość
oczywiste. Prostaindukcjawzgl�edemliczby prostok�atów powinna naso tym przekonác i
t�e cz�ésć uzasadnieniapominiemy.

Wracaj�acdo uzasadnienianaszejtezyzauwa�zmy, �zewciśni�ecieodcinkapoziomego nie
zmieniajej prawdziwości: nie mo�ze si�e on wszak�ze przeci�ać z �zadnym innym odcinkiem,
wi �ecjegos�asiedztwo z górysi�eniezmieni.Pozostanieonte�z s�asiademdlaswoich„kolegów”
z do�u. Nikt si�e mi�edzynich „nie wetnie” i nie rozerwietej zale�znósci mi�edzystopniami,
któr �austaliliśmynapodstawie za�o�zeniaindukcyjnego.

W przypadkuodcinkówpionowych dodanenowe poziomekraw�edziemog�a przys�oníc
s�asiedztwo pionowe dla odcinków, które znajduj�a si�e na dole. Ze wzgl�eduna symetri�e sy-
tuacji ustalmy, �ze „wciskamy” w stron�e praw �a odcinekznajduj�acy si�e na lewej kraw�edzi
konturu,czyli kraw�edzi skierowanejdo do�u — patrzrysunekponi�zej. Dla pozosta�ych3
przypadków, kiedy lew �a kraw�ed́z konturuwciskamyw lew �a stron�e orazgdy praw �a kraw�ed́z
konturuwciskamyw stron�epraw �ab �ad́z lew �a,rozumowanieprzebiegaanalogicznie.

Kluczow �a obserwacj�a jest tu spostrze�zenie,�zewciśni�ecietakiezawszeprowadzido sy-
tuacji, w której nadodcinkiemskierowanym w prawo b�edzieodcinekskierowany w lewo,
tak jak przedwciśni�eciem,i nadka�zdym odcinkiemskierowanym w lewo b�edzieodcinek
skierowany w prawo. Zatemw ramachjednegoobszaruzawszezwroty s�asiednichw pionie
odcinkówb�ed�a ró�zne.Jésli Czytelnikzosta�tu przekonany, to dobrze,choć nie jestto ścis�y
dowód.

Natomiastprzypadek,kiedy jedenobszarjest podobszaremdrugiego rozpoznajemypo
tym, �ze ka�zdy odcinekpodobszaru,jest jednakowo skierowany, jak dowolny jego s�asiadz
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obszarugo otaczaj�acego. S�asiedztwo rozumiemytu jako najbli�zszyodcinekprzeci�ety przez
prost�aprostopad��adobadanegoodcinka.

Aby zrealizować sprawdzenieprzedstawionych warunków, zastosujemynarzucaj�ac�a si�e
tu technik�ezamiatania, opisywan�a ju�z w materia�achz poprzednicholimipad1. Technikata,
bardzotypowadla wielu zadán geometriiobliczeniowej, wprowadzaporz�adekprzy przegl �a-
daniubadanych obiektównap�aszczýznie i pozwalanie uronić �zadnego z nich, organizuj�ac
ich przetwarzaniew efektywny sposób. Interesuj�acenaspoziomeodcinki tworz�acelinie
brzegoweposortujemyod lewej doprawej wzgl�edemich wspó�rz�ednychx-owych,aw przy-
padkurównych wspó�rz�ednych x-owych, wzgl�edemwspó�rz�ednych y-kowych od góry do
do�u. Ka�zdy odcinekb�edziezatemwyst�epowa� dwukrotnie:razreprezentowany przezlew �a
wspó�rz�edn�a,a razprzezpraw �a. Nast�epniepionow �amiot� �a b�edziemyzamiatalip�aszczyzn�e
od lewej do prawej, pobieraj�ac (i w miar�e potrzebyusuwaj �ac) odcinki po kolei, zgodniez
naszymporz�adkiem. W ka�zdym momenciew pionowej miotle b�ed�a si�e znajdowa�y te od-
cinki, które j �a aktualnieprzecinaj�a, a punktamizatrzymaniasi�e miot�y w marszuod lewej
do prawej b�ed�a x-owewspó�rz�edneodcinków. Zauwa�zmy, �zezgodniez warunkamizadania
wszystkiewspó�rz�edney znajduj�acesi�e w miotlemusz�abyć ró�zne.

Pierwszyodcinek,który napotkamyb�edzieoczywísciecz�eści �alinii brzegowejBajtocji —
najbardziejnazachódwysuni�etymcyplem. Mo�zezreszt�a być kilka równiedaleko wysuni�e-
tych odcinków, co namw niczymnie przeszkodzi; b�edziemytylko pami�etác, �zebyprzetwa-
rzác takieodcinki o równych lewych wspó�rz�ednych z góry nadó�. Pierwszemuodcinkowi
nadamystopién d = 1 i w�o�zymy do pustejmiot�y. Dalszeodcinki poziomeb�edziemyprze-
twarzalizgodniez nast�epuj�ac�azasad�a. Je�zeli napotkamyprawy koniecodcinka,to odnajdu-
jemy tenodcinekw miotle i usuwamy. Je�zeli natomiastnapotkamylewy koniecodcinka,to
patrzymyw gór�e. Niechsb�edzienajbli�zszymodgórys�asiadembadanegoodcinkao znajdu-
j �acym si�e nadjego lewym końcem.Niechbrzeg, do któregonale�zy odcineks mastopién d.
Zachodz�aterazdwa przypadki:

� jeśli zwrot s jest taki sam,jak zwrot o (czyli na prawo), to umieszczamyw miotle
odcineko z numerempoziomud+ 1. Oznaczato, �zenaszewn�etrzejestbezpósrednim
podwn�etrzemwn�etrzaogarni�etegoprzezbrzeg, doktóregonale�zy odcineks;

� jeśli zwrot s jestprzeciwny do zwrotuodcinkao, to umieszczamyw miotle odcineko
z numerempoziomud. Oznaczato, �ze naszewn�etrzejest wn�etrzems�asiednimdo
wn�etrzaogarni�etegoprzezbrzeg, doktóregonale�zy odcineks.

Pozostaj�a jeszczeszczegó�y implementacyjne.Miot�a powinnasi�e dać szybko zainicjali-
zować, aponadtosprawniewykonywać nast�epuj�aceoperacje:

� odszukanieodcinkaw miotle o najwi�ekszejwspó�rz�ednejnieprzekraczaj�acej zada-
negoy, b �ad́z stwierdzenie�zetakiegoodcinkaniema;

� wstawieniedomiot�y zadanegoodcinka;

� usuni�eciez miot�y zadanegoodcinka.

Musimyte�z pami�etác, �zebydomiot�y wstawiać odcinkiz zaznaczeniemich stopniai zwrotu.

1Patrz¹èamanepøaskieºÐ V OI, ¹Lodowiskoº Ð VI OI, ¹KopalniazøotaºÐ VIII OI
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Przyjmijmy nast�epuj�aceoznaczenia.Niechn oznaczaliczb�e linii brzegowych, ki liczb�e
punktówtworz�acych i-t �a lini �e brzegow �a, zás m = å n

i= 1ki liczb�e wszystkichpunktów. Za-
uwa�zmy, �zew pesymistycznym przypadkuliczbaodcinkówprzechowywanychw miotle b�e-
dzierz�edum.

Jésli zaimplementujemymiot��enaprzyk�adw uporz�adkowanejtablicy, to choć samowy-
szukiwanieodcinkawzgl�edemposortowanychwspó�rz�ednychyzajmienamczasrz�edulogm,
to operacjewstawianiai usuwaniaodcinkaw pesymistycznymczasieb�ed�arz�edum. Przym=2
odcinkachdostaniemyalgorytmkwadratowy.

Podobnek�opotyb�edziemymieli zestrukturamilistowymi. Tamte�z nie sposóbjestzre-
alizować w modelulist prostychwszystkichpotrzebnych namoperacjiw czasiemniejszym
ni�z liniowy, a to oznacza,�zekosztca�egoalgorytmute�z b�edziekwadratowy.

Dobr �a struktur�a dla miot�y s�a np. drzewa AVL, o których mo�znasi�e dowiedziéc np. z
ksi �a�zki [14]. Implementacjaich jest jednakdość uci �a�zliwa, chóc niektórzyćwicz�a j �a sobie
w ramachprzygotowań do olimpiady. Za pomoc�a drzew AVL ka�zd�a z potrzebnych opera-
cji dajesi�e zrealizować w pesymistycznym czasierz�edulogm. Poniewa�z dla ka�zdego z m
końcówodcinkówb�edziemywykonywali ka�zd�az tychoperacjiconajwy�zej raz,wi �ec� �aczny
koszttej fazywynosiO(mlogm). Wczytaniedanychzajmujeczasliniowy zewzgl�edunam,
a pocz�atkowe posortowaniektórymś z szybkichalgorytmówsortuj�acych dajesi�e zrobić w
czasierz�edumlogm. Zatemtaki jestrz �adz�o�zonóscica�egoalgorytmu.Oczywíscieodcinki
wk�adamydomiot�y z zaznaczeniemich stopniaorazzwrotu.

W programiewzorcowym, znajduj�acym si�e na p�ycie, zastosowany zosta�wybieg im-
plementacyjny znacznieupraszczaj�acy spraw�e. Zastosowano bowiem struktur�e <map> ze
standardowej biblioteki STL j �ezykaC++. Tampo prostuzadarmodostajemylogarytmiczn�a
implementacj�e potrzebnych nam operacji. Oczywíscieznajomósć odpowiednichbibliotek
oszcz�edzinamte�z problemuszybkiegoposortowaniadanych.

Testy

Opisytestówzawieraj �aumownenazwy�gur .
nr opis
0 przyk�adowy testz treści zadania
1 spiralaz prostok�acikami
2 ma�aszachownica
3 ma�yci �agprostok�atówzawartychw sobie- “rura”
4 spiralaz prostok�acikami
5 krzywaHilbertast. 4 z prostok�acikami
6 “drzewo” prostok�atów
7 “rura”, w niej spirala,w spirali “rura”
8 du�zaszachownica,“klucz” i spirala
9 “klucz” i “drzewo” z�o�zonez prostok�atów, szachownic, spiral i

“rura”
10 spirala,“rura” i klucz
11 “klucz” i spirala
12 “klucz” i spirala
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Rafaª Rusin
Program

Kaglon y

Kaglon y to narodowa ulubiona potrawa mieszka«ców Bajtocji. Kaglony maj¡ bardzo charak-
terystyczn¡ budow¦. Glon skªadaj¡cy si¦ z jednej komórki jest kaglonem. Maj¡c dwa kaglony
K 1 i K 2, mo»naje poª¡czy¢ w nast¦puj¡cy sposób:

� bior¡c wszystkiekomórki z K 1 i K 2, oraz wszystkiepoª¡czenia z K 1 i K 2,

K 1 K 2

K

� bior¡c wszystkiekomórki z K 1 i K 2, wszystkiepoª¡czenia z K 1 i K 2, oraz dodaj¡c nowe
poª¡czenia: ka»d¡ komórk¦ z K 1 ª¡czymy z ka»d¡ komórk¡ z K 2.

K 1 K 2

K

Otrzymujemy w wyniku nowy kaglon K .
Niestety niedawnowrogie pa«stwoBitocji rozpocz¦ªo sprzeda»glonówimituj¡cych kaglony.

Glony te s¡ na tyle podobne,»ena pierwszyrzut oka trudno odró»ni¢ je od oryginaªu, dlatego
te» rz¡d Bajtocji poprosiª Ci¦ o napisanie programu, który umo»liwiªbysprawdzanieczy dany
glon jest kaglonem.

Zadanie

Napisz program który:

� wczyta ze standardowego wej±ciaopisy glonów,

� sprawdzi, które z nich s¡ poprawnymi kaglonami,

� zapiszena standardowym wyj±ciu odpowied¹.

W ej±cie

W pierwszym wierszu standardowego wej±cia zapisana jest jedna liczba caªkowita k,
1 6 k 6 10, liczba badanych glonów. W kolejnych wierszach zapisane jest k opisów glo-
nów. Pojedynczy opis ma nast¦puj¡c ¡ posta¢: w pierwszym wierszu zapisanes¡ dwie liczby
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caªkowite n i m, oddzielonepojedynczymodst¦pem, 1 6 n 6 10 000, 0 6 m 6 100000, odpo-
wiednio liczba komórek i liczba poª¡cze«. Komórki s¡ ponumerowaneod 1 do n. W kolejnych
m wierszachopisane s¡ poª¡czenia, w ka»dymz tych wierszy zapisanodwie liczby caªkowite
a, b oddzielonepojedynczym odst¦pem, a 6= b, 1 6 a;b6 n, oznaczaj¡ce, »e komórki a i b s¡
poª¡czone. Ka»depoª¡czenie wymienione jest jeden raz.

Wyj±cie

Na standardowym wyj±ciu nale»y zapisa¢k wierszy. W i {tym wierszu nale»y zapisa¢jedno
sªowo:

� TAK| je±li i {ty glon jest poprawnym kaglonem,

� NIE | w przeciwnym przypadku.

Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
3
3 2
1 2
2 3
4 3
1 2
2 3
3 4
3 3
1 2
2 3
3 1
poprawnym wynikiem jest:
TAK
NIE
TAK

Rozwi¡zanie

Na jprostsze rozwi¡zanie

Dobrym dowodemna to, �ze dany graf jest kaglonem,mo�ze być drzewo opisuj�acesposób
otrzymaniagrafu.Li ścietegodrzewaodpowiadaj�awierzcho�komgrafu,aw�ez�ywewn�etrzne
odpowiadaj�a operacjom,które � �acz�a grafy z poddrzew. Zgodniez treści �a zadaniaistniej �a
dwiemetody� �aczeniapoddrzew:
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� równoleg�a— � �aczymygrafyz poddrzew, niedodaj�ac�zadnychdodatkowychkraw�edzi;

K 1 K 2

K

� szeregowa— � �aczymygrafyzpoddrzew,aletymrazemdodajemykraw�edziepomi�edzy
ka�zd�apar�awierzcho�kówz ró�znychpoddrzew.

K 1 K 2

K

Narysunku1 przedstawionoka–drzewodlaprzyk�adowegografu.

1

2

3

4

1 2 3 4

R R

S

Rysunek1: Przyk�adoweka–drzewo

Dope�nieniemgrafuG = (V;E) b�edziemynazywać graf G0= (V;E0) o tym samymzbio-
rzewierzcho�kówV i kraw�edziachE0= f (u;v) : (u;v) 62Eg.

�atw o zauwa�zyć, �zegdydlakaglonuG, ostatni�aoperacj�aby�o po� �aczenie:

� równoleg�e— graf G sk�adasi�e z conajmniejdwóchspójnychsk�adowych,

� szeregowe — graf G0 (dope�nienieG) sk�adasi�e z co najmniejdwóchspójnych sk�a-
dowych.

Jésli graf G (jGj > 1) nie spe�nia�zadnego z tych warunków, czyli jednoczésnieG i G0 s�a
spójne— to grafG nie jestkaglonem.

Powy�zszerozumowanieprowadzido nast�epuj�acegoalgorytmunasprawdzanie,czy graf
G jestkaglonem:

1: function CzyKaglon(G)
2: begin
3: if |G|=1 then return TRUE;
4: wyznacz spójne sk�adowe G — G1; : : : ;Gk;
5: if k > 1 then
6: return CzyKaglon(G1) and . . . and CzyKaglon(Gk);
7: else begin
8: wyznacz G0 — dope�nieniegrafu G;
9: wyznacz spójne sk�adowe G0 — G0

1; : : : ;G0
j

10: oraz odpowiadaj�ace im podgrafy G — G1; : : : ;G j
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11: if j = 1 then
12: return FALSE;
13: else
14: return CzyKaglon(G1) and . . . and CzyKaglon(G j);
15: end
16: end

Niestetytakie rozwi �azaniejest dosýc wolne, wymagaO(n3) czasuorazO(n2) pami�eci
(w pesymistycznym przypadkugrafG0mo�zemieć rozmiarW(n2)).

Rozwi¡zanie wzorco we

Problemrozpoznawaniakaglonówmo�znarozwi �azác nawet w czasieO(n+ m), jednakta-
kie rozwi �azaniejest dosýc skomplikowane. Dalej opiszemyrozwi �azanieo troch�e gorszej
z�o�zonósciczasowej, jednakznacznieprostsze.Rozwi �azaniesk�adasi�e z dwóchkroków:

� wyznaczeniapewnegoobiektukombinatorycznego,który mia�by świadczýc o tym, �ze
graf jestka–glonem;

� a nast�epniewery�kacji poprawności takiego świadka(jeśli graf nie jestka–glonem,to
w tym krokusi�e o tym przekonamy).

Bardzodobrym świadkiemna to, �ze graf jest ka–glonem,mog�obybyć ka–drzewo. Nie-
stetyefektywnewyznaczenieka–drzewa jestzadaniemdosýc skomplikowanym. W naszym
rozwi �azaniuświadkiemb�edzietakapermutacjawierzcho�kówgrafu, która odpowiadako-
lejności li ści w pewnym ka–drzewie badanego grafu. Tak�a permutacj�e b�edziemynazywać
permutacj�a faktoryzuj�ac �a. W rozdzialeWery�kacja opisany jest algorytm, który pozwala
sprawdzić w czasieliniowym czydladanejpermutacjiwierzcho�kówistniejeodpowiadaj�ace
muka–drzewo.

Obliczenie perm utacji faktoryzuj¡cej

Pocz�atkowo nie dysponujemy�zadn�a wiedz�a o kolejnósciwierzcho�kóww permutacjifakto-
ryzuj �acej,czyli rozpoczynamyobliczeniaz P = (V). W trakcieobliczén uzyskujemydodat-
kowe informacjenatematkolejnósciwierzcho�ków, jednaknadalnieznamydok�adnegoich
uporz�adkowania,w takiej sytuacjicz�eściowo obliczon�a permutacj�e mo�zemyreprezentować
jako sekwencj�e roz� �acznychpodzbiorówwierzcho�ków:

P = (C1;C2; : : : ;Ck); gdzieCi � V

Oczywíscieka�zdy wierzcho�ekv 2 V nale�zy do dok�adniejednego ze zbiorówCi . Na-
szymcelemjesttakieprzekszta�cenieP, by ka�zdy zezbiorówCi mia� rozmiar1, czyli P sta�
si�e permutacj�awierzcho�kówV.

W pierwszymkrokualgorytmu(gdysekwencjaP jestpoprostuzbioremwierzcho�ków),
wybieramydowolny wierzcho�ekx i dzielimy P na (P \ N(x); f xg;P \ N(x)) , gdzie N(x)
oznaczazbiór s�asiadówwierzcho�kax, a N(x) zbiór tych wierzcho�ków, którenie s�asiaduj�a
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z x. Dlaczego mo�zemytak arbitralnieustalíc kolejnósć wierzcho�ków?Zauwa�zmy, �ze do-
wolneka–drzewo mo�zemytakuporz�adkować,by zawiera�oli ściew�aśniew tej kolejnósci—
P\ N(x); f xg;P\ N(x).

S

R

S

R

x
N (x) \ P N (x) \ P

Rysunek2: Podzia�zbioruP naP\ N(x); f xg;P\ N(x)

Jednaktaki podzia�wierzcho�kównie jestjeszczewystarczaj�acy — niedoprowadziliśmy
jeszczedosytuacjiw którejnast�epnesprawdzeniab�ed�awykonywanerekurencyjnie.

Tak wi �ecnale�zy uporz�adkować zbiory P\ N(x);P\ N(x), tak by ka�zdy z nich zawiera�
wierzcho�kiz poddrzew wyznaczonych przezprzodkówwierzcho�kax w ka–drzewie. Wy-
bieraj�acdowolny wierzcho�ekv z N(x) mo�zemypodzielíc wierzcho�kiz N(x) nate,którenie
s�a po� �aczonez v i na te, które s�asiaduj�a z v — czyli N(x) \ N(v) i N(x) \ N(v). Powy�zsze
rozumowanieprzedstawionejestnarysunku3. Podobny podzia�zbioruN(x) mo�znauzyskác
u�zywaj �acjako wierzcho�kówrozdzielaj�acychv 2 N(x).

S

R

S

R

xv

N (x) \ P N (x) \ N (v) \ P N (x) \ N (v) \ P

Rysunek3: Wynik operacjiPolepsz(v; (N(x); f xg;N(x)))

Bardziejformalnieprocedurapodzia�uzbiorównawierzcho�kipoddrzew manast�epuj�ac�a
postác:

1: function Polepsz(v, P)
2: begin
3: for Ci 2 P do
4: if Ci \ N(v) 6= Ci and Ci \ N(v) 6= /0 then
5: zast�ap Ci , przez zbiory Ci \ N(v), Ci \ N(v) (w takiej kolejnósci)
6: end
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Gdy wykonamy ju�z podzia�y dla wszystkichwierzcho�kówz v 2 N(x);N(x), zbiory
Ci 2 P b�ed�a odpowiadác wierzcho�kom poddrzew o korzeniachb�ed�acych przodkamiwierz-
cho�kax. St�addlaka�zdegoz poddrzew (zbiorówCi) mo�znarekurencyjnie obliczyć odpowia-
daj �ac�a mu permutacj�e. Dzi�eki wielokrotnemuzastosowaniupowy�zszejmetodyuzyskujemy
corazdok�adniejsz�a informacj�e natematpermutacjiP. Pe�ny kod proceduryobliczaniaper-
mutacjifaktoryzuj�acejmanast�epuj�ac�apostác:

1: function Kaglon(x,P)
2: begin
3: if |P|=1 then return (x);
4: P:=(N(x),{x},N(x));
5: niech A mniejszy ze zbiorów N(x), N(x), a B wi �ekszy;
6: for x 2 A do
7: Polepsz(x, P)
8: end;
9: for Ci 2 P\ B do

10: niech y b�edzie dowolnym wierzcho�kiemnale�z �acym do Ci ;
11: Polepsz(y, P);
12: C0

i :=Kaglon(y, Ci);
13: zast�ap Ci przez C0

i w P
14: end;
15: for Ci 2 P\ A do
16: niech y b�edzie dowolnym wierzcho�kiemnale�z �acym do Ci ;
17: C0

i :=Kaglon(y, Ci);
18: zast�ap Ci przez C0

i w P
19: end;
20: return P
21: end

ProceduraPolepsz(x;P) wymagaczasuproporcjonalnegodo N(x). Terazwystarczyza-
uwa�zyć, �ze ka�zdy wierzcho�ekmo�ze być argumentemdla proceduryPolepszco najwy�zej
O(logn) razy — wierzcho�ekma szans�e na wielokrotnewykorzystanietylko, gdy nale�zy
do mniejszego zezbiorów N(x), N(x) — czyli zbioruA. St�adca�kowity czaspotrzebny na
obliczeniepermutacjifaktoryzuj�acejjestrz�eduO(n+ mlogn).

W ery�k acja

O dwóchwierzcho�kachx, y mówimy, �zes�a bliźniakami(twins(x;y)), jeśli N(x) = N(y) lub
N(x) [ f xg = N(y) [ f yg. Gdyprzeanalizujemypostác ka–drzewa,mo�znazauwa�zyć, �zedwa
wierzcho�kix, y s�a bliźniakamiwtedy i tylko wtedy, gdy s�a braćmi w ka–drzewie. St �adpo-
j �ecie“bli źniaków”mo�zebyć pomocnew wery�kacji poprawnościpermutacjifaktoryzuj�acej
— wystarczyprzegl �adác permutacj�ez lewa naprawo i lokalizować s�asiaduj�acewierzcho�ki.

1: i:=0;
2: z:=x1; { pierwszy wierzcho�ekw permutacji P }
3: while i < n� 1 and z6= xn do begin
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4: if twins(z; prev(z)) then
5: usún prev(z) z P;
6: i:=i+1
7: else if twins(z;next(z)) then
8: usún z z P;
9: z:=next(z);

10: i:=i+1
11: else
12: z:=next(z)
13: end;
14: if P=1 then
15: return TRUE;
16: else
17: return FALSE;

Jésli permutacjazostaniezredukowanadopojedynczegowierzcho�kaoznaczato, �zeper-
mutacjaodpowiadapewnemuka–drzewu, a wi �ecgraf G jestkaglonem.Wery�kacja permu-
tacji wymagaczasuO(n+ m).

Testy

Zadanietestowaneby�o na zestawie 10 danych testowych, których opisy zawiera poni�zsza
tabela.

Nr k maxn maxm
1 10 8 14
2 10 169 216
3 10 10000 40
4 10 9910 99000
5 10 9910 99125
6 10 9910 99002
7 10 10000 99000
8 10 9521 95210
9 10 10000 99894

10 10 450 52364
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Jakub Pawlewicz
Tre±¢ zadania, Opraco wanie

Paweª W ol�
Program

Maksymalne rz¦dy perm utacji

Permutacj¡ n-elementow¡ nazywamyró»nowarto±ciow¡funkcj¦

� : f 1;2; : : : ;ng 7�! f 1;2; : : : ;ng:

Rz¦dem permutacji � nazywamy najmniejsze takie k > 1, »e dla wszystkich i = 1;2; : : : ;n
zachodzi:

� ( � ( : : : ( �
| {z }

k razy

( i ) ) : : :) ) = i

Na przykªad, rz¦ dem trzyelementowej permutacji � ( 1) = 3; � ( 2) = 2; � ( 3) = 1 jest 2, bo
� ( � ( 1)) = 1; � ( � ( 2)) = 2; � ( � ( 3)) = 3.

Dla zadanego n rozwa»mypermutacje n-elementoweo najwi¦kszym mo»liwym rz¦ dzie. Na
przykªad maksymalny rz¡d permutacji pi¦ cioelementowejwynosi 6. Przykªadem permutacji
pi¦ cioelementowej,której rz¡d wynosi 6 jest � ( 1) = 4; � ( 2) = 5; � ( 3) = 2; � ( 4) = 1; � ( 5) = 3.

Spo±ród wszystkich permutacji n-elementowycho maksymalnym rz¦ dzie chcemy znale¹¢
permutacj¦ najwcze±niejsz¡(w porz¡dku leksykogra�cznym). Dokªadniej, mówimy, »epermu-
tacja n-elementowa� jest wcze±niejszani» permutacja n-elementowa� , gdy istnieje takie i ,
»e � ( j ) = � ( j ) dla argumentówj < i oraz � ( i ) < � ( i ) . Najwcze±niejsz¡permutacj¡ pi¦ cio-
elementow¡ o rz¦ dzie 6 jest � ( 1) = 2; � ( 2) = 1; � ( 3) = 4; � ( 4) = 5; � ( 5) = 3.

Zadanie

Napisz program, który:

� wczyta ze standardowego wej±ciazestawliczb caªkowitych n1;n2; : : : ;nd,

� dla ka»dej liczby ni (dla i = 1;2; : : : ;d) wyznaczynajwcze±niejsz¡ni-elementow¡ per-
mutacj¦ o maksymalnymrz¦ dzie,

� wypiszena standardowewyj±ciewyznaczonepermutacje.

W ej±cie

W pierwszym wierszu standardowego wej±cia znajduje si¦ jedna dodatnia liczba caªkowita d,
1 6 d 6 10. W kolejnych d wierszachznajduj¡ si¦ dodatnie liczby caªkowite n1;n2; : : : ;nd, po
jednej w wierszu, 1 6 ni 6 10 000.

Wyj±cie

Twój program powinien wypisa¢ na standardowe wyj±cie d wierszy. Wiersz nr i powinien
zawiera¢ ci¡g liczb caªkowitychoddzielonychpojedynczymi odst¦pami, b¦ d¡cy ci¡giem warto±ci
� ( 1); � ( 2); : : : ; � ( ni ) najwcze±niejszejpermutacji ni -elementowejo maksymalnymrz¦ dzie.
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164 Maksymalnerz¦ dy permutacji

Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
2
5
14
poprawnym wynikiem jest:
2 1 4 5 3
2 3 1 5 6 7 4 9 10 11 12 13 14 8

Rozwi¡zanie

Podsta wowe poj¦cia i fakt y

Zanimprzyst�apimydoomawianiaproblemu,nale�zy przypomniéc par�epodstawowychpoj�eć
i faktów.

NWD i NWW

De�nicja 1 Najwi�ekszymwspólnymdzielnikiemliczb ca�kowitych a1; : : : ;ak nazwiemynaj-
wi �eksz�a liczb�eca�kowit �a,któradzieli wszystkieai , dla i = 1; : : : ;k:

NWD(a1; : : : ;ak) = maxf d : d j ai dlawszystkichi = 1; : : : ;kg:

De�nicja 2 Powiemy, �zeliczby ca�kowite a i b s�a wzgl�edniepierwsze, jeśli nie maj�a wspól-
negodzielnikawi �ekszegood1, czyli NWD(a;b) = 1.

De�nicja 3 Najmniejsz�a wspóln�a wielokrotnósci �a liczb ca�kowitych a1; : : : ;ak nazwiemy
najmniejsz�a dodatni�a liczb�e ca�kowit �a, która jest podzielnaprzez ka�zd�a z liczb ai, dla
i = 1; : : : ;k.

NWW(a1; : : : ;ak) = minf d > 0 : ai j d dlawszystkichi = 1; : : : ;kg:

Fakt 1 Zachodz�anast�epuj�acew�asnósciNWW:

(i) Dla liczb ca�kowitych b;c;a1; : : : ;ak:

NWW(b;c;a1; : : : ;ak) = NWW(NWW(b;c);a1; : : : ;ak):

(ii) Jésli a i b s�a wzgl�edniepierwsze,to:

NWW(a;b) = ab:

Permutacje, rozk�ady na cykle, rz �ad permutacji

De�nicja 4 Cyklemd�ugósci c w permutacjip nazwiemytaki ci �ag indeksów(i1 � � � ic), �ze
p(i1) = i2;p(i2) = i3; : : : ;p(ic� 1) = ic;p(ic) = i1.
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De�nicja 5 Rozk�ademnacyklepermutacjin–elementowejp nazwiemytakierozbiciezbioru
f 1; : : : ;ng naci �agi (i1;1 � � � i1;c1) (i2;1 � � � i2;c2) � � � (i l ;1 � � � i l ;cl ), �zeka�zdyz ci �agów(i j ;1 � � � i j ;c j ),
dla j = 1; : : : ; l , jestcyklemd�ugóscic j w permutacjip.

Przyk�ad 1 Dla permutacjip(1) = 4;p(2) = 5;p(3) = 2;p(4) = 1;p(5) = 3 rozk�adnacykle
wynosi: (14) (253).

Terazw inny sposóbzde�niujemy rz �adpermutacji.

De�nicja 6 Permutacj�e powsta��a przezk–krotnez�o�zenien–elementowej permutacjip ze
sob�a,dlak > 1, oznaczamypk:

pk(i) = p(p(: : : (p
| {z }

k razy

(i)) : : :)) dla i = 1; : : : ;n.

De�nicja 7 n–elementow �apermutacj�e identycznósciow�a oznaczamyprzezid:

id(i) = i dla i = 1; : : : ;n.

De�nicja 8 Rz�edempermutacji p nazywamy najmniejszek > 1, dla którego zachodzi
pk � id:

rzp = minf k > 1 : pk � idg:

Aby zrozumiéc istot�e problemu,jakazaszytajestw treści zadania,poka�zemyw jaki sposób
liczy si�e rz �adpermutacji.

Lemat 1 Niech permutacjap zawiera cykl (i1 i2 � � � ic) d�ugósci c. W permutacjipk, k > 1,
elementycykluprzejd�a nasiebiewtedyi tylko wtedy, gdyk jestwielokrotnósci �a c:

pk( j) = j dla j 2 f i1; : : : ; icg wtw, gdyc j k:

i 1 i 2 i 3
� � �

i c� 1 i c

Rysunek1: Cykl w permutacji

Dowód Na cykl w permutacjimo�zemypatrzéc jak na graf, którego kraw�edzies�a postaci
i � ! p(i) (Rysunek1). Oczywistejest, �ze ka�zda ście�zka z danego wierzcho�kado tego
samegowierzcho�kab�edziemia�ad�ugósć, którajestwielokrotnósci�ad�ugóscicyklu. �

Fakt 2 Rz�adpermutacjip, której cykle s�a d�ugóscic1; : : : ;cl , wyra�zasi�e wzorem:

rzp = NWW(c1; : : : ;cl ):

Dowód Z lematu1 wynika, �zew permutacjipk, j–ty cykl, j = 1; : : : ; l , przejdziena siebie
wtedy i tylko wtedy, gdy k jest wielokrotnósci�a c j . Zatemrz�edemp b�edzienajmniejsza
wspólnawielokrotnósć c1; : : : ;cl . �

Przyk�ad 2 Permutacjaz przyk�adu 1 ma cykle d�ugósci 2 i 3, wi �ec jej rz �ad wynosi
NWW(2;3) = 6.
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Posta¢ maksymalnego rz¦du perm utacji n{elemen to wej

W tej sekcjiprzyjrzymysi�e jak �apostác mamaksymalny rz �adpermutacji.

De�nicja 9 Skończony ci �ag liczb ca�kowitych dodatnicha1; : : : ;al nazwiemypodzia�em
liczby n, jeśli zachodzi:

l

å
i= 1

ai = n:

Z faktu 2 wynika, �ze musimy szukác permutacjin–elementowej, w taki sposób,�zeby
NWW(c1; : : : ;cl ) by�o najwi�eksze,gdzie c1; : : : ;cl oznaczaj�a d�ugósci cyklów permuta-
cji. Zatemszukaniemaksymalnego rz�edu sprowadzasi�e do maksymalizowania wartósci
NWW(c1; : : : ;cl ) powszystkichpodzia�achc1; : : : ;cl liczby n.

Przechodzimydo omówieniaw�asnósci podzia�ówn o maksymalnejNWW. Pos�u�zymy
si�e oczywist�anierównósci�a:

Fakt 3 Dla liczb ca�kowitych 2 6 x < y zachodzinierównósć:

x+ y < xy: (11)

Dowód 2 < y , y+ 2 < 2y , y < 2(y� 1) ) y < x(y� 1) , x+ y < xy: �

Wśród podzia�ówn o maksymalnejNWW, jak si�e później oka�ze, b�ed�a nasinteresowa�y
podzia�yo najwi�ekszejliczbie jedynek.Poni�zszylematmówi o podstawowychw�asnósciach
takichpodzia�ów.

Lemat 2 Podzia� c1; : : : ;cl liczby n o maksymalnejNWW i o najwi�ekszejliczbie jedynek
spe�niawarunki:

(i) Dla ka�zdegoi = 1; : : : ; l , ci jestdodatni�a pot�eg �a liczbypierwszejlub jedynk�a.

(ii) Ka�zdedwieliczbypodzia�uci i c j s �a wzgl�edniepierwsze, dla i; j = 1; : : : ; l , i 6= j.

Dowód Dowody obu punktóws�a nie wprost. Zak�adamy, �zepodzia�c1; : : : ;cl liczby n jest
podzia�emo maksymalnejNWW i manajwi�eksz�a liczb�e jedynekwśródtakichpodzia�ów.

(i) Za�ó�zmy, �zeci > 1 jestiloczynemliczb wzgl�edniepierwszych:ci = ab, NWD(a;b) = 1,
2 6 a < b. Z (11) mamya+ b < ab. Zatemjeśli zamiastjednej liczby ab podzia�u
n weźmiemy liczby a, b oraz ab� a � b jedynekotrzymamynowy podzia�n, który
b�edziemia�wi �ecejjedynek.PonadtoNWW otrzymanegopodzia�usi�eniezmieni,gdy�z
NWW(a;b) = ab. Mamy wi �ecnowy podzia�o maksymalnejNWW i wi �ekszejliczbie
jedynek.Otrzymanasprzecznósć dowodzi, �zeci = pa dla pewnej liczby pierwszejp i
a > 1.

(ii) Za�ó�zmy, �ze dla pewnych i 6= j jest NWD(ci ;c j ) > 1. Na podstawie (i) wiemy, �ze ci
i c j s�a pot�egami liczb pierwszych.Poniewa�z maj�a wspólny dzielnik, wi �ecmusz�a być
pot�egamitej samejliczby pierwszej.Przyjmijmyci = pa i c j = pb. Bezstratyogólnósci
za�ó�zmy, �zea 6 b, wtedyNWW(ci ;c j ) = c j . Zatemmo�zemyw podzialen zamiastci
wzi �ać ci jedynekniezmieniaj�acNWW. Sprzecznósć dowodzi, �zeNWD(ci ;c j ) = 1.
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�

Bezpósrednioz lematu2 wynika twierdzenie.

Twierdzenie3 Podzia� n o maksymalnejNWW i najwi�ekszejliczbie jedyneksk�adasi�e z
jedynekoraz liczb postacipa1

1 ; : : : ; pak
k , gdziep1; : : : ; pk s �a ró�znymiliczbamipierwszymi,a

a1; : : : ;ak dodatnimiliczbamica�kowitymi.

Przyk�ad 3 Weźmy wszystkiepodzia�y22o maksymalnejNWW, którawynosi420.S�a to:

22= 4+ 5+ 6+ 7= 3+ 3+ 4+ 5+ 7= 1+ 2+ 3+ 4+ 5+ 7= 1+ 1+ 1+ 3+ 4+ 5+ 7:

W pierwszympodziale6 rozk�adasi�enailoczynliczb wzgl�edniepierwszych2 i 3. W drugim
i trzecim znajdujemypary liczb, które nie s�a wzgl�edniepierwsze: 3;3 oraz 2;4. Ostatni
podzia�spe�niawarunkilematu2. Ka�zdaliczbaró�znaodjedynkijestpot�eg �aliczby pierwszej:
22;31;51;71, a zatemwed�ugtwierdzenia3 manajwi�eksz�a liczb�e jedynekwśródpodzia�ów
o maksymalnejNWW.

Wniosek4 Maksymalnyrz �adpermutacjin–elementowejwyra�zasi�e wzorem:

pa1
1 : : : pak

k ;

gdziep1; : : : ; pk s �a ró�znymiliczbamipierwszymi,a1; : : : ;ak dodatnimiliczbamica�kowitymi
takimi, �ze:

k

å
i= 1

pa i
i 6 n:

Perm utacje na jmniejsze leksyk ogra�cznie

Poka�zemy jak konstruować permutacjenajmniejszeleksykogra�cznie wśród permutacjio
zadanychd�ugósciachcykli.

Twierdzenie5 Najmniejsz�a leksykogra�czniepermutacj�a rozk�adaj�ac �asi�enacykled�ugósci
c1 6 c2 6 : : : 6 cl jestpermutacjap wyra�zaj �acasi�e wzorami (dla r = 1; : : : ; l ):

p(Cr� 1 + j) =
�

Cr� 1 + j + 1 dla j = 1; : : : ;cr � 1;
Cr� 1 + 1 dla j = cr ;

(12)

gdzie

C0 = 0 i Cr =
r

å
i= 1

ci ; dlar > 0:

Przyjrzyjmy si�e, co mówi to twierdzenie. Wzory (12) przedstawiaj �a zapiscyklu cr–
elementowego. Zatemkonstrukcjapermutacjinajmniejszejleksykogra�cznie poleganaza-
pisaniukolejnych cykli od najkrótszego do najd�u�zszego, gdziecykl d�ugósci c jest postaci
( j j + 1 j + 2 � � � j + c� 1).
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Dowód Udowodnimyindukcyjnie po i tez�e:

Wartósci p(1); : : : ;p(i) najmniejszejleksykogra�cznie permutacjip, wśródper-
mutacjirozk�adaj�acychsi�enacykle d�ugóscic1 6 : : : 6 cl , spe�niaj�awzór (12).

(13)

Dla i = 0 teza (13) jest oczywista. Niech i > 1, wtedy i = Cr� 1 + j dla pewnych
1 6 r 6 l i 1 6 j 6 cr . Za�ó�zmy, �ze wartósci p(1); : : : ;p(i � 1) s�a wyznaczoneprzez
wzory (12). Zobaczmyco oznaczato za�o�zenie. p(1); : : : ;p(Cr� 1) reprezentuj�a cykle d�u-
gości c1; : : : ;cr� 1, wi �ecpozostajenamju�z tylko utworzyć cykle d�ugósci cr ; : : : ;cl . Ponadto
zbiór wartósci wynosi f p(1); : : : ;p(Cr� 1)g = f 1; : : : ;Cr� 1g. Pozosta�eznanewartósci to
p(Cr� 1 + 1); : : : ;p(Cr� 1 + j � 1), które wynosz�a odpowiednioCr� 1 + 2; : : : ;Cr� 1 + j. Za-
temdost�epnewartósci, któremo�zeprzyj �ać p(i), wynosz�aCr� 1 + 1 orazCr� 1 + j + 1; : : : ;n.
Najmniejsz�az nich jestCr� 1 + 1. Jésli przyjmiemy

p(i) = Cr� 1 + 1

utworzymy cykl (Cr� 1 + 1 Cr� 1 + 2 � � � Cr� 1 + j) o d�ugósci j. Najmniejszycykl jaki
mo�zemyutworzyć mad�ugósć cr . Zatemmo�zemyprzyj �ać p(i) = Cr� 1 + 1 tylko wtedy, gdy
j = cr . Jésli j < cr , to zap(i) przyjmujemydrug�anajmniejsz�amo�zliw �awartósć:

p(i) = Cr� 1 + j + 1:

�

1 2 3 4 5 6 7 8

Rysunek2: Najmniejszaleksykogra�cznie permutacjao d�ugósciach
cykli 1;3;4

Przyk�ad 4 Najmniejsz�a leksykogra�czniepermutacj�a,którarozk�adasi�e nacykle d�ugósci
1;3;4 jest

p(1) = 1;p(2) = 3;p(3) = 4;p(4) = 2;p(5) = 6;p(6) = 7;p(7) = 8;p(8) = 5

(Rysunek2).

Umiemy ju�z konstruować permutacjenajmniejszeleksykogra�cznie o zadanych d�ugo-
ściachcykli. Jésli dodatkowo mamy mo�zliwość decydowania jakie s�a d�ugósci cykli per-
mutacji, to chcemywiedziéc, który zestaw d�ugósci cykli umo�zliwi utworzeniepermutacji
najmniejszejleksykogra�cznie.

Lemat 6 Danes �a dwaci �agi c1 6 : : : 6 cl orazc0
1 6 : : : 6 c0

l0 takie, �ze

n =
l

å
i= 1

ci =
l0

å
i= 1

c0
i ;
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i o tej w�asnósci, �zeci �ag c1; : : : ;cl jestmniejszyleksykogra�cznie odci �aguc0
1; : : : ;cl0, tzn.,�ze

istniejetakier, �zeci = c0
i dla i = 1; : : : ; r � 1 orazcr < c0

r . Wśródpermutacji,której cykles �a
d�ugósci c1; : : : ;cl lub c0

1; : : : ;c0
l0 najmniejsz�a leksykogra�cznie jest najmniejszaleksykogra-

�cznie permutacjao cyklach d�ugóscic1; : : : ;cl .

Dowód Jestto wniosekz twierdzenia5. Wystarczywzi �ać najmniejsz�aleksykogra�cznieper-
mutacj�edlaci �aguc1; : : : ;cl orazdlaci �aguc0

1; : : : ;c0
l0 i sprawdzić, �zetapierwszajestmniejsza

leksykogra�cznie. �

Wniosek7 Jésli ci �ag c1; : : : ;cl mawi�ecejjedynekni�z ci �ag c0
1; : : : ;c0

l0, to najmniejszaleksy-
kogra�cznie permutacjao cyklach d�ugósci c1; : : : ;cl jestmniejszaod najmniejszejleksyko-
gra�cznie permutacjio cyklach d�ugóscic0

1; : : : ;c0
l0.

Na podstawie twierdzenia3 i wniosku7 mo�zemysformu�ować twierdzenie,któremówi
namw jakiej klasiepermutacjiszukác rozwi �azanianaszegozadania.

Twierdzenie8 Permutacjan–elementowao najwi�ekszymrz�edzie, która jestnajmniejszalek-
sykogra�cznie, sk�adasi�e z cykli d�ugósci 1; : : : ;1; pa1

1 ; : : : ; pak
k ; dla pewnych ró�znych liczb

pierwszych p1; : : : ; pk i dodatnich liczb ca�kowitych a1; : : : ;ak takich, �ze:

k

å
i= 1

pi
a i 6 n:

Szukanie maksymalnego rz¦du

Wiemy jaka jest postác szukanejpermutacjin–elementowej. Pozostajepytaniejak znalézć
maksymalny rz �ad. Mo�zemyto zrobić stosuj�acpodej́scieprogramowaniadynamicznego. Od
terazp1; p2; p3; : : : oznaczaj�akolejneliczby pierwsze.

De�nicja 10 Maksymalny rz �adpermutacjin–elementowej,w którejwyst�epuj�atylko cykle o
d�ugósci1 lub postacipa , dla p 6 pk, oznaczamyprzezRn;k.

Bezpósrednioz tej de�nicji wynika, �zewartósciRn;k b�ed�a ros�ywrazz wzrostemn i k:

Fakt 4

Rn1;k1 6 Rn2;k2 dlak1 6 k2; i n1 6 n2:

Do wyliczaniaRn;k w sposóbsystematyczny wykorzystujemytwierdzenie:

Twierdzenie9 WartościRn;k mo�zemywyliczác rekurencyjniewed�ugwzoru:

Rn;k = maxf Rn;k� 1g[ f pa
k Rn� pa

k ;k� 1 : 1 < pa
k 6 ng; (14)

przywarunkach brzegowych
Rn;0 = 1:

Dowód Permutacjamo�zeniezawierác cyklu postacipa
k codajeRn;k� 1. Jésli jednakzawiera

cykl postacipa
k , to maksymalny rz �ad n–elementowej permutacjiz cyklami o d�ugósciach

postacipb, p 6 pk, b�edziewynosi� tyle, comaksymalny rz �adpermutacjimaj �acejmniej o pa
k

elementówz cyklami o d�ugósciachpostacipb, p 6 pk� 1, pomno�zony przezd�ugósć cyklu
pa

k . �
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�Zeby znalézć maksymalny rz �ad permutacjin–elementowej wystarczywyliczyć Rn;k dla
odpowiednio du�zego k. Musi ono być na tyle du�ze, �ze powi �ekszeniek nie powi �ekszyju�z
Rn;k. Zatemalgorytmnaszukaniemaksymalnegorz�edupermutacjin–elementowej wygl �ada
nast�epuj�aco:

1: for i := 0 to n do
2: Ri;0 := 1
3: for k := 1 to „odpowiednio du�ze k” do
4: Ri;k := maxf Ri;k� 1g[ f pa

k Ri� pa
k ;k� 1 : 1 < pa

k 6 ig
5: maksymalny rz �ad permutacji n–elementowej wynosi Rn;k,

gdzie k jest „odpowiednio du�ze”

Ograniczaniek

Co oznacza„odpowiedniodu�zek”? Przyjmijmypar�eoznaczén.

De�nicja 11 NiechKn oznaczanajmniejszek takie,�zedlawszystkichk0> k jestRn;k0= Rn;k.

De�nicja 12 Niech Kn oznaczanajmniejszek takie, �ze dla wszystkichk0> k i dowolnego
n06 n jestRn0;k0 = Rn0;k.

Wartósć Kn mo�znate�z opisác zapomoc�aKn:

Kn = max
06 n06 n

Kn0:

Mo�zemyterazpowiedziéc, �zeprzez“odpowiedniodu�zek” rozumiemydowolnek, o któ-
rym wiemy, �zejestwi �ekszeodKn.

Jakdu�ze jestKn? Na pewno zachodzipKn 6 n. W tensposóbdla n = 10000dostajemy
bardzos�abeograniczenieKn 6 1229,gdy�z p1229 = 9973< 10000< 10007= p1230. Do
„rozs�adnego” ograniczaniaKn pomocny jestnast�epuj�acy lemat.

Lemat 10 Niech n > 1. Niech h b�edzienajmniejsz�a liczb �a spe�niaj�ac �a jedenzwarunków:

(i) ph+ 1 > n,

(ii) h > Kn� 1 i Rn;h > nRn� ph+ 1;h,

wtedyh jestograniczeniemnaKn:
Kn 6 h:

Dowód Je�zeli ph+ 1 > n, to dla ka�zdego k0> h b�edziepk0 > n, a co za tym idzie, zewzoru
(14)mamyRn;k0 = Rn;k0� 1. Czyli Rn;k0 = Rn;h dlaka�zdegok0> h, zatemKn 6 h.

Za�ó�zmy teraz,�zezachodzi(ii). Udowodnimyindukcyjnie, �zedlak0> h jest

Rn;k0 = Rn;h: (15)

Zak�adamy, �zeRn;k0� 1 = Rn;h. Je�zeli pk0 > n, to równósć (15) otrzymujemybezpósrednioz
(14). Zatemniechpk0 6 n. Weźmy a takie, �ze pa

k0 6 n. Z tego, �zeh > Kn� 1 mamy

pa
k0Rn� pa

k0;k0� 1 = pa
k0Rn� pa

k0;h:
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Zachodzin� pa
k0 6 n� ph+ 1, wi �ecz faktu4 mamy

pa
k0Rn� pa

k0;h 6 pa
k0Rn� ph+ 1;h:

Dalej szacujemy:
pa

k0Rn� ph+ 1;h 6 nRn� ph+ 1;h 6 Rn;h:

W końcuz za�o�zeniaindukcyjnegomamy

Rn;h = Rn;k0� 1:

Podsumowuj �acpowy�zszerozumowanieotrzymujemy:

pa
k0Rn� pa

k0;k0� 1 6 Rn;k0� 1;

sk�adwynika, �zeRn;k0 = Rn;k0� 1 = Rn;h, a to kończydowódindukcyjny.
�

Z pomoc�a lematu10mo�zemytermin„odpowiedniodu�zek” zast�apić warunkiem:

pk+ 1 > i _ (k > K i� 1 ^ Ri;k > iRi� pk+ 1;k): (16)

Mo�zemyterazuzupe�níc algorytm:

1: K0 := 0
2: for i := 0 to n do
3: Ri;0 := 1
4: k := 0
5: while pk+ 1 6 i ^ (k < K i� 1 _ Ri;k < iRi� pk+ 1;k) do
6: k := k+ 1
7: Ri;k := maxf Ri;k� 1g[ f pa

k Ri� pa
k ;k� 1 : 1 < pa

k 6 ig
8: while k > 0_ Ri;k = Ri;k� 1 do k := k� 1 f Szukamywartósci Ki g
9: Ki := k, K i := max(K i� 1;Ki )

10: maksymalny rz �ad permutacji n–elementowej wynosi Rn;Kn

Okazujesi�e, �ze w tym algorytmiedla n 6 10000 najwi�ekszek dla jakiego b�edziemy
liczyć Ri;k wynosi99. Natomiastnajwi�ekszeKi wynosi70. Wynika st �ad, �zezaograniczenie
k wystarczy�oprzyj �ać dowoln �a liczb�eniemniejsz�aod70.

ReprezentacjaRn;k

Jakdu�ze mog�a być Rn;k? Okazujesi�e, �ze s�a na tyle du�ze, �ze trzebaimplementować du�ze
liczby ca�kowite. Przyczymnadu�zychliczbachpotrzebujemytylko operacji:

� dodawania,

� mno�zeniaprzezliczb�ez przedzia�u[1;10000],

� porównywania.



Olimpiada Informatyczna
2004{09{28 11:57
strona 172

i

i

i

i

i

i

i

i

172 Maksymalnerz¦ dy permutacji

Zauwa�zmy, �ze nie potrzebujemy wypisywania du�zej liczby i za podstaw�e mo�zemywzi �ać
pot�eg�edwójki. Najwygodniejzapodstaw�e jestwzi �ać 216. Rozmiarpami�etanejliczby mo�zna
ustalác dynamicznieprzy zapami�etywaniu nowo wyliczanej wartósci Rn;k. W przypadku,
gdy chcemyprzydzielíc pami�eć statycznie,trzebaokréslić maksymalny rozmiarliczby jak �a
b�edziemypami�etác. W tym celumusimysprawdzić jakie jestnajwi�ekszeRn;k. Najwi�eksze
Rn;k wynosityle corz �adpermutacjin–elementowej dlan = 10000.Mo�znaeksperymentalnie
sprawdzić, �ze wartósć ta wynosi w przybli�zeniu1:8 � 2454 < 2464 = 216�29. Zatemmo�zna
reprezentować wartósciRn;k przez29–cyfroweliczby o podstawie 216.

Przytakiej reprezentacjipami�eć potrzebnanazapami�etaniewszystkichwartósciRn;k wy-
nosi2� 29� 10000� 70= 40600000� 40M.

Wypisanie szukanej perm utacji

Gdy ju�z mamywyliczony maksymalny rz �adRn;Kn permutacjin–elementowej, pozostajewy-
pisaniepermutacjinajmniejszejleksykogra�cznie. Wpierw musimyodtworzyć d�ugósci cy-
kli tej permutacji.Oznaczmy:

Ci;k =
�

0 jeśli Ri;k = Ri;k� 1
pa

k jeśli Ri;k = pa
k Ri� pa

k ;k� 1

wtedyalgorytmwyznaczaniad�ugóscicykli jestnast�epuj�acy:

1: i := n
2: for k := Kn downto 1 do
3: if Ci;k > 0 then zapami�etaj d�ugósć cyklu Ci;k
4: i := i � Ci;k
5: do zapami�etanych d�ugósci cykli dodaj i cykli d�ugósci 1

WartósciCi;k mo�zemysobiewczésniejzapami�etác podczaswyliczaniawartósciRi;k.
Maj �ac d�ugósci cykli mo�zemy ju�z wypisác permutacj�e najmniejsz�a leksykogra�cznie.

Sortujemyotrzymany ci �ag liczb d�ugósci cykli od najmniejszejdo najwi�ekszejotrzymuj�ac
ci �agc1 6 : : : 6 cl , anast�epniestosujemytwierdzenie5.

Wiele warto±ci n

Dla testuzawieraj �acegowielewartóscin bierzemyto najwi�eksze.Dlaniegostosujemyprzed-
stawiony algorytmdowyliczaniawartósciRn;k orazCn;k. Maj �actewartóscimo�zemywypisác
szukanepermutacjedlawszystkichn znajduj�acychsi�e w teście.

Inne rozwi¡zania

T yp double zamiast du»yc h liczb caªkowit ych

Mo�znasprawdzić, �ze dla n 6 10000 przy wyliczaniu wartósci Rn;k wszystkieporównania
dotycz�a liczb ró�zni �acych si�e wzgl�ednieo co najmniej 10� 5. Sugerujeto reprezentowanie
wartósci Rn;k przeztyp double . Rzeczywísciestosuj�ac zamiastdu�zych liczb ca�kowitych
liczby zmiennoprzecinkowe podwójnejprecyzji otrzymamypoprawny programdla danych
wejściowychw tym zadaniu.
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Pami¦tanie cz¦±ci warto±ci Rn;k

Zauwa�zmy, �ze we wzorze(14) wartósć Rn;k zale�zy tylko od wartósci Ri;k� 1, gdzie i 6 n.
Zatem,aby wyznaczýc wszystkiewartósci Ri;k wystarczy, �ze b�edziemypami�etác wartósci
Ri;k� 1. Jésli b�edziemyliczyć w odpowiedniejkolejnósci, to wystarczypami�etác tylko n+ 1
wartósci:

1: for i := 0 to n do Ri := 1 f Inicjacja dla k = 0 g
2: for k := 1 to „odpowiednio du�ze k” do
3: for i := n downto 0 do
4: Ri := maxf Rig[ f pa

k Ri� pa
k

: 1 < pa
k 6 ig

5: maksymalny rz �ad permutacji n–elementowej wynosi Rn

Oczywíscie,�zebyodtworzyćpóźniejd�ugóscicykli trzebazapami�etác ju�z wszystkiewar-
tościCi;k.

Testy

Zosta�oprzygotowanych pi�etnáscie testów. Maksymalnen w ka�zdym z testówwynosi�o
kolejno:5, 10,20,79,789,2003,4567,7890,8945,10000,9878,9991,510,2021,3705.W
ostatnichpi�eciutestachdanezosta�ytakdobrane,abywy�apác rozwi �azanianak�adaj�acezbyt
du�zeograniczenienak.
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Pogromcy Algorytmó w 2003
opracowania zada«
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Krzysztof Ciebiera
Tre±¢ zadania

Przesta wione literki

Niektóre dzieci nie potra�¡ wymawia¢ wszystkich liter, niektóre za± czasemwymawiaj¡
litery poprawnie, a czasemnie. Kamil mówi czasemT zamiast K, ale zamiast T nigdy nie
mówi K. Podobnie zamiast G mówi czasemD. Natomiast zamiast R mówi czasemL, a kiedy
indziej F. Oczywi±cieczasamizdarzasi¦, »ewymawia literk¦ poprawnie. Tata Kamila zawsze
si¦ zastanawia, ile rzeczywistychsªówmo»eoznacza¢wyraz, który wypowiedziaª jego syn (nie
zastanawiasi¦ nad tym, czy s¡ to poprawne wyrazy w j¦zyku polskim).

Zadanie

Napisz program, który:

� wczyta (ze standardowego wej±cia) to, co powiedziaª Kamil,

� obliczy ile ró»nychsªówmo»eto oznacza¢,

� wypiszewynik (na standardowewyj±cie).

W ej±cie

W pierwszym i jedynym wierszu wej±cia zapisano sªowo wypowiedziane przez Kamila. Dla
uproszczeniaprzyjmujemy, »esªowoto zapisanoza pomoc¡ jedynie wielkich liter alfabetu an-
gielskiego i jego dªugo±¢wynosi co najwy»ej 20.

Wyj±cie

Twój program powinien wypisa¢(na standardowewyj±cie) tylko jeden wierszzawieraj¡cy tylko
jedn¡ liczb¦ caªkowit¡, równ¡ liczbie ró»nychsªów, które mo»eoznacza¢sªowowypowiedziane
przezKamila.

Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
FILIPEK
poprawnym wynikiem jest:
4



Olimpiada Informatyczna
2004{09{28 11:57
strona 178

i

i

i

i

i

i

i

i



Olimpiada Informatyczna
2004{09{28 11:57
strona 179

i

i

i

i

i

i

i

i

Krzysztof Diks
Tre±¢ zadania

Julk a

Julka zaskoczyªa wczoraj w przedszkolu swoj¡ wychowawczyni¦ rozwi¡zuj¡c nast¦puj¡c ¡ za-
gadk¦:

Klaudia i Natalia maj¡ razem 10 jabªek, ale Klaudia ma o 2 jabªka wi¦cej ni»
Natalia. Ile jabªek ma ka»daz dziewczynek?

Julka odpowiedziaªa bez namysªu: Klaudia ma 6 jabªek, natomiast Natalia ma 4 jabªka.
Wychowawczynipostanowiªasprawdzi¢,czy odpowied¹ Julki nie byªaprzypadkowai powta-

rzaªa zagadk¦, za ka»dymrazemzwi¦kszaj¡c liczby jabªekw zadaniu. Julka zawszeodpowiadaªa
prawidªowo. Zaskoczona wychowawczynichciaªa kontynuowa¢ÿbadanie" Julki, ale przy bar-
dzo du»ychliczbach sama nie potra�ªa szybkorozwi¡za¢ zagadki. Pomó»pani przedszkolance
i napisz program, który b¦ dzie podpowiadaª jej rozwi¡zania.

Zadanie

Napisz program, który:

� wczyta(ze standardowegowej±cia) liczb¦ jabªek,które maj¡ razemobie dziewczynkioraz
liczb¦ mówi¡c¡, o ile wi¦ cej jabªekma Klaudia,

� obliczy, ile jabªekma Klaudia i ile jabªekma Natalia,

� wypiszewynik (na standardowewyj±cie).

W ej±cie

Wej±cie skªadasi¦ z dwóch wierszy. Pierwszy wiersz zawiera liczb¦ wszystkichjabªekposiada-
nych przez dziewczynki, natomiast drugi | liczb¦ mówi¡c¡, o ile wi¦ cej jabªek ma Klaudia.
Obie liczby s¡ caªkowite i dodatnie. Wiadomo, »edziewczynkimaj¡ razemnie wi¦ cej ni» 10100

(1 i 100 zer) jabªek. Jak wida¢, jabªka mog¡ by¢ bardzo malutkie.

Wyj±cie

Twój program powinien wypisa¢(na standardowewyj±cie) w dwóch kolejnych wierszachdwie
liczby caªkowite, po jednej w wierszu. Pierwszy wiersz powinien zawiera¢ liczb¦ jabªekKlaudii,
natomiast drugi | liczb¦ jabªekNatalii. Wiadomo, »edziewczynkizawszemaj¡ caªe jabªka.
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180 Julka

Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
10
2
poprawnym wynikiem jest:
6
4
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Krzysztof Diks
Tre±¢ zadania, Opraco wanie

Krzysztof Diks
Program

Jasiek

Jasiek ma dopiero 6 lat, ale ju» przejawia liczne talenty. Bardzo lubi rysowa¢ i ukªada¢
zagadki. Dzisiaj rano dostaª od mamy kartk¦ w kratk¦, oªóweki z wielk¡ ochot¡ zabraª si¦ do
rysowania. Wszystkie rysunki Ja±kamaj¡ pewnewspólne cechy:

� Jasiek zaczerniapeªnekratki;

� je»eli dwie zaczernionekratki dotykaj¡ si¦, to maj¡ wspólny bok lub róg;

� s¡ spójne, co oznacza,»emi¦ dzy ka»dymidwiema zaczernionymi kratkami istnieje ci¡g
zaczernionychkratek, w którym ka»dedwie kolejne kratki maj¡ wspólny bok;

� nie ma biaªych dziur, czyli »e z ka»dej biaªej kratki mo»na narysowa¢ lini¦ do brzegu
kartki, która nigdy nie dotknie jakiejkolwiek zaczernionejkratki.

W poªudnie zadzwoniªamama i zapytaªa, co przedstawia dzisiejszy rysunek Ja±ka. Maluch
nie odpowiedziaª wprost, tylko opisaª rysunek podaj¡c ci¡g ruchów potrzebnych do obej±cia
zaczernionychkratek na brzegu rysunku, czyli takich, które maj¡ co najmniej jeden wspólny
róg z jak¡± biaª¡ kratk¡. Jasiek ustaliª kratk¦ pocz¡tkow¡, a nast¦pnie podaª ci¡g kierunków,
w których nale»ysi¦ posuwa¢,»ebyobej±¢caªy rysunek. Wiadomo, »eJasiek opisaª rysunek w
kierunku przeciwnym do ruchu wskazówekzegara. Mama byªa wielce zaskoczona zªo»ono±ci¡
rysunku, a w szczególno±ci liczb¡ zaczernionychkratek. Czy potra�ªby± na podstawie opisu
Ja±kaszybkoobliczy¢, ile jest zaczernionychkratek na rysunku?

Zadanie

Napisz program, który:

� wczyta (ze standardowego wej±cia) opis rysunku Ja±ka,

� policzy liczb¦ wszystkichzaczernionychkratek,

� wypiszewynik (na standardowewyj±cie).

W ej±cie

Wej±cieskªadasi¦ z szeregu wierszy, z których ka»dyzawiera tylko jeden znak. Wiersz pierwszy
zawiera du»¡ liter ¦ P, natomiast wiersz ostatni | du»¡ liter ¦ K. Liter a P oznaczapocz¡tek
opisu, a litera K jego koniec. W ka»dymz pozostaªychwierszy (je»eli takie s¡) zapisanojedn¡
liter ¦ N, W, S lub E, gdzie N oznaczapóªnoc, W | zachód, S | poªudnie, a E | wschód.
Ka»dy wiersz wej±cia odpowiada pewnej kratce na brzegu rysunku. Wiersz pierwszy i ostatni
odpowiadaj¡ tej samejkratce, od której zaczynasi¦ i w której ko«czysi¦ opis. Liter a w wierszu
ró»nymod wierszapierwszego i ostatniego mówi, w którym kierunku nale»ypój±¢,»ebyprzej±¢
do kolejnej kratki brzegowejprzy obchodzeniu rysunku przeciwnie do ruchu wskazówekzegara.
Opis Ja±kanie jest nadmiarowy, tzn. ko«czysi¦ po obej±ciucaªego rysunku i dotarciu do kratki
pocz¡tkowej. Dªugo±¢opisu nigdy nie przekracza20000 liter.
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182 Jasiek

Wyj±cie

Twój program powinien wypisa¢ (na standardowe wyj±cie) tylko jeden wiersz z jedn¡ liczb¡
caªkowit¡ równ¡ liczbie zaczernionychkratek na rysunku Ja±ka.

Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
P
S
S
S
E
N
E
E
S
E
E
N
N
N
N
S
S
S
W
W
N
N
W
W
W
N
S
K
poprawnym wynikiem jest:
23
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P = K

Rozwi¡zanie

Nietrudnozauwa�zyć, �ze rysunekJáska, to wielok �at o bokachrównoleg�ych do osi uk�adu
wspó�rz�ednychi wierzcho�kacho wspó�rz�ednychca�kowitoliczbowych,anaszymcelemjest
napisanieprogramu,który policzy poletegowielok �ata.Najprósciejdo tego celuzastosować
wzór Greeniego. Je�zeli (x j ;y j ) s �a kolejnymi wierzcho�kaminaobwodziewielok �ataW, przy
obchodzeniuW w kierunkuprzeciwnymdoruchuwskazówekzegara,j = 0;1; : : : ;n� 1,oraz
x0 = xn i y0 = yn, to poleW wyra�zasi�e wzorem:

Pole(W) = 0:5(a0 + a1 + : : :+ an� 1);

gdzieai = xiyi+ 1 � xi+ 1yi . Tak wi �ecca�atrudnósć w tym zadaniusprowadzasi�e do wyzna-
czeniakolejnych punktówkratowych (o wspó�rz�ednych ca�kowitoliczbowych) naobwodzie
wielok �ataprzyza�o�zeniu,�zestartujemyz punktu(0;0). W tym celuprzyjmijmy, �zewielok �at
b�edziemyobchodziliprzesuwaj �ac wzd�u�z jego brzegu kostk�e 2 � 1 i przyjmuj �ac, �ze ostat-
nio rozwa�zany wierzcho�eknaobwodziewielok �atajestw środkuprawego,d�u�zszegobrzegu
kostki. Dla danychz przyk�adukostk�enapocz�atkuprzyk�adamyw taki sposób,�zejej pierw-
szykwadracikpokrywa si�e z kwadratemoznaczonym liter �a P, natomiastdrugi kwadratjest
bezpósredniopodpierwszym.Oto programrealizuj�acy opisany powy�zejpomys�.

1: var
2: pierwszy, r1, r2: char; f pierwszy i dwa kolejne kierunki w obej́sciu W g
3: x1, y1: longint; f ostatni rozwa�zany punkt na obwodzieg
4: x2, y2: longint; f kolejny punkt na obwodzieg
5: P : longint; f obliczanePoleg
6: ostatni_obrot: boolean;
7: begin
8: readln(r1);
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184 Jasiek

9: readln(r2);
10: if r2 = 'K' then writeln(1) f tylko jedna kratkag
11: else
12: begin
13: pierwszy := r2;
14: P := 0;
15: x1 := 0; y1 := 0; ostatni_obrot:= false;
16: repeat
17: r1 := r2; readln(r2);
18: if r2 = 'K' then
19: begin
20: f trzeba jeszczewrócić do punktu wyjściag
21: r2 := pierwszy; ostatni_obrot:= true
22: end;
23: f badamykolejne dwa ruchy, �zeby odpowiednio przesun�ać kostk�eg
24: f pole liczymy razy dwa; na końcu podzielimy przez dwag
25: case r1 of
26: 'E': case r2 of
27: 'E': begin x2 := x1 + 1; y2 := y1 end;
28: 'N': begin x2 := x1 + 1; y2 := y1 + 1; P := P + 1 end;
29: f pomijamy róg typu 'EN' - ucinamy pó� kratki g
30: 'W': begin x2 := x1; y2 := y1 + 1; P := P + 2 end;
31: f ucinamy ca��a kratk�eg
32: 'S': begin x2 := x1; y2 := y1 end
33: end;
34: 'N': case r2 of
35: 'N': begin x2 := x1; y2 := y1 + 1 end;
36: 'W': begin x2 := x1 - 1; y2 := y1 + 1; P := P + 1 end;
37: f ucinamy pó� kratki g
38: 'S': begin x2 := x1 - 1; y2 := y1; P := P + 2 end;
39: f ucinamy ca��a kratk�eg
40: 'E': begin x2 := x1; y2 := y1 end
41: end;
42: 'W': case r2 of
43: 'W': begin x2 := x1 - 1; y2 := y1 end;
44: 'S': begin x2 := x1 - 1; y2 := y1 - 1; P := P + 1 end;
45: f ucinamy pó� kratki g
46: 'E': begin x2 := x1; y2 := y1 - 1; P := P + 2 end;
47: f ucinamy ca��a kratk�eg
48: 'N': begin x2 := x1; y2 := y1 end
49: end;
50: 'S': case r2 of
51: 'S': begin x2 := x1; y2 := y1 - 1 end;
52: 'E': begin x2 := x1 + 1; y2 := y1 - 1; P := P + 1 end
53: f ucinamy pó� kratki g
54: 'N': begin x2 := x1 + 1; y2 := y1; P := P + 2 end
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55: f ucinamy ca��a kratk�eg
56: 'W': begin x2 := x1; y2 := y1 end
57: end
58: end;
59: P := P + x1*y2 - x2*y1;
60: x1 := x2; y1 := y2;
61: until ostatni_obrot;
62: P := P div 2;
63: writeln(P)
64: end
65: end.

W oczywistysposóbpowy�zszyprogramdzia�aw czasieliniowym.
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Krzysztof Diks
Tre±¢ zadania, Opraco wanie

Krzysztof Diks
Program

Dyzio

Dyzio jest przyjacielem Ja±ka i te» lubi zagadki. Oto zagadka,z któr¡ Dyzio przyszedª do
Ja±ka:

Ja±ku,masztu sznurek, który trzeba poci¡¢ na mniejszekawaªki. Nie powiem Ci
wprost, jak to zrobi¢, ale popatrz na ten ci¡ g zer (0) i jedynek (1). Jedynka na
pocz¡tku oznacza,»esznurek trzeba przeci¡¢ na póª. Je±li jednak pierwsz¡ cyfr¡
byªoby zero, to byªaby to jedyna cyfra w ci¡ gu i oznaczaªaby, »e nie musisz ju»
nic robi¢ | chc¦ mie¢ sznurek w caªo±ci. Je±li jednak musisz przeci¡¢ sznurek,
to po pierwszej jedynce zapisaªem, co zrobi¢ z lewym kawaªkiem (stosuj¡c te
samereguªy, co dla caªegosznurka), a nast¦pnie zapisaªemco zrobi¢ z prawym
kawaªkiem (caªy czas trzyma j¡c si¦ tych samych zasadzapisu). Zawszemusisz
najpierw poci¡¢ lewy kawaªek,a dopiero potem mo»eszzabra¢si¦ do prawego. A
teraz tnij i powiedz, ile minimalnie ci¦¢ trzeba wykona¢,»eby otrzyma¢ najkrótszy
kawaªek.

Niestety mama chowaprzed Ja±kiemno»yczki,ale szcz¦±liwiepod r¦k¡ byª komputer i Jasiek
szybkonapisaª program symuluj¡cy ci¦ cie sznurka. Czy Ty te» potra�sz napisa¢taki program?

Zadanie

Napisz program, który:

� wczyta (ze standardowego wej±cia) opis sposobuci¦ cia sznurka,

� policzy, ile minimalnie ci¦ ¢ trzeba wykona¢,»ebydosta¢(pierwszy) najkrótszy kawaªek,

� wypiszewynik (na standardowewyj±cie).

W ej±cie

Pierwszy wiersz wej±cia zawiera liczb¦ caªkowit¡ n (1 6 n 6 20 000). W drugim wierszu
wej±ciazapisanodokªadniejedno sªowozero-jedynkowe(ci¡g zer i jedynekbezznakówodst¦pu
mi¦ dzy nimi) dªugo±cin | opis sposobuci¦ cia sznurka dostarczony przezDyzia.

Wyj±cie

Twój program powinien wypisa¢ (na standardowe wyj±cie) tylko jeden wiersz, zawieraj¡cy
tylko jedn¡ liczb¦ caªkowit¡, równ¡ minimalnej liczbie ci¦ ¢, które trzeba wykona¢,»ebydosta¢
najkrótszy kawaªek.
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Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
9
110011000
poprawnym wynikiem jest:
4

Rozwi¡zanie

Ka�zdy, nawet pocz�atkuj�acy algorytmik, zauwa�zy bez trudu, �ze wejściowy napis zero-
jedynkowy kodujeobej́sciepewnego drzewa binarnego metod�a pre�ksow �a (znan�a te�z z an-
gielskajako „preorder”). Jedynkiodpowiadaj�a odwiedzaniuw�ez�ów wewn�etrznych (czyli
tych ró�znych od nil ), a zera– odwiedzaniuw�ez�ów zewn�etrznych (czyli tych reprezen-
towanych przeznil ). Ka�zdy w�eze�zewn�etrzny (0) odpowiada jednemu,niepodzielnemu
kawa�kowi sznurka.Naszymcelemjest znalezieniew drzewie pierwszego „od lewej” w�e-
z�a zewn�etrznego (czyli 0) o najwi�ekszejg��ebokości i policzenie,ile poprzedzago w�ez�ów
wewn�etrznych(czyli 1–ek).

Sercemrozwi �azaniajest rekurencyjna proceduraobejdz_drzewo . Wywo�ujemy j �a za-
wszedla w�ez�a,do którego wchodzimypo raz pierwszy. Po wejściu do takiego w�ez�ali-
czymy jego g��ebokość. Gdy jest to w�eze�wewn�etrzny (czyli odpowiadaj�acy 1), to zwi�ek-
szamyo 1 licznik dotychczasodwiedzonychw�ez�ówwewn�etrznych(napotkanych jedynek).
W przypadkuwejściadow�ez�azewn�etrznego(odpowiadaonniepodzielnemuju�z kawa�kowi
sznurka),aktualizujemyinformacjeo dotychczasnajg��ebszymw�eźle wewn�etrznym (im g��e-
biej po�o�zony w�eze�,tym krótszyjestodpowiadaj�acy musznurek).
Oto formalny zapis procedury obejdz_drzewo . Wykorzystujemy w niej nast�epuj�ace
zmienneglobalne:
odw – liczbadotychczasodwiedzonychw�ez�ów
gl – aktualnag��ebokość w drzewie
kod[1..n] – tablicazerojedynkowaz zakodowanym obej́sciemdrzewa
ile_1 – liczbadotychczasprzejrzanych1–ek(w�ez�ówwewn�etrznych)
max_gl – dotychczasmaksymalnag��ebokość w�ez�azewn�etrznego(odpowiadaj�acemu0)
ile_1 – liczba1–ek(w�ez�ówwewn�etrznych,czyli ci�eć sznurka)poprzedzaj�acych pierwsze
0 nag��ebokościmax_gl

1: procedure obejdz_drzewo;
2: begin
3: odw := odw + 1;
4: gl := gl + 1;
5: if kod[odw] = '1' then
6: f w�eze� wewn�etrzny g
7: begin
8: ile_1 := ile_1 + 1;
9: obejdz_drzewo; f obej́scie lewego poddrzewag

10: obejdz_drzewo f obej́scie prawego poddrzewag
11: end
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12: else
13: f w�eze� zewn�etrzny g
14: if gl > max_gl then
15: begin
16: max_gl := gl;
17: poprz_1 := ile_1
18: end;
19: gl := gl - 1 f powrót do w�ez�a na mniejszej g��ebokościg
20: end;

Wywo�anietej procedurydla ca�ego koduwejściowego, z odpowiedniozainicjowanymi
zmiennymi globalnymi, dajenampoprawnerozwi �azanie(wartósć zmiennejpoprz_1 ). Nie-
trudno zauwa�zyć, �ze w ka�zdym wywo�aniu obejdz_drzewo przesuwamy si�e w kodzie o
jedn�apozycj�ew prawo. Dlategoz�o�zonósć podanegorozwi �azaniajestliniowa.
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Krzysztof Onak
Tre±¢ zadania, Opraco wanie

Krzysztof Onak
Program

Ba jto cka Agencja Informacyjna

Bajtocka Agencja Informacyjna (BAI) posiada n komputerów zorganizowanychw sie¢. Kom-
putery s¡ ponumerowaneliczbami od 1 do n, a komputer o numerze 1 jest serwerem. Kom-
putery s¡ poª¡czone za pomoc¡ jednokierunkowychkanaªówinformacyjnych, które ª¡cz¡ pary
komputerów. Caªa sie¢ jest skonstruowanatak, »ez serwera mo»naprzesªa¢| bezpo±rednio
lub po±rednio | informacje do ka»dego innego komputera.

Gdy BAI zdobywanow¡ wiadomo±¢,to zostaje ona umieszczonana serwerze,a nast¦p-
nie rozpropagowanaw sieci. Szef agencji zastanawiasi¦, co staªobysi¦ w przypadku, gdyby
jeden z komputerów przestaª zupeªnie dziaªa¢, np. wyleciaª w powietrze w wyniku ataku ter-
rorystycznego. Wówczas mogªoby si¦ okaza¢, »e nowo zdobyte informacje nie docieraªyby
do którego± z pozostaªychkomputerów, gdy» uszkodzony komputer byª po±rednikiem nie do
unikni¦ cia. Komputery, których awaria mogªaby doprowadzi¢ do takiej sytuacji, nazwiemy
komputerami kryt yczn ymi . Na przykªadw sytuacji przedstawionej na poni»szymrysunku
komputerami krytycznymi s¡ komputery o numerach 1 i 2 | 1 jest serwerem, natomiast ka»da
informacja przesyªanaz serwera do komputera 3 musi przej±¢przezkomputer 2.

1

4 3

#

Zadanie

Napisz program, który:

� wczyta opis sieci ze standardowego wej±cia,

� znajdzie wszystkiekomputery krytyczne,

� wypiszenumery komputerów krytycznych na standardowewyj±cie.

W ej±cie

W pierwszym wierszu znajduj¡ si¦ dwie liczby caªkowite, n i m, oddzielonepojedynczym od-
st¦pem. Liczba n to liczba komputerów w sieci, 2 6 n 6 5 000, a m to liczba kanaªów in-
formacyjnych, n � 1 6 m 6 200000. Ka»dy z kolejnych m wierszy opisuje pojedynczy kanaª



Olimpiada Informatyczna
2004{09{28 11:57
strona 192

i

i

i

i

i

i

i

i
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informacyjny i skªadasi¦ z dwóch liczb caªkowitych oddzielonychpojedynczym odst¦pem. S¡
to odpowiednio a i b (1 6 a;b6 n i a 6= b), co oznacza,»e kanaª przesyªainformacje z kom-
putera o numerze a do komputera o numerze b. Mo»eszzaªo»y¢,»e nie ma dwóch kanaªów
informacyjnych, które zaczynaj¡ si¦ i ko«cz¡ w tych samychpunktach.

Wyj±cie

Wyj±cie powinno si¦ skªada¢z dwóch wierszy. W pierwszymwierszupowinna znale¹¢si¦ jedna
liczba k | liczba komputerów krytycznych. W drugim powinny znale¹¢si¦ numery komputerów
krytycznych pooddzielanepojedynczymi odst¦pami, wymienione w kolejno±ci rosn¡cej.

Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
4 5
1 2
1 4
2 3
3 4
4 2
poprawnym wynikiem jest:
2
1 2

Rozwi¡zanie

Grafolandia

Na pocz�atkuprzenosimysi�e rutynowo z Bajtocji do światagrafów. Mamy zatemdany graf
skierowany G, w którymwierzcho�kiodpowiadaj�akomputerom,akraw�edziekana�ominfor-
macyjnym. Naszgraf ma,zgodniez treści �a zadania,n wierzcho�kówi m kraw�edzi.Ponadto
jedenz wierzcho�kówgrafu, nazwijmy go źród�em, jest wyró�zniony i istniej �a skierowane
ście�zki zeźród�ado ka�zdegoz pozosta�ychwierzcho�ków. Zadajemyterazpytaniez osobna
dla ka�zdego z wierzcho�ków, czy po jego usuni�eciu z grafu nadalb�ed�a istnia�y ście�zki ze
źród�adoka�zdegoz nieusuni�etychwierzcho�ków. Jésli nie,to wierzcho�ektenjestkrytyczny.

Algorytm bezpo±redni

Najprostszyalgorytm,to poprostuusuwaniezgrafuGpojednymwierzcho�kui sprawdzanie,
czynadaldasiedotrzécdopozosta�ychwierzcho�kówzeźród�a.Jegoz�o�zonósćczasowajest
rz�eduO(nm), aleokazujesi�e, �zezadaniemo�znarozwi �azác zapomoc�a algorytmuo lepszej
z�o�zonósciczasowej.
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Drzew o DFS i numeracja preorder

W naszymgra�e G skonstruujemyterazdrzewo T przechodzeniaw g� �ab(powszechniesto-
sowany angielskiskrót,który okrésla to drzewo, to DFS= depth�r st search) o korzeniuw
źródlei ponumerujemywierzcho�ki liczbamiod 1 do n w kolejnósci, w jakiej odwiedzamy
je po razpierwszy(to w�aśniejestkolejnósć preorder). O co dok�adniechodzi?Startuj�acze
źród�a,wykonujemyrekurencyjnie w ka�zdymwierzcho�kunast�epuj�aceczynnósci:

� zaznacz,�zev jestju�z odwiedzony, gdziev to aktualny wierzcho�ek;

� nadajv pierwszynieu�zyty jeszczenumerzezbioruf 1; 2; : : : ; ng;

� po kolei dla ka�zdego w b�ed�acego s�asiademv (tzn. dla ka�zdego wierzcho�ka,do któ-
rego istniejekraw�ed́z z v) sprawdź, czy jest ju�z odwiedzony, a jeśli nie, to dodajdo
konstruowanegodrzewaT kraw�ed́z z v dow i wykonajrekurencyjnie czynnóscinaw.

Przyk�adowe drzewo DFS z numeracj�a wierzcho�kówpreordermo�znazobaczýc na ry-
sunku1.

Mo�zesi�ezdarzýc, �zedlagrafuG i ustalonegowierzcho�kastartowegootrzymujemywiele
ró�znychdrzew przechodzeniaw g� �abw zale�znósciod tego,w jakiej kolejnósci odwiedzamy
s�asiadów, aleokazujesi�e, �zewszystkietedrzewamaj�ainteresuj�acenasw�asnósci i wystarczy
wzi �ać dowolnez nich.

�atw o zauwa�zyć, �zedrzewo DFST jestpodgrafempocz�atkowegografuG. Dok�adniej,
mataki samzbiór wierzcho�ków, a zbiór kraw�edziT jestpodzbioremkraw�edzigrafuG. W
zwi �azkuz tym mo�zemypodzielíc kraw�edzieG na drzewowe, czyli te, które nale�z �a te�z do
drzewaT, i niedrzewowe, czyli te,któredodrzewaT ju�z nienale�z �a.

Od tej pory b�edziemyuto�zsamiác wierzcho�kiG z numeracj�apreorder, któr �a w�aśnieim
nadalísmy.

Zauwa�zmy, �ze jeśli w gra�e G istniejekraw�ed́z z v do w, to w < v lub w jest potom-
kiem v w drzewie. W szczególnósci oznaczato, �ze jeśli jakiś wierzcho�ekma w drzewie
T kilku synów, to kraw�edzieniedrzewowe pomi�edzypoddrzewami o korzeniachw synach
mog�a prowadzíc tylko od tych powsta�ychpóźniej do tych powsta�ychwczésniej. Przyk�ad
narysunku1.

Obliczanie wierzc hoªk ów kryt yczn ych

Mówi �ac inaczej,wierzcho�ekv jest krytyczny, gdy do jakiegoś innego wierzcho�kaw nie
da si�e dojść ze źród�anie przechodz�acprzezv. Wynika st �ad, �ze w musi być potomkiemv
w drzewie T. Mo�znawywnioskować, �ze v jest krytyczny wtedy i tylko wtedy, gdy do co
najmniejjednegoz jegosynóww drzewie T niedasi�e dojść, nieprzechodz�acprzezniego.

Wystarczyzatem,�ze ograniczymysi�e do problemu,czy do danego wierzcho�kaw da
si�e dojść, omijaj �ac jego ojca v w drzewie T. Zastanówmysi�e, co mo�zemypowiedziéc o
wierzcho�kach,przezktóreda si�e dojść do w. Korzystaj�acz wczésniej zauwa�zonego faktu
dotycz�acego drzew DFS, do w nie istniej �a w gra�e G ście�zki z wierzcho�kówu takich, �ze
u < w i u nie jestprzodkiemw w T. Niechs= s1s1 : : : sk b�edzieście�zk �a prost�a zeźród�ado
w w T. Wówczass1 = 1, sk� 1 = v i sk = w. Zastanówmysi�e,czydow dasi�edojść z jednego
z wierzcho�kówsi , gdzie1 6 i < k � 1, przechodz�ac po drodzetylko po wierzcho�kachu
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Rysunek1: Przyk�adowy grafz drzewemDFS.Kraw�edziedrzewowes�a
pogrubione,a niedrzewowe przerywane. Wierzcho�ki po-
numerowanes�a w kolejnósci preorder. Dodatkowo zosta�y
zaznaczonepoddrzewawierzcho�kao numerze1.

takich, �zeu > w. Jésli tak, to v mo�znapomin�ać nadrodzeze źród�a1, a jeśli nie, to jest to
niemo�zliwe i v jestkrytyczny.

Przy najprostszejimplementacjiznów dostajemyoszacowanie czasudzia�aniaO(nm).
Ale my podejdziemydoproblemuinaczej.Ustalmywierzcho�ekw. Za�ó�zmy, �zedlaka�zdego
wierzcho�kau z zakresuod w do n mamyobliczony pierwszywierzcho�ek,oznaczmygo
przeztw(u), na ście�zce ze źród�a1 do w, z którego mo�zna dotrzéc do u, przechodz�ac w
mi�edzyczasietylko powierzcho�kacho numerachwi �ekszychlub równychw. Wówczasojca
wierzcho�kaw mo�znapomin�ać nadrodzeze źród�awtedy i tylko wtedy, gdy tw(w) nie jest
ojcemw.

Okazujesi�e ponadto, �ze mo�zemy obliczyć wartósci tw� 1(w � 1); : : : ;tw� 1(n) na pod-
stawie wartósci tw(w); : : : ;tw(n) w czasie O(n), co da nam � �aczny czas dzia�ania al-
gorytmu O(n2), jeśli zaczniemyz w = n i zejdziemy do 2, obliczaj�ac kolejne war-
tości tw(�). Na pocz�atku przyjmujemy tw� 1(u) := tw(u), dla u = w;w + 1; : : : ;n. Na-
st�epnie przegl �adamy kraw�edzie wchodz�ace do w � 1. Niech I(w � 1) b�edzie zbio-
rem wierzcho�ków, z których wychodz�a kraw�edzie do w � 1. Ustalamy ju�z na sta�e
tw� 1(w� 1) := min(f uju 2 I(w� 1) ^ u < w� 1g[ f tw(u)ju 2 I(w� 1) ^ u > w� 1g), roz-
patruj�actym samymdwa mo�zliwe przypadki,bo albodasi�e dotrzéc do w� 1 bezpósrednio
z wierzcho�kówna ście�zcedrzewowej z 1 do w� 1, albopośrednioprzezinnewierzcho�ki,
a sk�ad, to ju�z mamypoliczone.Pozostajejeszczezastanowić si�e, czy do niektórychwierz-
cho�kówz zakresuodw don niedasi�edojść z wczésniejszegowierzcho�kanaście�zcez 1 do
w� 1,korzystaj�acz w� 1 podrodze.Mog �ato być tylko wierzcho�kib�ed�acepotomkamiw� 1
w drzewie T, bodopozosta�ychniedasi�e dotrzéc z w� 1. Ponadto,jeśli dla jakiegoświerz-
cho�kau jestto prawda,to dla tegowierzcho�kawartósć tw� 1(u), któr �achcemypoliczyć, jest
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równatw� 1(w� 1). Wystarczyzatemprzej́sć w g� �abpoddrzewadrzewaT o korzeniuw w� 1
poprawiaj �acwartósci tw� 1(u) naminf tw� 1(w� 1);tw� 1(u)g. Przyokazjiwartozauwa�zyć, �ze
jeśli w jakimś wierzcho�kuwartósć si�e w tensposóbnie polepsza,to równie�z w ca�ymjego
poddrzewie nie zostaniepolepszona,wi �ecnie wartosi�e dalejzag��ebiác i otrzymujemyw ten
sposóbpewneprzyspieszenie.

Lepsze rozwi¡zania

Zadaniemo�zna rozwi �azác szybciej,a mianowicie istnieje algorytm, który wymagaczasu
rz�edutylko O(ma(m;n)) . Niecogorsze,alemo�zebardziejczytelnedlaniektórych,szacowa-
nie czasudzia�aniatego algorytmuto O(mlog� n). Jeston troch�e bardziejskomplikowany i
korzysta,jak si�e mo�znadomýslić po oszacowaniu czasudzia�ania,ze strukturydanych dla
zbiorówroz� �acznych(wi �ecejszczegó�ównatemattychstrukturmo�znaznalézćw [14] i [17]).
Rozmiardanych wejściowych w zadaniuzosta�jednakspecjalnietak dobrany, �zebywystar-
czy�orozwi �azaniedzia�aj�acew czasieO(n2).

Istniej �atak�zealgorytmyrozwi �azuj�acenaszproblemw czasieO(m), leczs�aoneju�znatyle
skomplikowane,�zetrudnooczekiwać, �zebyktoś,nawetznaj�acjedenz nichwczésniej,zd�a�zy�
go poprawnie zaimplementować w czasieweekenduz PogromcamiAlgorytmów, a jedno-
czésniezyskz tego by�by �zaden,bo w praktycenie sposóbprzy pomocy testówwychwycić
teoretyczny asymptotyczny narzutzwi �azany z u�zyciemstrukturydla zbiorówroz� �acznych.

Dla dociekliwegoCzytelnikazdradzamy, �zes�owemkluczowym,podktórymnale�zy szu-
kaćpowy�zszychalgorytmów, jest„dominatory”. Algorytmy tes�u�z �adowyznaczaniaw�aśnie
dominatorów, alenie b�edziemyju�z tutaj t�umaczýc, co to jest. Zdradzimyzato, �zeprzydaj�a
si�e mi�edzy innymi przy analizieprzep�ywusterowaniaw programach,a tym samymprzy
optymalizacjiprogramów. Być mo�ze nawet Twój ulubiony kompilator, drogi Czytelniku,
u�zywatychalgorytmów.

Rozwi¡zania zawodnik ów

Zawodnicy implementowali najcz�eściejpodany napocz�atkualgorytmbezpósrednilub ró�zne
niepoprawne heurystyki. Niektórzy stosowali podany wy�zej algorytm lub lepszewersjeo
z�o�zonósciO(mlogn) i O(ma(m;n)) . Cz�eść uczestnikówznalaz�atealgorytmyw literaturze
(pozytywny efektdydaktyczny Pogromców!).Jeszczeinni zastosowali algorytmbezpósredni
wraz z uwzgl�ednieniembardzodu�zej liczby specjalnych przypadkówi heurystykprzyspie-
szaj�acych,wprawiaj �acniejednokrotniejury konkursuw zdumienieogromemw�o�zonejpracy.

Ciek awe zadanie

Dla Czytelnikapozostawiamydorozwi �azanianietrudne— ju�z teraz— zadanie.Mamydany
graf skierowany, który jest jedn�a silnie spójn�a sk�adow �a, tzn. z ka�zdego wierzcho�kamo�zna
dotrzéc do ka�zdego innego. Problem,który chcemyrozwi �azác, to dla ka�zdego wierzcho�ka
grafustwierdzíc, czypo jegousuni�eciunadalb�edziemydysponować jedn�asilniespójn�ask�a-
dow �a.
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Krzysztof Sik ora
Tre±¢ zadania, Opraco wanie

Paweª W ol�
Program

Na wiasy

Sªowem nawiaso wym b¦ dziemy nazywali sªowozªo»onez dwóch rodzajów znaków: nawia-
sów otwieraj¡cych, czyli ÿ(", oraz nawiasówzamykaj¡cych, czyli ÿ)". W±ród wszystkichsªów
nawiasowychb¦ dziemy wyró»nia¢popra wne wyra»enia nawiaso we. S¡ to takie sªowana-
wiasowe,w których wyst¦puj¡c e nawiasy mo»napoª¡czy¢ w pary w taki sposób,»e:

� ka»dapara skªadasi¦ z nawiasu otwieraj¡cego oraz (wyst¦puj¡c ego dalej w sªowie na-
wiasowym) nawiasu zamykaj¡cego,

� dla ka»dejpary fragmentsªowanawiasowegozawarty mi¦ dzynawiasami tej pary zawiera
tyle samo nawiasówotwieraj¡cych co zamykaj¡cych.

Na sªowienawiasowymmo»nawykonywa¢operacje:

� zamian y, która zamienia i -ty nawias w sªowiena przeciwny,

� spra wdzenia , która sprawdza, czy sªowonawiasowejest poprawnym wyra»eniemna-
wiasowym.

Na pewnym sªowienawiasowymwykonywanes¡ kolejno operacje zamiany lub sprawdzenia.

Zadanie

Napisz program, który:

� wczyta (ze standardowego wej±cia) sªowonawiasoweoraz ci¡g operacji kolejno wykony-
wanych na tym sªowie,

� dla ka»dejoperacji sprawdzenia(wyst¦puj¡c ej we wczytanym ci¡gu operacji) stwierdzi,
czy bie»¡ce sªowonawiasowejest poprawnym wyra»eniemnawiasowym,

� wypiszewynik (na standardowewyj±cie).

W ej±cie

W pierwszym wierszu wej±cia znajduje si¦ jedna liczba caªkowita n (1 6 n 6 30 000)
oznaczaj¡ca dªugo±¢sªowa nawiasowego. W drugim wierszu znajduje si¦ n nawiasów bez
znaków odst¦pu mi¦ dzy nimi. W trzecim wierszu znajduje si¦ jedna liczba caªkowita m
(1 6 m 6 1 000000) oznaczaj¡ca liczb¦ operacji wykonywanych na sªowie nawiasowym.
W ka»dym z kolejnych m wierszy znajduje si¦ jedna liczba caªkowita. Je±li w ( k + 3)-cim
wierszu (dla 1 6 k 6 m) wyst¦puje liczba 0, to znaczy,»e k-t¡ z kolei operacj¡ wykonywan¡
na sªowienawiasowymjest operacja sprawdzenia. Je±li za±jest to liczba caªkowita p speªnia-
j¡c a 1 6 p 6 n, to znaczy,»eoperacj¡ t¡ jest operacja zamiany p-tego nawiasu na przeciwny.
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198 Nawiasy

Wyj±cie

Twój program powinien wypisa¢w kolejnych wierszach(standardowego wyj±cia) wyniki kolej-
nych operacji sprawdzenia. Je±li bie»¡ce sªowo nawiasowejest poprawnym wyra»eniemna-
wiasowym, to nale»y wypisa¢ sªowo TAK, w przeciwnym przypadku sªowo NIE . (Na wyj±ciu
powinno pojawi¢ si¦ tyle wierszy, ile operacji sprawdzeniazadanona wej±ciu.)

Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
4
()((
4
4
0
2
0
poprawnym wynikiem jest:
TAK
NIE

Rozwi¡zanie

Wpro wadzenie

Algorytm dynamiczny, to algorytmpozwalaj�acy obliczác funkcj�e f dladanychwejściowych
x, któremog�azmieniác si�ew czasie.Bardziejformalnieimplementujeonnast�epuj�aceopera-
cje:

� inicjalizacja — inicjalizacjax

� zmiana— zmianax

� sprawdzanie— obliczenief (x)

Naszezadaniepoleganaskonstruowaniutakiego w�aśniealgorytmu.Danymi wejściowymi
jests�owo nawiasowe. Funkcja f odpowiadanapytanie,czy s�owo jestpoprawnym wyra�ze-
niemnawiasowym, a operacjeto:

� inicjalizacja — inicjalizacjastrukturydanychdlas�owa wejściowego

� zmiana— zamianai-tegonawiasuw s�owie naprzeciwny

� sprawdzanie— obliczeniewartósci funkcji f
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Nawiasy 199

Rozwi¡zanie naiwne

Bardzo�atwo mo�znazaimplementować operacj�e sprawdzaniekorzystaj�ac z nast�epuj�acego
lematu.

Lemat 1 S�owos jest poprawnymwyra�zeniemnawiasowymwtedyi tylko wtedy, gdy dla
ka�zdego pre�ksu p s�owas liczba nawiasówzamykaj�acych w p jest nie wi�ekszani�z liczba
nawiasówotwieraj �acych w p orazliczbanawiasówotwieraj �acych i zamykaj�acych w s�owies
jesttakasama.

Niestetyz�o�zonósć obliczeniowa takiej implementacjijest liniowa ze wzgl�eduna d�ugósć
s�owawejściowego,aprzezto niewystarczaj�aca,gdy�zca�yalgorytmdzia�awówczasw czasie
O(mn).

Rozwi¡zanie wzorco we

Lemat 2 Niech s= s1 � s2 orazl ; p; l1; p1; l2; p2 oznaczaj�a, odpowiednio,liczb�e niesparowa-
nych lewych nawiasóww s�owies, niesparowanych prawych nawiasóww s�owies, niespa-
rowanych lewych nawiasóww s�owies1, niesparowanych prawych nawiasóww s�owies1,
niesparowanych lewych nawiasóww s�owies2 i niesparowanych prawych nawiasóww s�o-
wies2. Wtedyjeśli l1 6 p2, to

l = l2; p = p1 + p2 � l1;

w przeciwnymprzypadku
l = l1 + l2 � p2; p = p1:

De�nicja 1 Niechwartósci �a funkcji nawiasy(s) b�edziepara(l ; p) wtedy i tylko wtedy, gdy
s�owo smal niesparowanychlewych i p niesparowanychprawychnawiasów.

Lemat 3 S�owos jestpoprawnymwyra�zeniemnawiasowymwtedyi tylko wtedy, gdy

nawiasy(s) = (0;0)

Funkcj�enawiasymo�znaobliczyćw czasieliniowymkorzystaj�acz lematu2. Oprócztegodaje
si�e j �a w prostysposób„zdynamizować”. Jésli podczasjej obliczanias�owo jestdzielonena
pó� (z dok�adnósci�ado jednegoznaku)i dodatkowo przechowanes�a wartóscidlawszystkich
obliczanych pods�ów, to operacjazmianada si�e wykonác w czasieO(logn) i polega ona
nauaktualnieniulogarytmiczniewielu obliczonychwczésniejwartósci. W sumieotrzymuje
dynamiczny algorytm,któregooperacjemaj�az�o�zonósciczasowe:

� inicjalizacja O(n) — obliczenienawiasy(s) oraz inicjalizacja struktury danych (ta-
blicy) przechowuj �acejwyniki dlawszystkichobliczanychpods�ów

� zmianaO(logn) — uaktualnieniestrukturydanych

� sprawdzanieO(1) — pobraniewartósci zestrukturydanych

W sumieca�erozwi �azaniedzia�aw czasieO(mlogn). Z�o�zonósć pami�eciowa jest liniowa,
gdy�z jestconajwy�zej2jsj pods�ów, dlaktórychfunkcjanawiasyjestwywo�ywana.
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W ojciec h Guzic ki
Tre±¢ zadania, Opraco wanie

Mic haª Adamaszek
Program

Zbro dnia na Piccadilly Circus

Sherlock Holmesprowadzi±ledztwow sprawie zbrodni na Piccadil ly Circus. Holmeszastanawia
si¦, jaka byªa maksymalna, a jaka minimalna liczba osób przebywaj¡cych równocze±niena
miejscu zbrodni w czasie, gdy mogªa zosta¢ ona popeªniona. Scotland Yard przeprowadziª
szczegóªowe±ledztwo, przesªuchaªwszystkieosoby, które byªy widziane na miejscu zbrodni i
ustaliª, o której godzinie pojawiªy sie one na miejscu zbrodni, a o której je opu±ciªy. Doktor
Watson zao�ar owaªsi¦ pomóc przetworzy¢danezgromadzoneprzezScotland Yard i wyznaczy¢
liczby, które interesuj¡ Sherlocka Holmesa, ma jednak z tym problemy. Pomó»mu!

Zadanie

Napisz program, który:

� wczytazestandardowego wej±ciaprzedziaª czasowy,w którym zostaªapopeªniona zbrod-
nia oraz dane zgromadzoneprzezScotland Yard,

� wyznaczyminimaln¡ (mo»e to by¢ zero, chocia» dziwne, »ebyw czasiezbrodni nikt nie
przebywaªw miejscu, w którym si¦ dokonaªa,ale wªa±nietakimi sprawami zajmuj¡ si¦
Holmes i Watson) i maksymaln¡ liczb¦ osób,które równocze±nieprzebywaªyna miejscu
zbrodni w przedziale czasu,gdy mogªa ona zosta¢popeªniona,

� wypiszewyniki na standardowewyj±cie.

W ej±cie

W pierwszym wierszu standardowego wej±cia znajduj¡ si¦ dwie liczby caªkowite p i k,
0 6 p 6 k 6 1 000000000. S¡ to, odpowiednio, najwcze±niejszai najpó¹niejsza chwila, kiedy
mogªa zosta¢popeªniona zbrodnia. Drugi wiersz standardowego wej±cia zawiera jedn¡ liczb¦
caªkowit¡ n, 3 6 n 6 5 000. Jest to liczba osóbprzesªuchanychprzezScotland Yard. W ka»-
dym z kolejnych n wierszy s¡ zapisanepo dwie liczby caªkowite | w wierszu i + 2 zapisanes¡
liczby ai i bi oddzielonepojedynczymodst¦pem, 0 6 ai 6 bi 6 1 000000000. S¡ to, odpowied-
nio, chwila pojawienia si¦ i -tej osobyna miejscu zbrodni i jej odej±cia. Oznaczato, i» i -ta
osoba przebywaªana miejscu zbrodni przezcaªy czasod chwili ai do chwili bi (wª¡cznie).

Wyj±cie

Twój program powinien wypisa¢ na standardowe wyj±cie, w pierwszym wierszu i jedynym
wierszu, dwie liczby caªkowite oddzielone pojedynczym odst¦pem: minimaln¡ i maksymaln¡
liczb¦ osób, które byªy równocze±niena miejscu zbrodni, w czasie od chwili p do chwili k
(wª¡cznie).
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202 Zbrodnia na Piccadilly Circus

Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
5 10
4
1 8
5 8
7 10
8 9
poprawnym wynikiem jest:
1 4

Rozwi¡zanie

Rozwi�azaniezadaniapoleganakolejnymzliczaniuosóbprzebywaj �acychnamiejscuzbrodni.
Najpierwzapiszemyw tablicy chwil�eprzyjściai odej́sciaka�zdejosoby. W tym celude�niu-
jemy typ Chwila , b�ed�acy par�a liczb: czasuprzyjścialub odej́sciai liczby 0 lub 1 (0 oznacza
przyjście,1 odej́scie). Nast�epnietworzymy tablic�e zawieraj �ac�a wszystkietakiechwile. Ze
wzgl�edówtechnicznychdodajemyjedn�aosob�e,któraprzysz�aw chwili p i odesz�aw chwili
k; nakońcuodwyniku odejmiemy1. Istnienietakiejosobyznacznieuprósciwarunkizakoń-
czeniap�etli; jestto tzw. wartownik. A otodeklaracjeu�zywanychtypów i rozwa�zanejtablicy.

1: const
2: MaxN = 5000;
3: type
4: Chwila = record
5: Czas : longint;
6: Stan : Byte
7: end;
8: Tablica = array [1..2*MaxN+2] of Chwila;
9: var

10: T : Tablica;

Nast�epniewczytujemydane:czasyp i k pocz�atkui końcarozwa�zanegookresu,w którym
nast�api�a zbrodniaoraz liczb�e n osób. Potemdo tablicy T wczytujemyczasyprzyjścia i
odej́sciakolejnych osób,nakońcudodaj�acnasz�a dodatkow �a osob�e (wartownika). Wreszcie
sortujemydanezapisanew tablicy T.

Oczywísciechwilewczésniejszeumieszczamyw tablicy wczésniej.Poniewa�z uwa�zamy,
�zew chwili przyjścialub odej́sciadanaosobaprzebywa�anamiejscuzdarzenia,wi �ecchwila
przyjściajednejosobypoprzedzat�e sam�achwil�eodej́sciainnejosoby. Dok�adniej,przyjmu-
jemy, �zeT[i] poprzedzaT[j] wtedyi tylko wtedy, gdy:

� T[i].Czas<T[j].Cza s lub

� T[i].Czas=T[j].Cza s orazT[i].Stan<T[j].Stan .
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Zbrodnia na Piccadilly Circus 203

Poposortowaniudanych nast�epujezliczanieosób. Najpierwzliczamywszystkieosoby,
któreprzebywa�y namiejscuzbrodniw chwili p. Mo�zemyto zrobić w nast�epuj�acy sposób.
Indeksi oznaczanumerkolejnejchwili w tablicy T (czyli kolejnejosoby);liczba oznacza
liczb�e osóbprzebywaj �acych w danejchwili na miejscuzdarzenia.Na pocz�atkuoczywiście
liczba=0 . Przedchwil �a p wraz z przyjściemkolejnej osobyzwi�ekszamylicznik liczba
o 1, wraz z odej́sciemzmniejszamyo 1. W chwili p tylko zliczamyosobyprzychodz�ace.
Dodaniewartownika by�o przydatnedo tego, by pierwszap�etlazatrzyma�asi�e dok�adniew
chwili p orazpo to, by mieć pewność, �zepoliczymyjakieśosobyw ostatniejp�etli.

1: i:=1;
2: liczba:=0;
3: while T[i].Czas<p do begin
4: if T[i].Stan=0 then liczba:=liczba+1 else liczba:=liczba-1;
5: i:=i+1
6: end;
7: while (T[i].Czas=p) and (T[i].Stan=0) do begin
8: liczba:=liczba+1;
9: i:=i+1

10: end;

Terazzapami�etujemynajmniejsz�a i najwi�eksz�a liczb�e osóbprzebywaj �acych na miejscu
zdarzenia(u�zywamyzmiennychmin i max). Nast�epniezliczamywszystkieosoby, któreprzy-
sz�ylub odesz�yprzedchwil �ak orazosoby, któreprzysz�yw chwili k. Obecnósć wartownika
znówdaje�atwywarunekzakończeniap�etli, bowiemnapewnochwilak wyst�epujew tablicy.
Nakońcuodejmiemynasz�adodatkow �aosob�e (wartownika).

1: min:=liczba;
2: max:=liczba;
3: while T[i].Czas<k do begin
4: if T[i].Stan=0 then liczba:=liczba+1
5: else liczba:=liczba-1;
6: if liczba<min then min:=liczba;
7: if liczba>max then max:=liczba;
8: i:=i+1
9: end;

10: while (T[i].Czas=k) and (T[i].Stan=0) do begin
11: liczba:=liczba+1;
12: i:=i+1
13: end;
14: if liczba>max then max:=liczba;
15: min:=min-1;
16: max:=max-1;

Pozostanietylko wypisaniewyniku. Tenprogramjestbardzonieefektywny i mo�znago
przyspieszýc w kilku miejscach.W czasiewczytywaniadanychmo�zemypomin�ać wszystkie
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204 Zbrodnia na Piccadilly Circus

osoby, któreodesz�yz miejscazdarzeniaprzedchwil �a p lub przysz�ypo chwili k. Mo�zemy
te�z zmody�kować ich czasyprzyjścia(jeśli ktoś przyszed�przedchwil �a p, to mo�zemyprzy-
j �ać, �ze przyszed�w chwili p; podobniez chwil �a odej́scia). Terazna pocz�atku wystarczy
zliczyć osoby, któreprzysz�yw chwili p. Na ogó� zmniejszyto równie�z rozmiardanych w
tablicy i przyspieszyczassortowania. Nast�epniemo�zemyprzyj �ać prostszekryteriumsorto-
wania: sortujemytylko wed�ugczasu,nie zwracaj�acuwagi nato, czy jest to momentprzyj-
ściaczy odej́scia. B�edzieto wymaga�omody�kacji proceduryzliczania: w ka�zdej chwili
zliczamyosobyprzychodz�acei osobyodchodz�ace. Nast�epniedo zmiennejliczba doda-
jemy liczb�e osóbprzychodz�acych (mody�kuj �ac w razie potrzebyzmienn�a max), a potem
odejmujemyliczb�e osóbodchodz�acych (mody�kuj �aczmienn�a min ). Tak zoptymalizowany
programzosta�przyj�ety jako programwzorcowy.
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Jakub Pawlewicz
Tre±¢ zadania, Opraco wanie

Krzysztof Onak
Program

Sup erliczb y w perm utacji

Permutacja n-elementowa jest ci¡giem n-elementowym skªadaj¡cym si¦ z ró»nych liczb ze
zbioru f 1;2; : : : ;ng. Przykªadowo,ci¡g 2;1;4;5;3 jest permutacj¡ 5-elementow¡.

W permutacjach liczb b¦ d¡ interesowa¢nas najdªu»szerosn¡ce podci¡gi. W przykªadowej
permutacji maj¡ one dªugo±¢3 i istniej¡ dokªadniedwa takie podci¡gi, a mianowicie 2;4;5
oraz 1;4;5.

Sup erliczb¡ nazwiemyka»d¡ liczb¦, która nale»ydo któregokolwiekz najdªu»szychrosn¡-
cych podci¡gów. W permutacji 2;1;4;5;3 superliczbami s¡ 1;2;4;5, za±liczba 3 superliczb¡
nie jest.

Twoim zadaniemjest dla zadanejpermutacji znale¹¢wszystkiesuperliczby.

Zadanie

Napisz program, który:

� wczyta permutacj¦ ze standardowego wej±cia,

� znajdzie wszystkiesuperliczby,

� wypiszeznalezionesuperliczby na standardowewyj±cie.

W ej±cie

Wej±cie skªada si¦ z dwóch wierszy. W pierwszym wierszu znajduje si¦ jedna liczba n,
1 6 n 6 100000. W drugim wierszuznajduje si¦ n liczb tworz¡cych permutacj¦ n-elementow¡,
pooddzielanychpojedynczymi odst¦pami.

Wyj±cie

Wyj±cie powinno si¦ skªada¢z dwóch wierszy. W pierwszym wierszu powinna znale¹¢ si¦
jedna liczba m | liczba superliczb w wej±ciowejpermutacji. W drugim powinny znale¹¢ si¦
superliczby, pooddzielanepojedynczymi odst¦pami i wymienione w kolejno±ci rosn¡cej.

Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
5
2 1 4 5 3
poprawnym wynikiem jest:
4
1 2 4 5
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206 Superliczby w permutacji

Rozwi¡zanie

Rozwi�azaniewzorcowe wywodzi si�e z algorytmunaszukanienajd�u�zszego rosn�acego pod-
ci �agu. Oznaczmyzadan�a permutacj�e przezp1; : : : ;pn. Weźmy k pierwszychelementów
permutacji: p1; : : : ;pk. Interesuj�a nasl–elementowe podci�agi rosn�aceci �agup1; : : : ;pk. Im
mniejszyjest ostatnielementtakiego podci�agu,tym �atwiej jest go później wyd�u�zyć, aby
nadalby� rosn�acy.

De�nicja 1 Przez Sk;l oznaczamynajmniejszyelement, na który mo�ze si�e kończýc l–
elementowy podci�agrosn�acy ci �agup1; : : : ;pk. Jésli taki podci�agnie istnieje,to przyjmujemy
Sk;l = + ¥ . PonadtoprzyjmujemySk;0 = � ¥ . Nieskończonóscib�ed�a pe�ni�y rol�e wartowni-
ków.

De�nicja 2 PrzezLk oznaczamynajwi�ekszel takie, �zeSk;l < + ¥ . Innymi s�owy Lk oznacza
d�ugósć najd�u�zszegopodci�agurosn�acegoci �agup1; : : : ;pk.

Twierdzenie1 Dla ustalonego0 6 k 6 n ci �ag Sk;l jestrosn�acy:

� ¥ = Sk;0 < Sk;1 < : : : < Sk;Lk < Sk;Lk+ 1 = + ¥ ; (17)

a dla k > 1 jestdok�adniejednotakiei > 1, �ze

Sk� 1;i� 1 < pk < Sk� 1;i

orazzachodziwzórrekurencyjny:

Sk;l =
�

pk dla l = i;
Sk� 1;l dla l 6= i; l > 0:

(18)

Dowód Dowód indukcyjny po k. Na pocz�atkumamyS0;0 = � ¥ , S0;l = + ¥ dla l > 1 oraz
L0 = 0. Zatem(17) jestspe�nionedla k = 0.

Niechterazk > 1. Z za�o�zeniaindukcyjnegomamy:

� ¥ = Sk� 1;0 < Sk� 1;1 < : : : < Sk� 1;Lk� 1 < Sk� 1;Lk� 1+ 1 = + ¥ :

Zatemistniejedok�adniejednotakie i > 1, �zeSk� 1;i� 1 < pk < Sk� 1;i. Popatrzmyile wynosi
Sk;l . Rozwa�zmy trzy przypadki.

1. 0 6 l 6 i � 1. Wtedy pk > Sk� 1;l i nie udanamsi�e zmniejszýc najmniejszego koń-
cowego elementul–elementowegopodci�agurosn�acegoci �agup1; : : : ;pk, który wynosi
Sk� 1;l , wi �ecSk;l = Sk� 1;l .

2. l = i. Dok�adaj�acdol � 1–elementowegopodci�agukończ�acegosi�enaSk� 1;i� 1 element
pk dostajemynowy rosn�acy podci�ag l–elementowy. Ma on ostatnielementmniejszy
ni�z Sk� 1;l , wi �ec mo�zemyzmniejszýc ostatnielementrosn�acego podci�aguz Sk� 1;l na
pk. Zatemw tym przypadkumamySk;l = pk.

3. i < l . Tym razeml–elementowy podci�agrosn�acy ci �agup1; : : : ;pk niemo�zesi�ekończýc
napk, gdy�znajmniejszyostatnielementl � 1–elementowegopodci�agurosn�acegoci �agu
p1; : : : ;pk� 1 wynosiSk� 1;l � 1 > pk, wi �ecmamySk;l = Sk� 1;l .
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Udowodniliśmywzór (18). Przyokazjimamy

Lk =
�

Lk� 1 + 1 dla i = Lk� 1
Lk� 1 w p.p.

Porównuj�acwartósci Sk;l z wartósciamiSk� 1;l widzimy, �zezmieniasi�e tylko jednapozycja
l = i i dlaniej jestSk;i� 1 < Sk;i < Sk;i+ 1, wi �eczachowanajestw�asnósć (17). �

Z twierdzenia 1 wynika nast�epuj�acy iteracyjny algorytm na znajdowanie najd�u�z-
szego podci�agurosn�acego. Utrzymujemytablic�e S[0; : : : ;n+ 1] wartósci Sk;l . Inicjujemy
S[0] := � ¥ i S[l ] := + ¥ dlal = 1; : : : ;n+ 1. Terazwykonujemyn kroków, dlak= 1; : : : ;n. W
k–tymkrokuzapomoc�awyszukiwaniabinarnegoznajdujemyi takie, �zeS[i � 1] < pk < S[i] i
przypisujemyS[i] := pk. Powykonaniun krokównajwi�ekszeL takie, �zeS[L] < + ¥ , jestd�u-
gości �a najd�u�zszegopodci�agurosn�acego. Algorytm tendzia�aw czasieO(nlogn) i pami�eci
O(n).

Niewielkamody�kacja powy�zszegoalgorytmuumo�zliwi namwyliczaniedodatkowej in-
formacji. Mianowicie dlaka�zdegok, 1 6 k 6 n, mo�zemypoliczyć d�ugósć E[k] najd�u�zszego
podci�agu rosn�acego kończ�acego si�e na pk. Wystarczyobok przypisaniaS[i] := pk dodác
przypisanieE[k] := i. Pseudokodwyliczaj �acy tablic�eE[�] wygl �adanast�epuj�aco:

1: S[0] := � ¥
2: forall 1 6 l 6 n+ 1 do S[l ] := + ¥
3: for k := 1 to n do
4: wyszukaj binarnie i takie, �ze S[i � 1] < pk < S[i]
5: S[i] := pk
6: E[k] := i

Mo�zemyzde�niować równie�z tablic�eB[�]. NiechB[k] oznaczad�ugósć najd�u�zszegopod-
ci �agurosn�acegozaczynaj�acegosi�enapk. Dla takzde�niowanychB[�] i E[�], d�ugósć najd�u�z-
szegopodci�agurosn�acegodo jakiegonale�zy pk wynosiB[k]+ E[k] � 1. Zatem,�zebyznalézć
wszystkiesuperliczbywystarczyznalézć wszystkiek spe�niaj�aceB[k] + E[k] � 1 = L, gdzie
L jestd�ugósci�anajd�u�zszegopodci�agurosn�acegoci �agup1; : : : ;pn.

Pozostajekwestiaznalezieniatablicy B[�]. Metodajestidentyczna,jak w przypadkuszu-
kaniatablicy E[�]. Mo�zemyskonstruować analogiczny algorytmszukanianajd�u�zszychpod-
ci �agówrosn�acychodty�u. B�edzieto poprostuszukanienajd�u�zszychpodci�agówmalej�acych
dlapermutacjipn; : : : ;p2;p1, como�znaw prostysposóbsprowadzícdoszukanianajd�u�zszych
podci�agówrosn�acych ci �agu� pn; : : : ; � p2; � p1. Zatemmo�zemywykorzystác istniej �acy kod
dla tablicy E[�] do liczeniatablicy B[�], tylko trzebaj �aodwrócíc:

1: znajd́z tablic�e E0[�] dla ci �agu � pn; : : : ; � p2; � p1
2: forall 1 6 k 6 n do B[k] := E0[n+ 1� k]

Przedstawionerozwi �azaniezadaniadzia�aw czasieO(nlogn) i pami�eciO(n).
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Piotr Chrz¡sto wski
Tre±¢ zadania, Opraco wanie

Krzysztof Sik ora
Program

Ta«ce gordyjskie Krzy±k ów

Na zako«czenietegorocznej edycji Pogromców Algorytmów Krzy±ki odpowiedzialne za prawi-
dªowy przebieg zawodów (K C, KD, KO, KS) postanowili odta«czy¢radosny taniec gordyjski.
Taniec gordyjski to tradycyjny bajtocki taniec ta«czony przezdwie pary tancerzy. Pocz¡tkowo
tancerze stoj¡ w wierzchoªkachkwadratu AB CD, w dwóch parach: A{ B i C{ D . Ka»da z par
rozci¡ga mi¦ dzy sob¡ sznurek. Tak wi¦ c na pocz¡tku oba sznurki s¡ rozci¡gni¦te poziomo i
równolegle do siebie.

B  A

 D C
PoczÎatkowe ustawienietancerzy.

Taniec skªadasi¦ z ci¡gu ruchów, z których ka»dymo»eby¢ruchem nast¦puj¡c egorodzaju:

� (S) Tancerzestoj¡cy w punktachB i C zamieniaj¡ si¦ miejscami (nie puszczaj¡cswoich
sznurków) w ten sposób,»e tancerz stoj¡cy w punkcie B podnosi r¦k¦ ze sznurkiem do
góry i id¡c do punktu C przepuszczatancerza id¡cego z punktu C do B przed sob¡, pod
swoj¡ r¦k¡.

� (R) Wszyscy tancerze wykonuj¡ obrót o 90 stopni w prawo nie puszczaj¡c sznurków,
czyli tancerz, który staª w punkcie A idzie do punktu B , ten, który staª w punkcie B
idzie do punktu C, ten, który staª w punkcie C idzie do punktu D , a ten, który staª w
punkcie D idzie do punktu A.

W trakcie ta«ca sznurki pl¡cz¡ si¦ ze sob¡, jednak na koniec ta«ca powinny zosta¢rozpl¡tane
i znowu by¢ rozci¡gni¦te poziomo i równolegle do siebie. Tancerze nie musz¡ przy tym sta¢
na tych samych miejscach, na których stali na pocz¡tku. Taniec ten wymaga od tancerzy
du»ej wprawy, gdy» w trakcie ta«ca sznurki mog¡ by¢ bardzo spl¡tane i ci¡g ruchów, który
prowadziªbydo ich rozpl¡tania i rozci¡gni¦ cia poziomo i równolegle do siebie,mo»eby¢trudny
do odgadni¦cia.

Krzy±ki to pocz¡tkuj¡cy tancerze. Twoje zadanie polega na napisaniu programu, który
pomógªbyim zako«czy¢rozpocz¦ty taniec. Na podstawie ci¡gu ju» wykonanychruchów, Twój
program powinien wyznaczy¢minimaln¡ liczb¦ ruchów pozwalaj¡cych zako«czy¢taniec.

Przykªad

Przykªadowo,po wykonaniu ci¡gu ruchów SS otrzymujemy nast¦puj¡c ¡ kon�gur acj¦:



Olimpiada Informatyczna
2004{09{28 11:57
strona 210

i

i

i

i

i

i

i

i

210 Ta«ce gordyjskie Krzy±ków

B  A

 D C

Najkrótszy ci¡g ruchów, który pozwalazako«czy¢taniec, ma dªugo±¢5 i jest nim RSRSS.

Zadanie

Napisz program, który:

� wczyta ze standardowego wej±ciaopis ci¡gu wykonanychruchów w ta«cu,

� wyznaczyminimaln¡ liczb¦ ruchów potrzebnychdo rozpl¡tania sznurków i rozci¡gni¦-
cia ich poziomo i równolegle do siebie (po wykonaniu tych ruchów tancerze nie musz¡
znajdowa¢si¦ na swoich pocz¡tkowych pozycjach),

� wypiszewynik na standardowewyj±cie.

W ej±cie

W pierwszym wierszu standardowego wej±ciazapisana jest jedna dodatnia liczba caªkowita n
równa liczbie wykonanychruchów, 1 6 n 6 1000000. W drugim wierszu zapisanejest jedno
sªowo dªugo±cin zªo»onez liter S i/lub R. Kolejne litery tego sªowa reprezentuj¡ kolejno
wykonaneruchy w ta«cu.

Wyj±cie

Twój program powinien wypisa¢ na standardowe wyj±cie, w pierwszym i jedynym wierszu,
jedn¡ liczb¦ caªkowit¡ | minimaln¡ liczb¦ ruchów (S i/lub R) koniecznych do rozpl¡tania
sznurkówi rozci¡gni¦ cia ich poziomo i równolegle do siebie.

Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
2
SS
poprawnym wynikiem jest:
5
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Rozwi¡zanie

Post�epuj�acw sposóbopisany w treści zadaniamo�znanieźle zapl�atác sznurki. Mi�e z kolei
jest to, �ze wykonuj�acw odpowiedniejkolejnósci wspomnianeoperacjezawszejestésmy w
staniedojść do stanuwyjściowego,co wcalenie jestoczywistei co wkrótcewyka�zemy. Pa-
mi�etajmytu od razuo zastrze�zeniuczynionym w treści zadania,�ze to, kto trzymasznurki,
jest nieistotne,podobniejak to, który sznurekjest gdzie i w któr �a stron�e jest skierowany.
Mówi �acścíslej, abstrahujemyod nieistotnych ró�znic — interesujenasjedynierodzajotrzy-
manego w�ez�a.Tak samowygl �adaj�acew�ez�y uznajemyzarównowa�zneniezale�znieod tego
kto, gdziei jak trzymakońcesznurków. Zato zwracamyuwag�enato, czyw�eze�jestu�o�zony
pionowo, czypoziomo.

O klasy�kacj �e wszystkichtakich w�ez�ów, jakie zde�niowano w zadaniu,jak równie�z
wielu innych, pokusi� si�e znakomity matematykJohnH. Conway (inicja� drugiego imienia
jesto tyle istotny, �ze �zyje w tej chwili dwóchmatematykówo tym samympierwszymimie-
niu i nazwisku— to dla tych, którzy zechc�a w Internecieposzukác wi �ecej o dzia�alnósci
„naszego” Conwaya,a warto!). JohnH. Conway znany jestszeroko, jako twórcagry LIFE,
najpopularniejszegochybaautomatukomórkowego. Jego twierdzenieo charakteryzacjitan-
gli (tak nazwa� w�ez�y wyst�epuj�acew naszymzadaniu)jest niezwyk�ej wprosturody, a �ze
mo�zebyć podstaw �arozwi �azania,przedstawimy je tu z radósci�a.

Do tego potrzebneb�edzienampoj�ecie izomor�zmu, jednego z podstawowych poj�eć w
ca�ejmatematyce.Intuicyjnie oznaczaononierozró�znialnósć pewnych obiektów, jeśli ogra-
niczymy si�e do zestawu operacji(lub ogólniej relacji), które b�ed�a okréslonena obiektach
dwóchzbiorów. Algebr �a A = hA;o1; : : : ;oni nazwiemyzbiór A wraz z zestawem operacji
o1; : : : ;on. Zbiór A nazwiemynośnikiemalgebryA. Dwie algebrymog�abyć ró�zne,mimo �ze
ich nośniki s �a identyczne.Na przyk�adalgebryhR;+ i ;hR; �i ;hR;+ ; �i s �a wszystkieró�zne.
Dla dwóchzadanych algebrdobrzejestwiedziéc, czy zachowuj �a si�e tak samo.Oczywíscie,
aby algebryuznác za tak samosi�e zachowuj �ace,koniecznejest, aby operacjiw ka�zdej z
nich by�o tyle samoi �zebyodpowiadaj�acesobieoperacjemia�y po tyle samoargumentów.
B�edziemyte�z �z �adali, �zebynośniki algebrby�y tak samoliczne, czyli �zeby istnia�afunkcja
ró�znowartósciowaodwzorowuj �acajedenzbiór nadrugi.

Je�zeli na przyk�adprzyjmiemyza nośnik jednejalgebryzbiór liczb rzeczywistychdo-
datnich,a drugiejujemnych,a w obu algebrachby�abyokréslonajednaoperacjadodawania,
to mo�znaby znalézć funkcj�e f : R+ ! R� , któratak sparujeelementytych dwóchzbiorów,
�ze wykonaniedodawaniaw jednym zbiorzeda wynik, dla którego wartósć tej funkcji b�e-
dziewynikiemdodawaniaobrazówargumentów. Innymi s�owy f (x1 + 1x2) = f (x1) + 2 f (x2)
(indeksyprzy dodawaniu podkréslaj�a to, �ze dodawanieodbywa si�e w innych dziedzinach,
chóc z punktuwidzeniaca�ego zbioru liczb rzeczywistychdajete samewyniki, co zwyk�e
dodawanie). Takafunkcja, to f (x) = � x. Równiedobraby�abynp. funkcja g(x) = � 2x.
Zauwa�zmyte�z, �zegdybýsmydo� �aczyli jeszczeoperacj�eodejmowania(niezawszeokréslon�a,
bo czasamiwynik uciekapozazakres),to równie�z nie sposóbby�obyodró�znić wspomniane
algebry:operacjaodejmowaniaby�abyokréslonaw zbiorzeR+ dlaargumentówx1;x2 wtedy
i tylko wtedy, gdy by�abyokréslonaw zbiorzeR� dla argumentówf (x1); f (x2) i w takim
przypadku,podobniejak dla dodawania,dawa�abyizomor�cznewyniki dla izomor�cznych
argumentów, czyli f (x1 � x2) by�obyrówne f (x1) � f (x2). Zauwa�zmy jeszcze,�zeformalnie
rzeczbior �ac dodawania(podobniezreszt�a jak odejmowania)w zbiorachR+ i R� , to dwie
ró�zneoperacje.Ustalaj�ac izomor�zm dwóchalgebrmusimywskazác, które elementyno-
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212 Ta«ce gordyjskie Krzy±ków

śnika pierwszejalgebryodpowiadaj�a którym elementomdrugiej (u nasodpowiedniósć t�e
wyznaczanp. funkcja f (x) = � x) orazktórym operacjompierwszejalgebryodpowiadaj�a,
któreoperacjedrugiejalgebry(u nasoperacji+ 1 odpowiadaoperacja+ 2, aoperacji� 1 ope-
racja� 2). Powiemyzatem,�zealgebryhR+ ;+ 1; � 1i orazhR� ;+ 2; � 2i s �a izomor�czne,gdy�z
ustaliliśmystosowneodpowiednióscimi�edzynośnikamii operacjamiobu algebr.

Gdybýsmydo� �aczyli do zbioruoperacjiw obu algebrachmno�zenie,to takiealgebrynie
by�yby izomor�czne,gdy�z w algebrzedrugiejmno�zenieby�obyoperacj�aniedaj�ac�arezultatu
dla �zadnychargumentów— wynik wykracza�bypozadziedzin�e,chyba,�zesztucznieokreśli-
libyśmymno�zeniew liczbachujemnychniestandardowo, jako x1 � 2x2 = � x1x2. Wtedyznów
algebryhR+ ;+ 1; � 1; � 1i orazhR+ ;+ 2; � 2; � 2i by�yby izomor�cznedlaoperacji� 1 okréslonej
standardowo jako mno�zeniew R+ . Zauwa�zmy jeszcze,�zegdybyprzyj �ać standardowemno-
�zenie,jako operacj�e w drugiejalgebrze,to by�yby onerozró�znialne:wystarczy�obyzapytać
o wynik mno�zeniadla odpowiadaj�acych sobieelementów, np. w pierwszejalgebrze1 � 2
by�oby równe2, natomiastw drugiej (� 1) � (� 2) by�obydzia�aniemnieokréslonym, zatem
us�yszawszy obie odpowiedzi wiedzielibýsmy, o której algebrzerozmawiamy. Te algebry
by�yby zatemnieizomor�czne.

Tutaj mieliśmy do czynieniaz dość prost�a funkcj �a ustalaj�ac�a izomor�zm. Światy tych
dwóchalgebrby�y jak gdybywzajemnymlustrzanymodbiciemwzgl�edemfunkcji f (x) = � x.
Czasemtaki izomor�zm nie jest oczywisty. Zauwa�zmy, �ze algebryhR+ ; �i orazhR;+ i s�a
izomor�czne, a funkcj �a ustalaj�ac�a taki izomor�zm jest dowolna z funkcji f (x) = loga(x),
dla 1 6= a > 0. Funkcjalogarytmjestbowiem ró�znowartósciowa i „na”, a ponadtozachodzi
wzór f (x� y) = f (x) + f (y). Przyokazjizauwa�zmy, �zepodstawalogarytmujesttu nieistotna:
ka�zdaliczbadodatniaa ró�znaod jedynkiustalaizomor�zm tychdwóchalgebr.

Zapytajmy jeszczepo co w ogólerozwa�zác izomor�zmy. Gdy dwie algebrys�a izomor-
�czne, mo�zesi�e okazác, �zewykonywanieoperacjiw jednejz nich jest technicznieprostsze,
ni�z w drugiej.Zatemmamymo�zliwość wykonywaniaoperacjiw tej z algebr, w której si�e to
robi prościej.Jésli tylko umielibyśmyw prostysposóbt�umaczýc z nośnikajednejalgebryw
drug�a i naodwrót,to maj�acdo wykonaniadzia�aniew algebrze„trudniejszej”,moglibyśmy
przet�umaczýcargumentyzapomoc�afunkcji f ustalaj�acejodpowiedniósćmi�edzynośnikami,
wykonác prostszedzia�aniei zapomoc�a funkcji f � 1, odwrotnejdo f , uzyskác wynik w ory-
ginalnejalgebrze.

Pami�etajmy, �zefunkcjaodwrotnazawszeistnieje:wszak f musibyć 1� 1 i „na”.
Wszyscy si�e chybazgodzimy, �ze dodajesi�e prościej, ni�z mno�zy. Zatemjeśli umiemy

szybko logarytmować i antylogarytmować (czyli podnosíc do pot�egi), to zamiast�zmudnego
mno�zeniamoglibyśmy post�apíc nast�epuj�aco. Szukaj�ac wyniku mno�zeniax przezy, znaj-
dujemy ich logarytmy, dodajemyje do siebiei szukamyliczby, której logarytmemby�by
otrzymany wynik dodawania. Tak zreszt�a post�epowanoprzezpar�e wieków, od czasugdy
Napierwynalaz�logarytmyi u�o�zy� ich tablice,którepozwala�yszybko znajdować zarówno
logarytmy, jak i antylogarytmy. Dzia�aniate wykonywanow sposóbprzybli�zony, ale do
wielu celów wystarczaj�acodok�adny. Na tej zasadziedzia�a� te�z suwak logarytmiczny —
podstawowenarz�edziein�zynierówepokiprzedkalkulatorowej.

Tenca�y wst�epby� potrzebny, abyprzedstawić rozwi �azanienaszego zadaniazapomoc�a
tej samejtechniki. Zauwa�zmy bowiem, �ze w�ez�y tworz�a algebr�e: nośnikiems�a wszystkie
rodzajew�ez�ów, a operacjamidwie �gury taneczne,któreprzekszta�caj�a w�ez�y w w�ez�y —
obie s�a operacjamijednoargumentowymi. Wykorzystamytu twierdzenieConway'a, które
skomplikowan�a algebr�e w�ez�ów„t�umaczy” w prost�a algebr�e liczb wymiernych z nieskoń-
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czonósci�a i z dwiemaszczególnymi operacjami. Pierwszyproblempolega na znalezieniu
odpowiedników �gur tanecznych w lepiej wyobra�zalnejalgebrzeliczb wymiernych. Roz-
szerzmywi �eczbiór liczb wymiernycho nieskończonósć i rozwa�zmyzbiórQ¥ = Q[ ¥ , gdzie
Q jestzbioremliczb wymiernych, jako nośnik naszejalgebry. Zbiór Q¥ nazwiemyzbiorem
liczb superwymiernych. Operacjami,odpowiadaj�acymi operacjomS i R, b�ed�a s(x) = x+ 1
i r(x) = � 1

x . Zak�adamytu, �ze r(0) = ¥ , r(¥ ) = 0, s(¥ ) = ¥ . Pocz�atkowy uk�ad pozio-
mych w�ez�ówodpowiada�b�edzieliczbie 0. NaszaalgebraQ¥ = hQ¥ ; r;si okazujesi�e być
izomor�cznaz algebr�aw�ez�ów, w którejnośnikiems�awszystkierodzajew�ez�ówmo�zliwych
do otrzymaniazapomoc�aoperacjiR i S, a te dwie jednoargumentoweoperacjes�a jedynymi
rozwa�zanymi. To jestw�aśnietreści �a twierdzeniaConway'a, któregodowodunie b�edziemy
tu przytaczali.Wykonuj�acw odpowiedniejkolejnóscioperacjes i r mo�zemyz zerauzyskác
dowoln �a liczb�e wymiern�a. Wykonuj�ac analogiczneci �agi operacjiS i R mo�zemyuzyskác
wszystkiew�ez�y zgodniez treści �a zadania.Ka�zdy z tych w�ez�ówmo�ze wi �ec uzyskác uni-
kalny numerzwany numeremConway'a i b�ed�acy odpowiadaj�ac�amu liczb �a superwymiern�a.
Ró�znym w�ez�omodpowiadaj�a ró�znenumeryConway'a i na odwrót: ró�znym liczbom su-
perwymiernym odpowiadaj�a ró�znew�ez�y. Zauwa�zmy przy okazji, �zewykonaniedwóchko-
lejnych operacjir po sobiena liczbachsuperwymiernych jest identycznósci�a, podobniejak
wykonaniedwóchoperacjiR na w�ez�ach:dwukrotny obrót o 90 stopni jest symetri�a środ-
kow �a, która nie zmieniaw�ez�a,a jedynie zamieniatych, którzy trzymaj�a końce i miejsce
po�o�zeniakońców.

Zobaczmyna kilku przyk�adach,jak to wszystko dzia�a. Uk�ad pocz�atkowy to 0. Wy-
konanieoperacjiR prowadzi nasdo w�ez�a„nieskończonósć”, jako �ze r(0) = ¥ . Powtórne
wykonanieR oznaczapowrót do zera,bo r(¥ ) = 0. Zatemw�ez�yca�kowicie rozpl �atane,po-
ziomei pionowe,odpowiadaj�aliczbom0 i ¥ . Przyokazji: dlauk�adupionowegowykonanie
operacjiSniezmieniago,gdy�z s(¥ ) = ¥ .

Jakwygl �adasytuacjapo wykonaniupojedynczegoSw staniewyjściowym naw�ez�ach?
Ano w�eze�, który uzyskujemyma numer1, bo s(0) = 1. Zgodniez twierdzeniemCon-
way'a tylko jedenw�eze�ma numerjedeni aby go rozpl �atác, nale�zy za pomoc�a operacjis
i r przekszta�cíc jedynk�e w zero. Zauwa�zmy, �ze w tym celu wystarczywykonác ci �ag r � s,
bo s(r(1)) = s(� 1) = 0. �atw o sprawdzić, �ze faktyczniewykonaniekolejno operacjiR, a
potemS, doprowadzinasdow�ez�awyjściowego.

Gdybýsmy wykonali dwa S-y, tak jak w przyk�adziez treści zadania,otrzymalibýsmy
w�eze�o numerze2. Najprostszametodarozwik�aniago to taka,którazapomoc�aminimalnej
liczby operacjir i sprzekszta�cidwójk�ew zero.Mamywi �ec 2 r! � 1

2
s! 1

2
r! � 2 s! � 1 s! 0.

Poniewa�z ci �ag operacjirsrssw algebrzeliczb superwymiernych przekszta�caliczb�e 2 w 0,
wi �ec ci �ag operacjiRSRSSw algebrzew�ez�ówdoprowadzinasod w�ez�aS(S(0)) do punktu
wyjściowego.

Terazrozpl �atác mo�zemyka�zdy w�eze�korzystaj�acz izomor�zmu naszychalgebr. Maj �ac
ci �agzapl�atán z�o�zony z operacjiSi Robliczamynumerotrzymanegow�ez�aprzezwykonanie
analogicznegoci �aguoperacjis i r naliczbachsuperwymiernych,anast�epnieprzekszta�camy
otrzymany numermo�zliwie krótk �a sekwencj�a operacjis i r doprowadzaj�ac�a do zera. Roz-
wi �azaniemb�edzied�ugósć tej sekwencji.

Sprowadziliśmyzatemnaszproblemdo nast�epuj�acego: jak maj�acdan�a liczb�e superwy-
miern�a mo�zliwie szybko uzyskác zerozapomoc�aoperacjis i r? Algorytm, który liczby do-
datnieb�edzienatychmiastzamienia�naujemnezapomoc�aoperacjir, analiczbachujemnych
b�edziewykonywa� operacj�e s tak d�ugo,a�z otrzymamyliczb�e nieujemn�a, jest tu optymalny.
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214 Ta«ce gordyjskie Krzy±ków

Wiadomo, �ze za wyj �atkiemsytuacji, gdy zaczynamyod w�ez�a¥ , czyli pionowych sznur-
ków, ostatnimruchemmusibyć s. Zatemb�edziemyatakowali zerood do�u: naszymcelem
powinno być osi �agni�eciew miar�e szybko ujemnejliczby ca�kowitej, a nast�epniewykonanie
odpowiedniej liczby s-ów. Zrobimy to w taki sposób,�zemianowniki kolejnych liczb ujem-
nych b�ed�a mala�y do jednósci. Ostatnialiczba u�amkowa dodatniapowinna być postaci 1

k
dlapewnegok i końcówkaalgorytmub�edziewygl �ada�atak, �zepouzyskaniu� k, wykonamy
k-krotnie operacj�e s. Z kolei liczb�e 1

k mo�znauzyskác tylko za pomoc�a operacjis (inaczej
bezsensownie wyskoczylibyśmyz „dobrej” ujemnejliczby ca�kowitej). Ni �zej poka�zemy, �ze
podanametodadajezawszeminimaln�a liczb�e ruchówrozplatuj�ac�aw�eze�.

Mo�zemywi �eczastosować nast�epuj�acy algorytm.
Niech l=m b�edzieliczb �a wymiern�a lub minus nieskończonósci�a reprezentuj�ac�a zapl�atanie
sznurków.

1. if l = 0 then return

2. else if l=m> 0_ m= 0 then (l ;m) := (� m; l ) // (operacjaR)

3. else l := l modm(ci �agoperacjiS)

Udowodnimy, �zetenalgorytmprowadzido rozpl �ataniasznurkówzapomoc�aminimalnej
liczby ruchów.

Wzór 1 Dla liczb naturalnych l > 0 i m> 0

l = (� m) mod(l + m) (19)

Dowód wzoru 1

l = (� m) mod(l + m) = � m�
�

� m
l + m

�
(l + m)

wtedyi tylko wtedy, gdy

l + m= �
�

� m
l + m

�
(l + m)

wtedyi tylko wtedy, gdy

1 = �
�

� m
l + m

�

wtedyi tylko wtedy, gdy

1 =
�

m
l + m

�

�

Lemat 1 Algorytm si�e zatrzymuje.
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Dowód lematu 1 Poka�zemy, �ze dla dowolnej liczby wymiernejujemnejpostaci� l
m, dla

l ;m > 0, wykonywaniekolejnych kroków algorytmudoprowadzinasw końcu do wartósci
x = 0. Jésli m = 1, to po l-krotnym wykonaniuS dostaniemyzero. Jésli zás m > 1, to
wykonuj�ac kroki algorytmudojdziemydo innej liczby wymiernej � l0

m0 takiej, �ze m > m0.
Niechbowiemx = � l

m orazl > 0 i m> 1. Dla x < 0 wykonujemyci �agoperacjiSi po jego
wykonaniudojdziemydo sytuacji,gdy x po razpierwszystaniesi�e wi �ekszeod zera.Niech
wtedyx= l1

m, gdziem> l1 > 0. TerazwykonujemyRi mamyx= � m=l1. Mianownik zmala�,
au�amekjestujemny. Zatemzawszepowykonaniuci �aguS, a�zdouzyskanialiczby dodatniej,
zakończonegojednym R, dostaniemyu�amekujemny o mniejszymmianowniku. Nie mo�zna
w nieskończonósć zmniejszác dodatniegomianownika. Zatemposkończonejliczbiekroków
mianownik staniesi�e równy 1, ato jak wiemydoprowadzadozatrzymaniaca�egoalgorytmu.

�

Lemat 2 Algorytm wykonujeminimaln�a liczb�ekroków.

Dowód lematu 2 Rozpatrzmymo�zliwe ruchydla l 6= 0;m> 0.

� m= 0 i S— oczywísciez�y ruch,boniezmieniaw�ez�a.

� m= 0 i R— dobry, bow jednym ruchudoprowadzanasdozera.Szybciejniemo�zna.

� l ;m> 0 i S— z�y.
WykonajmyS, a potemtak jak ka�zealgorytmi poka�zmy, �zeta sekwencjajestd�u�zsza
ni�z najlepszamo�zliwa. Mamybowiem

l=m! (l + m)=m! � m=(l + m) ! (( � m) mod(l + m))=(l + m) =

(zewzoru19) = l=(l + m) ! � (l + m)=l ! (( � (l + m)) modl)=l = (( � m) modl)=l

czyli 5 kroków. Lepsz�a sekwencj�a, po której dochodzimydo tej samejliczby, jest
l=m! � m=l ! (( � m) modl)=l , cowymaga2 kroków.

� l ;m> 0 i R — dobry.

� m> 0; l < 0 i S— dobry.

� m> 0 i l < 0 i R— z�y.
Niechbowiem l1 = � l > 0, po wykonaniuR mamyx = m=l1. TerazwykonanieR nie
masensu,gdy�z wrócimydostanupoprzedniego,awykonanieSjestz�e(m=l1 > 0).

Terazwystarczyjeszczepokazác, �ze jakikolwiek z�y krok nie prowadzido optymalnego
rozwi �azania.Jésli b�edziemywykonywać tylko Sdla liczby dodatniej,to nigdyniedojdziemy
dorozpl �atania,bob�edziemyzwi�ekszác liczb�edodatni�ai nieosi �agniemyzera.Za�ó�zmywi �ec,
�ze po z�ym kroku S (dla liczby dodatniej)kiedyś wykonamyR, czyli tak jak nakazujeal-
gorytm. Wykonaniedobrego kroku po z�ym to ju�z przypadekrozpatrywany wczésniej —
zawszemo�znalepiej wyjść na niewykonywaniu tego ostatniego S, tylko pójściu na skróty.
Jésli wi �ec S by�o wykonanedla liczby dodatniej,to tylko zwi�ekszy�oniepotrzebnieliczb�e
krokówkonieczn�adorozpl �atania.Dla operacjiRjestjeszcze�atwiej,gdy�z R2k nic niedaje,a
R2k+ 1 = R. SensownejestzatemwykonywaniejedyniepojedynczychRprzetykanychS-ami.
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216 Ta«ce gordyjskie Krzy±ków

Podsumowuj �ac: R-y nale�zy wykonywać tylko jednokrotnie,a S-y tylko dla liczb ujemnych.
I takw�aśniedzia�anaszalgorytm,wi �ecdochodzinajszybciejdostanukońcowego.

Wiemyju�z jak dojść dorozwi �azaniakońcowego,pozostajewi �eczliczyć ile potrzebujemy
ruchów. Jésli algorytmwykonujeoperacj�e R, to zwi�ekszamylicznik o 1, gdy zás S(w�aści-
wie ci �ag operacjiS) dodajemydo licznika

�
�b l

mc
�
�. Rzeczjasnazakresydanych wymusza�y

implementacj�ew�asnejarytmetykiumo�zliwiaj �acejobliczenietychdzia�án.

Z�o�zonósci Wykorzystuj�acdowód lematu2 widać, i �z przyzapl�atywaniuoperacjaSzwi�ek-
szaliczb�e kroków algorytmuo 3. Liczba operacjiS w ci �aguwejściowym jest oczywíscie
niewi �ekszani�z jego d�ugósć. Z�o�zonósć czasowa algorytmuwynosiwi �ecO(n), gdzien jest
d�ugósci�aci �agupodanegonawejściu.
Z�o�zonósć pami�eciowajestO(1).
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WojciechGuzicki
Tre±¢ zadania, Opraco wanie

Mar cin Mucha
Program

Tomki

Oprogramowanie u»ywanew Pogromcach Algorytmów to dzieªoTomka W. W tym roku opie-
kuje si¦ nim Tomek M. Tomek M. bardzo si¦ stara, »ebykonkurs przebiegaª bez zarzutu. To
jest powodem tego, »e Tomek miewa ostatnio koszmarnesny. Wczoraj ±niªo mu si¦, »e jest
skoczkiem, który skaczepo niesko«czonejszachownicy. Ruchy, jakie mo»ewykonywa¢sko-
czek, s¡ opisane przez dwie pary liczb caªkowitych: ( a;b) i ( c;d) | skoczekstoj¡cy na polu
( x; y) mo»ewykona¢ruch na pole ( x + a;y + b) , ( x � a;y � b) , ( x + c;y + d) lub ( x � c;y � d) .
Tomekzastanawiaªsi¦ (oczywi±ciewe ±nie), dla jakiego pola ( x; y) ró»nego od ( 0;0), na które
mo»edoskoczy¢startuj¡c z pola ( 0;0) (by¢ mo»ew wielu skokach),warto±¢jxj + jyj jest naj-
mniejsza.1 Tomek obudziªsi¦ zlany potem, bo nie mógª poradzi¢ sobie z tym zadaniem i nie
wiedziaª, czy nie oddali si¦ od punktu (0;0) tak daleko, »e nie zd¡»y przygotowa¢ostatniej
tury Pogromców Algorytmów.

Zadanie

Twoje zadaniepolega na napisaniu programu, który:

� wczyta ze standardowego wej±cia dwie pary liczb caªkowitych (a;b) i (c;d), ró»ne od
(0;0), opisuj¡ce ruchy skoczka,

� wyznaczy tak¡ par¦ liczb caªkowitych (x;y) ró»n¡ od (0;0), dla której skoczek mo»e
doskoczy¢ (by¢ mo»ew wielu skokach) z pola (0;0) na pole (x;y) i dla której warto±¢
jxj + jyj jest najmniejsza,

� wypiszena standardowewyj±ciewarto±¢ jxj + jyj.

W ej±cie

W pierwszym i jedynym wierszu standardowego wej±cia znajduj¡ si¦ cztery liczby caªkowite:
a, b, c i d, � 1000006 a;b;c;d 6 100000.

Wyj±cie

Twój program powinien wypisa¢ na standardowe wyj±cie, w pierwszym i jedynym wierszu,
jedn¡ liczb¦ caªkowit¡ równ¡ jxj + jyj.

Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
13 4 17 5

1Uwaga:|p|oznaczawartoÂsÂc bezwglÎednÎa liczby p, czyli p, gdy p > 0, i � p, gdy p < 0.
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poprawnym wynikiem jest:
2

Rozwi¡zanie

Zadaniedotyczyproblemuznajdowanianajkrótszegoniezerowegowektoraw kracie.Wyja-
śnimynajpierw, co to s�a kratynap�aszczýznie.

Poj�eciewektoranap�aszczýznie jest dobrzeznanezeszko�y. Jésli mamywektor �!a , to
jego wspó�rz�edneb�edziemyoznaczác symbolamia1 i a2; tak wi �ec �!a = [a1;a2]. Przypu-
śćmy teraz,�zemamydanedwa wektory�!a i

�!
b nap�aszczýznie.OznaczmyprzezL(�!a ;

�!
b )

nast�epuj�acy zbiór wektorów:

L(�!a ;
�!
b ) =

�
m� �!a + n�

�!
b : m;n 2 Z

	
;

gdzieZ oznaczazbiór liczb ca�kowitych. Zbiór L(�!a ;
�!
b ) nazywamy krat �a rozpi�et�a przez

wektory�!a i
�!
b . B�edziemyzawszezak�adác, �zewektorytenies�arównoleg�e;w szczególno-

ści obas�aniezerowe. Nazw�ekraty wyjaśni�adwa przyk�ady.

Przyk�ad 1 Niech �!a = [1;0] i
�!
b = [0;1]. Wtedy wektory �!a i

�!
b rozpinaj�a nast�epuj�ac�a

krat�eL(�!a ;
�!
b ):

L(�!a ;
�!
b ) =

�
[m;n] : m;n 2 Z

	
:

Jésli wszystkiewektorykratyL(�!a ;
�!
b ) zaczepimyw pocz�atkuuk�aduwspó�rz�ednych,to ich

końceb�ed�a w punktacho obu wspó�rz�ednych ca�kowitych, czyli tzw. punktachkratowych.
Punktyte s�a punktamiprzeci�ecialinii przedstawionychnarysunku1.

Przyk�ad 2 Niech �!a = [2;0] i
�!
b = [1;2]. Mo�zna�atwo zauwa�zyć, �ze jeśli zaczepimyw

pocz�atkuuk�aduwspó�rz�ednych wszystkiewektorykraty L(�!a ;
�!
b ) rozpi�etejprzezwektory

�!a i
�!
b , to końcetych wektorówb�ed�apunktamiprzeci�ecialinii przedstawionychnarysunku

2.

Ka�zdemuwektorowi �!a przyporz�adkowujemy liczb�e rzeczywist�a nieujemn�a k�!a k, na-
zywan�a d�ugósci �a wektora�!a . D�ugósć wektoramo�znade�niować nawiele sposobów. Tu
zajmiemysi�e dwomasposobami.

1. D�ugósć euklidesow�a wektora�!a = [a1;a2] de�niujemy wzorem

k�!a k =
q

a2
1 + a2

2:

2. D�ugósć „miejsk �a” wektora�!a = [a1;a2] de�niujemy wzorem

k�!a k = ja1j + ja2j:

Mo�zna�atwo sprawdzić, �zed�ugósć zde�niowanatak, jak wy�zej w punktach1. i 2., spe�nia
nast�epuj�acewarunki:
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Rysunek1: Rysunekdoprzyk�adu1

(a) k�!a k = 0 , �!a = [0;0],

(b) kt � �!a k = jtj � k�!a k;

(c) k�!a +
�!
b k 6 k�!a k + k

�!
b k.

Udowodnimyterazkilka prostychlematów.

Lemat 1 k�!a +
�!
b k > k�!a k � k

�!
b k.

Dowód Z warunków(b) i (c) wynika, �ze

k�!a k = k(�!a +
�!
b ) + (�

�!
b )k 6 k�!a +

�!
b k + k �

�!
b k = k�!a +

�!
b k + k

�!
b k;

sk�adnatychmiastwynika tezalematu. �

Lemat 2 Dla dowolnejliczbyca�kowitej r 6= 0

L(�!a ;
�!
b ) = L(

�!
b ; �!a � r �

�!
b ):

Dowód Przypúsćmy najpierw, �ze �!c 2 L(�!a ;
�!
b ). Istniej �a wówczasliczby ca�kowite m i n

takie, �ze
�!c = m� �!a + n�

�!
b :

Wtedy

�!c = m� �!a + n�
�!
b = n�

�!
b + mr�

�!
b + m� �!a � mr�

�!
b = (20)

= (n+ mr) �
�!
b + m� (�!a � r �

�!
b ) 2 L(

�!
b ; �!a � r �

�!
b ): (21)



Olimpiada Informatyczna
2004{09{28 11:57
strona 220

i

i

i

i

i

i

i

i

220 Tomki

Rysunek2: Rysunekdoprzyk�adu2

Z drugiejstrony, jeśli �!c 2 L(
�!
b ; �!a � r �

�!
b ), to istniej �a liczby ca�kowite m i n takie, �ze

�!c = m�
�!
b + n� (�!a � r �

�!
b ):

Ale wtedy
�!c = n� �!a + (m� nr) �

�!
b 2 L(�!a ;

�!
b );

cokończydowódlematu. �

Lemat 3 Za�ó�zmy, �zedla ka�zdejliczbyca�kowitej r zachodzinierównósć

k�!a � r �
�!
b k > k

�!
b k:

Wtedy
�!
b jestnajkrótszymniezerowymwektoremkratyL(�!a ;

�!
b ).

Dowód Niech �!c 2 L(�!a ;
�!
b ) oraz �!c 6= �!0 . Chcemypokazác, �ze k�!c k > k

�!
b k. Istniej �a

liczby ca�kowite mi n, nierównejednoczésniezeru,takie, �ze�!c = m� �!a + n�
�!
b . Mamydwa

przypadki.
Przypadek1: m= 0. Wtedyn 6= 0, a wi �ecjnj > 1. Zatem

k�!c k = kn�
�!
b k = jnj � k

�!
b k > k

�!
b k:

Przypadek2: m 6= 0. Wykonujemywtedy dzieleniez reszt�a liczby n przezliczb�e m.
Istniej �a wi �ec liczby ca�kowite t i s takie, �ze n = tm+ s oraz0 6 s < jmj. Mamy wówczas
jmj � s> 1 i korzystaj�acz lematu1, dostajemy:

k�!c k = km� �!a + n�
�!
b k = km� �!a + (mt + s) �

�!
b k = km� �!a + mt �

�!
b + s�

�!
b k >
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Tomki 221

> km� �!a + mt �
�!
b k � ks�

�!
b k = jmj � k�!a + t �

�!
b k � jsj � k

�!
b k =

= jmj � k�!a � (� t) �
�!
b k � s� k

�!
b k > jmj � k

�!
b k � s� k

�!
b k =

�
jmj � s

�
� k

�!
b k >

> k
�!
b k; (22)

cokończydowód. �

Naszezadaniepolega na znalezieniunajkrótszego niezerowego wektorakraty rozpi�etej
przezdwa danewektory �!a i

�!
b . Lematy2 i 3 pokazuj�a, �ze nast�epuj�acy algorytmjest po-

prawny:

1: if k�!a k < k
�!
b k then �!a $

�!
b ;

2: repeat
3: znajd́z takie ca�kowite r, by liczba t = k�!a � r �

�!
b k by�a jak najmniejsza;

4: if t < k
�!
b k then begin

5: �!c := �!a � r �
�!
b ;

6: �!a :=
�!
b ;

7:
�!
b := �!c

8: end
9: until t > k

�!
b k;

10: return
�!
b ;

Jedyny niejasny fragmentalgorytmu dotyczy znajdowania takiej liczby ca�kowitej r, by
liczbat = k�!a � r �

�!
b k by�ajak najmniejsza.Poka�zemyteraz,w jaki sposóbmo�zemyto zro-

bić (przyobu de�nicjachd�ugósciwektora).Niechwi �ecdaneb�ed�adwawektory�!a = [a1;a2]
i

�!
b = [b1;b2]. Za�ó�zmy przy tym, �ze

�!
b 6= [0;0]. Przypomnijmynast�epnie,�zebxc oznacza

najwi�eksz�a liczb�eca�kowit �aniewi �eksz�aodx, adxenajmniejsz�a liczb�eca�kowit �aniemniejsz�a
odx:

bxc 6 x < bxc+ 1; dxe� 1 < x 6 dxe:

Rozpatrzmynajpierwd�ugósć euklidesow �a. Wtedy

t = k�!a � r �
�!
b k =

q
(a1 � b1r)2 + (a2 � b2r)2:

Zde�niujmy funkcj�ekwadratow �a f wzorem

f (x) = (a1 � b1x)2 + (a2 � b2x)2 = (b2
1 + b2

2)x
2 � 2(a1b1 + a2b2)x+ (a2

1 + b2
1):

Liczbat b�edzienajmniejszadla takiej ca�kowitej wartósci r, dla której funkcja f przyjmuje
najmniejsz�awartósć. W tym celuwystarczywybrać jako r liczb�eca�kowit �anajbli�zsz�awspó�-
rz�ednejxw wierzcho�kaparabolib�ed�acejwykresemfunkcji f , a wi �ecnajbli�zsz�a liczbie

xw =
a1b1 + a2b2

b2
1 + b2

2
:

A zatemr = bxw + 1
2c.

Rozpatrzmyterazd�ugósć miejsk�a. Wtedy

t = k�!a � r �
�!
b k = ja1 � b1rj + ja2 � b2rj:
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222 Tomki

Zde�niujmy funkcj�e f wzorem

f (x) = ja1 � b1xj + ja2 � b2xj:

Liczbat b�edzienajmniejszadla takiej ca�kowitej wartósci r, dla której funkcja f przyjmuje
najmniejsz�awartósć. Zbadaniefunkcji f wymagarozpatrzeniakilku przypadków.

1. Jésli b1 = 0, to jako liczb�er musimywzi �ać liczb�eca�kowit �anajbli�zsz�a liczbie a2
b2

, czyli

wystarczywzi �ać r = ba2
b2

+ 1
2c.

2. Jésli b1 = 0, to analogiczniebierzemyr = ba1
b1

+ 1
2c.

3. Jésli b1 6= 0 orazb2 6= 0, to zauwa�zamy, �ze funkcja f przyjmujenajmniejsz�a wartósć
w jednym z dwóchpunktów: x1 = a1

b1
lub x2 = a2

b2
. Dok�adniej, jeśli jb1j > jb2j, to

wartósci �anajmniejsz�ajest f
� a1

b1

�
, jeśli jb1j = jb2j, to wartósciw obu punktachs�arówne

(funkcja f jestwtedysta�aw ca�ymprzedzialeo końcacha1
b1

i a2
b2

), jeśli zás jb1j < jb2j,
to najmniejsz�awartósci �a funkcji f jest f

� a2
b2

�
. St �adwynika, �ze:

(a) jeśli jb1j > jb2j, to jako r bierzemyt�e z liczb r1 = ba1
b1

c i r2 = da1
b1

e, dla której
wartósć funkcji f jestmniejsza;

(b) jeśli jb1j 6 jb2j, to jako r bierzemyt�e z liczb r1 = ba2
b2

c i r2 = da2
b2

e, dla której
wartósć funkcji f jestmniejsza.

To kończy opis algorytmu. Algorytm ten pochodziod Gaussa.Nie jest znany �zaden
ogólny algorytm wyznaczanianajkrótszego niezerowego wektoraw kracie n-wymiarowej
(czyli rozpi�etejw przestrzeniRn przezn wektorówliniowo niezale�znych)dlan > 3.
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Krzysztof Diks, Marcin Kubica, Tomasz W ale«
Tªumaczenie

Poró wn yw anie programó w
(Comparing code)

Zadanie

Racine Business Networks (RBN) pozwaªodo s¡du Heuristic Algorithm Languages(HAL)
oskar»aj¡c HAL o kradzie»kodu ¹ródªowego z systemuRBN Unix i wykorzystaniego w otwar-
tym (Open software) systemieoperacyjnym HALnix.

ZarównoRBN jak i HAL posªuguj¡ si¦ j¦zykiem programowania,w którym ka»dainstrukcja
znajduje si¦ w osobnymwierszu i jest postaci:

STOREA= STOREB+ STOREC;

gdzie STOREA, STOREB, STORECs¡ nazwami zmiennych. W szczególno±ci, nazwa pierwszej
zmiennej znajduje si¦ na pocz¡tku wiersza, po niej nast¦puje odst¦p, znak równo±ci, odst¦p,
nazwadrugiej zmiennej, odst¦p, znak dodawania, odst¦p, nazwatrzeciej zmiennej. Nazwa tej
samejzmiennej mo»epojawia¢ si¦ w danym wierszuwi¦ cej ni» raz. Nazwyzmiennychskªadaj¡
si¦ z co najwy»ej 8 du»ychliter ASCII (od ÿA" do ÿZ").

RBN twierdzi, »eHAL skopiowaªz kodu ¹ródªowego RBN ci¡g kolejnych instrukcji mody-
�kuj¡c je tylko nieznacznie:

� RBN twierdzi, »eHAL zmieniª nazwyniektórych zmiennychw celu zatuszowaniaswoich
niecnych czynów. To znaczy, HAL skopiowaª fragment kodu z programu RBN i dla
ka»dej zmiennej pojawiaj¡c ej si¦ w tym fragmencie zmieniª jej nazw¦ (wszystkie jej
wyst¡pienia), chocia» nowa nazwa mo»e by¢ taka sama jak poprzednia. Oczywi±cie
»adnedwie ró»nenazwy zmiennych nie zostaªyzmienione na t¦ sam¡ nazw¦.

� RBN twierdzi równie»,»eHAL mógª dopu±ci¢si¦ zmiany kolejno±ciargumentówpo pra-
wej stronie niektórych instrukcji: STOREA= STOREB+ STORECmogªozosta¢zmienione
na STOREA= STOREC+ STOREB.

� RBN twierdzi, »etzw. ÿspecjali±ci" HALa byli zbytograniczeni, abydodatkowomataczy¢
i kolejno±¢wierszy w ukradzionym podst¦pnie kodzie nie ulegªa zmianie.

Maj¡c danekody ¹ródªoweprogramów RBN i HAL, znajd¹ najdªu»szyci¡g kolejnych wier-
szy w programie HALa, który mógªby pochodzi¢ z ci¡gu kolejnych wierszy z programu RBN
przy zastosowaniuopisanych powy»ej przeksztaªce«. Zwró¢ uwag¦, »e fragmenty programów
nie musz¡ zaczyna¢si¦ w wierszacho tych samychnumerach.

W ej±cie

Pierwszy wiersz pliku wej±ciowego code.in zawiera dwie liczby caªkowite oddzielonepojedyn-
czym odst¦pem, R i H (1 6 R 6 1000, 1 6 H 6 1000). R jest liczb¡ wierszy w kodzie
¹ródªowymprogramu RBN, a H jest liczb¡ wierszy w kodzie ¹ródªowymHAL.
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226 Porównywanieprogramów (Comparing code)

Kolejne R wierszy to kod ¹ródªowy programu RBN.
Nast¦pne H wierszy to kod ¹ródªowy programu HAL.

Wyj±cie

Plik wyj±ciowy code.out powinien zawiera¢ jeden wiersz, a w nim jedn¡ liczb¦ caªkowit¡:
dªugo±¢najdªu»szego ci¡gu kolejnych wierszy w programie HAL, który mógªby pochodzi¢ (po
przeksztaªceniu) z programu RBN.

Przykªad

Dla pliku wej±ciowego code.in :
4 3
RA = RB + RC
RC = D + RE
RF = RF + RJ
RE = RF + RF
HD = HE + HF
HM= HN + D
HN = HA + HB
poprawnym wynikiem jest plik wyj±ciowycode.out :
2

Wiersze 1{2 w programie RBN s¡ takie same jak wiersze 2{3 w programie HALa, przy za-
stosowaniu nast¦puj¡c ego przemianowania zmiennych w programie RBN: RA! HM, RB! D,
RC! HN, D! HA, RE! HB. Nie istnieje pasuj¡cy fragmentskªadaj¡cy si¦ z 3 lub wi¦ cej wierszy.
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Krzysztof Diks, Marcin Kubica, Tomasz W ale«
Tªumaczenie

‘cie»ki (T rail main tenance)

Zadanie

Krowy farmera Jana chc¡ przemieszcza¢si¦ pomi¦ dzyN (1 6 N 6 200) pastwiskamina farmie
(ponumerowanymi 1: : :N ) mimo, »e pastwiskas¡ przedzielone lasami. Krowy chc¡ utrzymy-
wa¢ system ±cie»ekpomi¦ dzy pastwiskami tak, aby mogªy podró»owa¢z dowolnego pastwiska
do dowolnego innego, chodz¡c tylko po pastwiskachi ÿutrzymywanych" ±cie»kach.‘cie»ki s¡
dwukierunkowe.

Krowy nie potra�¡ wytycza¢ ±cie»ek. Zamiast tego utrzymuj¡ ±cie»ki, które wytyczyªy
dzikie zwierz¦ta. Ka»dego tygodnia krowy mog¡ zdecydowa¢si¦ na utrzymywanie dowolnie
wybranych znanych ±cie»ekdzikich zwierz¡t.

Krowy s¡ ciekawskiei na pocz¡tku ka»dego tygodnia odkrywaj¡ jedn¡ dzik¡ ±cie»k¦. Potem
musz¡ si¦ zdecydowa¢,które ±cie»kiutrzymywa¢w tym tygodniu tak, aby mogªy przedostawa¢
si¦ z dowolnego pastwiskana dowolneinne. Krowy mog¡ korzysta¢tylko z aktualnie utrzymy-
wanych ±cie»ek.

Krowy chc¡ zawszezminimalizowa¢ sum¦ dªugo±ci ±cie»ek, które musz¡ utrzymywa¢.
Krowy mog¡ wybra¢ dowolny podzbiór ±cie»ekdzikich zwierz¡t, które chc¡ utrzymywa¢, nieza-
le»nie od tego, które z nich byªy utrzymywane w poprzednim tygodniu.

‘cie»ki dzikich zwierz¡t (nawet te utrzymywane) nigdy nie s¡ proste. Dwie ±cie»kiª¡cz¡ce
te samepastwiskamog¡ mie¢ ró»nedªugo±ci.Co wi¦ cej, je±li dwie ±cie»kisi¦ przecinaj¡, krowy
s¡ tak skupionena swojej drodze, »enie przechodz¡ na »adn¡ inn¡ ±cie»k¦.

Na pocz¡tku ka»dego z tygodni krowy opisuj¡ dzik¡ ±cie»k¦, któr¡ odkryªy. Twój program
musi wtedy wypisa¢minimaln¡ sumaryczn¡ dªugo±¢±cie»ek,które krowy musz¡ utrzymywa¢
danego tygodnia tak, aby mogªy przemieszcza¢si¦ mi¦ dzy dwoma dowolnymi pastwiskami, o
ile jest to tylko mo»liwe.

W ej±cie

Pierwszywierszstandardowegowej±ciazawiera dwie liczby caªkowiteN i W , oddzieloneodst¦-
pem. Liczba W jest liczb¡ tygodni, przezktóre program ma pomaga¢krowom(1 6 W 6 6000).

Dla ka»dego tygodnia wczytaj jeden wiersz opisuj¡cy odkryt¡ dzik¡ ±cie»k¦. Taki wiersz
zawiera 3 liczby caªkowite oddzielone odst¦pami: ko«ce ±cie»ki (numery pastwisk) i dªugo±¢
±cie»ki(liczb¦ caªkowit¡ z zakresu 1: : :10000). Ka»da ±cie»kaª¡czy dwa ró»nepastwiska.

Wyj±cie

Zaraz po tym, gdy program dowiaduje si¦ o nowoodkrytej dzikiej ±cie»ce powinien wypisa¢
na standardowe wyj±cie jeden wiersz zawieraj¡cy jedn¡ liczb¦ caªkowit¡, równ¡ minimalnej,
sumarycznej dªugo±ci±cie»ek,które musz¡ by¢ utrzymywane, aby krowy mogªy przew¦drowa¢
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228 ‘cie»ki (Trail maintenance)

z dowolnego pastwiska na dowolne inne. Je±li jest to niemo»liwe, program powinien wypisa¢
ÿ-1".

Twój program musi zako«czy¢swojedziaªaniepo wypisaniu odpowiedzi dla danychz ostat-
niego tygodnia.

Przykªad

Wej±cie Wyj±cie Opis

4 6
1 2 10

-1 nie da si¦ poª¡czy¢ 4 z pozostaªymipastwiskami
1 3 8

-1 nie da si¦ poª¡czy¢ 4 z pozostaªymipastwiskami
3 2 3

-1 nie da si¦ poª¡czy¢ 4 pozostaªymipastwiskami
1 4 3

14 utrzymuj 1 4 3, 1 3 8 i 3 2 3
1 3 6

12 utrzymuj 1 4 3, 1 3 6 i 3 2 3
2 1 2

8 utrzymuj 1 4 3, 2 1 2 i 3 2 3
Program ko«czydziaªanie
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Krzysztof Diks, Marcin Kubica, Tomasz W ale«
Tªumaczenie

Malej¡cy ci¡ g (Rev erse)

Zadanie

Rozwa»mykomputer z dwiemaoperacjami (w skrócie TOM | ang. Two-Operation Machine),
który skªadasi¦ z dziewi¦ciu rejestrów ponumerowanych 1: : :9. W ka»dymrejestrze mo»na
zapami¦ta¢ nieujemn¡ liczb¦ caªkowit¡ z zakresu0: : :1000. Dost¦pnymi operacjami komputera
s¡:

� S i j | Zapisz w rejestrze j zawarto±¢rejestru i powi¦kszon¡ o jeden.

� P i | Wypisz zawarto±¢rejestru i .

Dla danej liczby caªkowitej N (0 6 N 6 255) wygenerujprogram na maszyn¦ TOM, który
wypiszemalej¡cy ci¡g liczb caªkowitych N , N � 1, N � 2, . . . , 0. Do programu zalicza si¦
tak»eustalenie pocz¡tkowych warto±ci rejestrów. Maksymalna liczba kolejnych operacji typu S
powinna by¢ jak najmniejsza.

Oto przykªadowyprogram TOM i wynik jego dziaªania (dla N = 2):

Operacja Zawarto±¢rejestrów Wypisywana
1 2 3 4 5 6 7 8 9 warto±¢

Inicjalizacja 0 2 0 0 0 0 0 0 0
P 2 0 2 0 0 0 0 0 0 0 2
S 1 3 0 2 1 0 0 0 0 0 0
P 2 0 2 1 0 0 0 0 0 0 1
P 1 0 2 1 0 0 0 0 0 0 0

Zestawydanych (ang. input cases)s¡ ponumerowaneod 1 do 16 i mo»na je otrzyma¢ za
pomoc¡ portalu konkursowego.

Dane

Pierwszy wiersz zawiera numer zestawuK . Drugi wiersz zawiera liczb¦ N .

Wyniki

Pierwszy wiersz pliku wyj±ciowego powinien zawiera¢ napis ÿFILE reverse K ", gdzieK jest
numerem zestawudanych wej±ciowych.

Drugi wiersz powinien zawiera¢ dziewi¦¢ liczb pooddzielanychodst¦pami, odpowiadaj¡cych
pocz¡tkowym warto±ciom rejestrów, w kolejno±ci (rejestr 1, rejestr 2 itd.).

Kolejne wierszepliku wyj±ciowego powinny zawiera¢ uporz¡dkowan¡ list¦ kolejnych opera-
cji do wykonania, po jednej operacji w wierszu. Tak wi¦ c w wierszu3-cim powinna znale¹¢si¦
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pierwsza operacja, itd. Ostatni wiersz powinien zawiera¢ operacj¦, która wypisuje 0. Ka»dy
wierszpowinien zawiera¢ poprawn¡ operacj¦. Instrukcje nale»yformatowa¢w sposóbpokazany
poni»ej.

Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
1
2
prawidªowymi odpowiedziami s¡ (niepeªnepunkty):
FILE reverse 1
0 2 0 0 0 0 0 0 0
P 2
S 1 3
P 3
P 1
i (peªnepunkty):
FILE reverse 1
0 2 1 0 0 0 0 0 0
P 2
P 3
P 1

Ocenianie

Dla ka»dego zestawudanychpunkty b¦ d¡ liczone z uwzgl¦dnieniem poprawno±cii optymalno±ci
programu TOM.

Popra wno±¢: 20%

Program TOM jest poprawny, je±li wykonuje po kolei nie wi¦ cej ni» 131 operacji typu S i
ci¡g warto±ci wypisanych przez ten program jest wªa±ciwy (zawiera dokªadnie N + 1 liczb
caªkowitych, zaczynaj¡c od N i ko«cz¡c na 0). Je±li w wyniku wykonania operacji S nast¡pi
przepeªnienie rejestru, to program zostanieuznany za niepoprawny.

Opt ymalno±¢: 80%

Optymalno±¢poprawnego programu TOM jest mierzona w zale»no±ciod maksymalnej liczby
kolejnych operacji typu S, która powinna by¢ jak najmniejsza. Punktacja b¦ dzie obliczana w
zale»no±ciod ró»nicy mi¦ dzy twoim programemTOM i najlepszymznanym programemTOM.
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Krzysztof Diks, Marcin Kubica, Tomasz W ale«
Tªumaczenie

Kon templacja pªotu (Seeing the
boundary)

Zadanie

Farmer Jasio codziennie podziwia pªot ogradzaj¡cy jego farm¦, a szczególnie rozkoszujesi¦
widokiem sªupkóww pªocie. Farma jest pªaskajak deskai ma ksztaªt kwadratu o wymiarach
N � N metrów (2 6 N 6 500000). Jeden z rogówfarmy ma wspóªrz¦dne ( 0;0), a przeciwlegªy
róg ma wspóªrz¦dne ( N ;N ) ; boki farmy s¡ równolegªedo osi ukªadu wspóªrz¦dnych.

Sªupki w pªocie znajduj¡ si¦ w rogach, jak równie» wzdªu»pªotu, w odst¦pach co jeden
metr. Š¡cznie mamy wi¦ c 4N sªupków. Sªupki stoj¡ pionowo, a ich grubo±¢jest pomijalnie
maªa. Farmer Jasio chce wiedzie¢, ile sªupkówmo»nazobaczy¢z zadanego miejsca na farmie.

Na farmie Jasia znajduje si¦ R (1 6 R 6 30000) ogromnych gªazów,które zasªaniaj¡ mu
widok na niektóre zesªupkóww jegopªocie | Ja±jest niskiegowzrostu, a skaªys¡ zbytwysokie,
»ebymógª spojrze¢ ponad nimi. Podstawa ka»dego gªazu ma posta¢ wypukªego wielok¡ta o
niezerowym polu, którego wierzchoªki maj¡ wspóªrz¦dne caªkowitoliczbowe. Gªazy wystaj¡ z
ziemi dokªadnie pionowo. Gªazy nie zachodz¡ na siebie, ani nie stykaj¡ si¦ ze sob¡, jak
równie»nie dotykaj¡ Farmera Jasia, ani pªotu. Farmer Ja± równie»nie dotyka pªotu, ani nie
stoi na gªazie,ani te» nie siedzi w ±rodku gªazu.

Maj¡c dane: wielko±¢farmy, poªo»eniei wielko±¢gªazówna farmie oraz miejsce, gdzie
stoi Ja±, oblicz ile spo±ród sªupkóww pªocie Ja± mo»ezobaczy¢. Je±li wierzchoªekskaªy le»y
na jednej linii pomi¦ dzy Jasiem, a sªupkiem, to zakªadamy,»eJa± nie mo»ezobaczy¢takiego
sªupka.

W ej±cie

Pierwszywierszpliku wej±ciowegoboundary.in zawiera dwie liczbycaªkowiteN i R oddzielone
odst¦pem.

Nast¦pny wierszpliku wej±ciowegozawiera dwie liczbycaªkowiteX i Y oddzieloneodst¦pem
| poªo»eniefarmera Jasia wewn¡trz farmy.

Kolejne wierszeopisuj¡ R gªazów:

� Opis i -tego gªazu rozpoczyna si¦ od wiersza zawieraj¡cego jedn¡ liczb¦ caªkowit¡ pi
(3 6 pi 6 20) | liczb¦ wierzchoªkówpodstawy gªazu.

� Ka»dy z kolejnych pi wierszy zawiera wspóªrz¦dne wierzchoªka| dwie liczby caªkowite
X i Y oddzieloneodst¦pem. Wierzchoªki tworz¡ce podstaw¦ gªazus¡ parami ró»nei s¡
podane w kolejno±ciodwrotnej do kierunku ruchu wskazówekzegara.
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232 Kontemplacja pªotu (Seeing the boundary)

Wyj±cie

Plik wyj±ciowyboundary.out powinien zawiera¢ jeden wiersz, a w nim jedn¡ liczb¦ caªkowit¡
| liczb¦ sªupkóww pªocie, które mo»ezobaczy¢farmer Ja±.

Przykªad

Dla pliku wej±ciowego boundary.in :
100 1
60 50
5
70 40
75 40
80 40
80 50
70 60
poprawnym wynikiem jest plik wyj±ciowyboundary.out :
319

Zauwa»,»ew podstawie gªazus¡ wspóªliniowe wierzchoªki: ( 70;40), ( 75;40) i ( 80;40).
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Krzysztof Diks, Marcin Kubica, Tomasz W ale«
Tªumaczenie

Zgadnij, która to kro wa (Guess
whic h cow)

Zadanie

Janko Rolnik jest szcz¦±liwym posiadaczemstada N (1 6 N 6 50) bardzo podobnych krów.
Krowy s¡ ponumerowaneod 1 do N . Janko musi utuli¢ krow¦ do snu w jej ªó»eczku.

Krowy s¡ rozró»nianena podstawie P (1 6 P 6 8) cech, ponumerowanych1: : :P . Ka»da
cecha mo»eprzyjmowa¢ jedn¡ z trzech warto±ci. Dla przykªadu, kolor kolczykaw uchu mo»e
by¢ »óªty, zielony lub czerwony. Dla prostoty warto±ci ka»dejz cech s¡ reprezentowaneprzez
litery X, Y, i Z. Ka»da para krów Janka ró»ni si¦ co najmniej jedn¡ cech¡.

Napiszprogram, który znaj¡c cechy krów Janka, pomo»emu odpowiedzie¢ na pytanie, któr¡
wªa±niekrow¦ ukªada do snu. Twój program mo»ezada¢Jankowi nie wi¦ cej ni» 100 pyta«
postaci: Czy warto±¢ cechy T rozpatrywanej krowy nale»y do zbioru S? Postaraj si¦, »eby
Twój program zadawaªmo»liwie jak najmniej pyta«.

W ej±cie

Pierwszy wiersz pliku guess.in zawiera dwie liczby caªkowite N i P oddzieloneodst¦pem.
W ka»dymz nast¦pnych N wierszy opisano cechy jednej krowy | P liter pooddzielanych

pojedynczymi odst¦pami. Pierwsza litera w wierszu to warto±¢ cechy 1, itd. Drugi wiersz
wej±ciaopisuje krow¦ nr 1, trzeci wiersz opisuje krow¦ nr 2, itd.

In terak cja

Faza pytanie/odpowied¹ odbywasi¦ za pomoc¡ standardowego wej±cia i wyj±cia.
Ka»dyprogram zadajepytania o krow¦ ukªadan¡ do ªó»eczkapisz¡c na standardowewyj±cie

wiersz, który skªadasi¦ z litery Q, odst¦pu, numeru cechy, odst¦pu, a nast¦pnie jednej lub wi¦ cej
warto±ci oddzielonychpojedynczymi odst¦pami.

Dla przykªadu,ÿQ 1 Z Y" oznaczaÿCzy warto±ci¡ cechy 1 jest Z lub Y?" Cecha musi by¢
liczb¡ caªkowit¡ z zakresu 1: : :P . ›adna z warto±ci nie mo»e si¦ pojawi¢ wi¦ cej ni» raz w
jednym pytaniu i ka»daz nich musi by¢ równa X, Y lub Z.

Po zadaniu ka»dego pytania, program otrzymuje odpowied¹, wczytuj¡c jeden wiersz zawie-
raj¡cy jedn¡ liczb¦ caªkowit¡. Liczba 1 oznacza,»ewarto±¢cechy, o któr¡ pytaª program nale»y
do podanego zbioru warto±ci; liczba 0 oznacza,»enie nale»y.

Na koniec program powinien wypisa¢ jeden wiersz skªadaj¡cy si¦ z litery C, odst¦pu, a
nast¦pnie jednej liczby caªkowitej, równej numerowi krowy ukªadanejdo ªó»eczkaprzezJanka.
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234 Zgadnij, która to krowa (Guesswhich cow)

Przykªad

Dla pliku guess.in :
4 2
X Z
X Y
Y X
Y Y
interakcja mogªabywygl¡da¢ nast¦puj¡c o:

Wej±cie Wyj±cie Obja±nienie

Q 1 X Z
0 To mo»eby¢ krowa 3 lub krowa 4.

Q 2 Y
1 To musi by¢ krowa 4!

C 4
koniec wykonywaniaprogramu

Ocenianie

Popra wno±¢: 30% punktó w

Program, który wypiszepoprawny numer krowy otrzyma peªn¡ liczb¦ punktów za poprawno±¢
tylko wtedy, gdy tylko jedna krowa ma cechy zgodne z otrzymanymi odpowiedziami. Program,
który zadawi¦ cej ni» 100 pyta« dla danego testu nie otrzyma »adnychpunktów za ten test.

Liczba pyta«: 70% punktó w

Pozostaªepunkty b¦ d¡ przyznane w zale»no±ciod liczby pyta« potrzebnych do wyznaczenia
wªa±ciwejkrowy. Testy s¡ tak przygotowane,»ebynagradza¢minimalizowanie liczby pyta« dla
najgorszego przypadku. Rozwi¡zania prawie optymalne otrzymaj¡ cz¦±ciow¡ liczb¦ punktów.
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Krzysztof Diks, Marcin Kubica, Tomasz W ale«
Tªumaczenie

Uciek aj¡ce rob ot y (Amazing
rob ots)

Zadanie

Jeste±dumnym wªa±cicielemdwóch robotów, które s¡ umieszczonew oddzielnychprostok¡tnych
jaskiniach zªo»onychz identycznych kwadratów. Kwadrat ( 1;1) w jaskini jest kwadratem w
lewym górnym rogu, który jest rogiem póªnocno-zachodnim. W jaskini i (i = 1;2) znajduje
si¦ Gi (0 6 Gi 6 10) stra»ników próbuj¡cych zªapa¢ roboty. Roboty patroluj¡ proste ±cie»ki
w jedn¡ i drug¡ stron¦. Twoim zadaniem jest wyznaczenieci¡gu rozkazówprzekazywanych
robotom, dzi¦ki którym opuszcz¡one jaskini¦, nie daj¡c si¦ zªapa¢ stra»nikom.

Na pocz¡tku ka»dejz minut wysyªaszten sam rozkazdo obu robotów. Ka»dy rozkazjest
nazw¡ kierunku: north, south, east, west (po polsku póªnoc, poªudnie, wschód, zachód). Robot
przemieszczasi¦ o jeden kwadrat w podanym kierunku, chyba »enapotka ±cian¦, wtedy stoi w
miejscu przez minut¦. Robot wychodzi z jaskini opuszczaj¡c j¡ i od tego momentu ignoruje
wszystkierozkazy.

Stra»nicy przemieszczaj¡ si¦ o jeden kwadrat na pocz¡tku ka»dej minuty, w tym samym
czasie kiedy roboty. Ka»dy stra»nik rozpoczyna swój patrol w podanym kwadracie i porusza
si¦ w podanym kierunku o jeden kwadrat na minut¦, a» wykona o jeden mniej kroków ni»
wynosi podana liczba kwadratów na jego ±cie»ce. Wtedy natychmiast si¦ obraca i kontynuuje
swój patrol do kwadratu, od którego rozpocz¡ª patrolowanie, po czym obraca si¦ i zaczynaod
pocz¡tku. Stra»nicy ko«cz¡ patrolowanie, gdy oba roboty opuszcz¡ jaskinie.

‘cie»ki stra»ników nie b¦ d¡ przechodziªy przez ±ciany ani nie b¦ d¡ wychodziªy z jaskini.
Pomimo, »e ±cie»kistra»ników mog¡ si¦ przecina¢, dwóch stra»ników nigdy nie znajdzie si¦
w tym samym kwadracie pod koniec minuty i nigdy nie zamieni si¦ zajmowanymi kwadra-
tami podczastrwania minuty. ›aden stra»nik nie rozpocznie swojego patrolu w tym samym
kwadracie, w którym stoi na pocz¡tku robot.

Stra»nik ªapie robota, je±li pod koniec minuty zajmuje ten sam kwadrat, co robot, albo je±li
podczasminuty robot i stra»nik zamieni¡ si¦ miejscami.

Maj¡c dane opisy dwóch jaski« (ka»da nie wi¦ksza ni» 20 � 20) wraz z pocz¡tkowymi
kwadratami obu robotów oraz ±cie»kamipatrolowanymi przez stra»ników w ka»dej z jaski«,
wyznaczci¡g rozkazówdzi¦ki którym roboty wyjd¡ z jaskini nie daj¡c zªapa¢ si¦ stra»nikom.
Nale»yzminimalizowa¢czaspo którym ostatni z robotów opu±cijaskini¦. Je±li roboty opuszcz¡
jaskinie w ró»nychmomentach,czaswyj±cia pierwszego robota nie ma znaczenia.

W ej±cie

Pierwsza cz¦±¢ pliku robots.in opisuje pierwsz¡ jaskini¦, robota w niej przebywaj¡cego i
stra»ników. Podobnie, druga cz¦±¢ pliku opisuje drug¡ jaskini¦, robota w niej przebywaj¡cego
i stra»ników.
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236 Uciekaj¡ce roboty (Amazing robots)

Pierwszy wiersz wej±cia zawiera dwie liczby caªkowite R1 i C1 oddzielone odst¦pem |
liczb¦ wierszy i kolumn w pierwszej jaskini.

Nast¦pne R1 wierszy zawiera po C1 znakówopisuj¡cych wygl¡d jaskini. Pocz¡tkowy kwa-
drat robota jest zaznaczonyliter¡ ÿX". Kropka (ÿ. ") reprezentuje otwart¡ przestrze«, a ÿ#"
oznacza±cian¦. Ka»da jaskinia zawiera dokªadniejednego robota.

Kolejny wiersz opisu zawiera jedn¡ liczb¦ caªkowit¡ G1, liczb¦ stra»ników w pierwszej ja-
skini (0 6 G1 6 10).

Ka»dyz nast¦pnych G1 wierszyopisuje ±cie»k¦patrolu pojedynczegostra»nika. Opis skªada
si¦ z trzech liczb caªkowitych i jednej litery, oddzielonychpojedynczymi odst¦pami. Pierwsze
dwie liczby okre±laj¡ wiersz i kolumn¦ kwadratu, na którym stra»nik znajduje si¦ na pocz¡tku
patrolu. Trzecia liczba okre±laliczb¦ kwadratów (2 : : :4), które tworz¡ ±cie»k¦ patrolu. Liter a
okre±lakierunek, w którym stra»nik jest zwrócony na pocz¡tku swojej drogi: ÿN", ÿS", ÿE", lub
ÿW" (póªnoc, poªudnie, wschód, zachód).

Opis drugiej jaskini jest w takim samym formacie jak opis pierwszej jaskini, ale by¢mo»e
z innymi warto±ciami.

Wyj±cie

Pierwszy wiersz pliku robots.out powinien zawiera¢ jedn¡ liczb¦ caªkowit¡ K (K 6 10000),
liczb¦ rozkazów,po której oba roboty opuszcz¡ jaskini¦ unikaj¡c zªapania. Je±li taki ci¡g roz-
kazów istnieje, to najkrótszy ci¡g b¦ dzie miaª nie wi¦ cej ni» 10000 rozkazów. Nast¦pne K
wierszy, to ci¡g rozkazów,ka»dyzawieraj¡cy jeden znak ze zbioru f ÿN" ;ÿS" ;ÿE" ;ÿW" g. Je±li
taki ci¡g nie istnieje, wyj±ciepowinno zawiera¢ tylko jeden wiersz zawieraj¡cy ÿ-1 ".

Oba roboty powinny znajdowa¢ si¦ poza jaskini¡ po wykonaniu ostatniego z rozkazów.
Ostatni z rozkazówpowinien sprawi¢, »e co najmniej jeden z robotów opuszczajaskini¦. Je-
±li wiele ró»nychci¡gów sprawia, »e roboty opuszczaj¡ jaskini¦ w tym samym, minimalnym
czasie, to dowolny z nich b¦ dzie zaakceptowany.

Przykªad

Dla pliku wej±ciowego robots.in :
5 4
####
#X.#
#..#
...#
##.#
1
4 3 2 W
4 4
####
#...
#X.#
####
0



Olimpiada Informatyczna
2004{09{28 11:57
strona 237

i

i

i

i

i

i

i

i

Uciekaj¡ce roboty (Amazing robots) 237

poprawnym wynikiem jest plik wyj±ciowy robots.out :
8
E
N
E
S
S
S
E
S

Ocenianie

Nie b¦ d¡ przyznawanecz¦±ciowepunkty za testy, w których nie istnieje ci¡g rozkazówwypro-
wadzaj¡cy oba roboty poza jaskinie. Za inne testy b¦ d¡ przyznawanepunkty cz¦±ciowezgodnie
z opisem podanym poni»ej.

Popra wno±¢: 20% punktó w

Plik wyj±ciowy jest uznawany za poprawny je±li jest jest zgodny ze specy�kacj¡, zawiera nie
wi¦ cej ni» 10000rozkazów,które sprawiaj¡, »eoba roboty opuszczaj¡ jaskini¦, z czego co naj-
mniej jeden z nich po ostatnim z rozkazów.

Opt ymalno±¢: 80% punktó w

Plik wyj±ciowyjest uznawanyza optymalny, je±li jest poprawny i nie istnieje krótszypoprawny
ci¡g rozkazów. Program, który generuje ci¡g rozkazównie b¦ d¡cy ci¡giem optymalnym nie
uzyskapunktów za optymalno±¢.
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Przem ysªawa Kanarek, Krzysztof Stencel
Tªumaczenie

Ci¡ g (Sequence)

Krótkie sform uªowanie

Dany jest ci¡g liczbowy. Twoim zadaniemjest skonstruowanieci¡gu rosn¡cego, który najlepiej
przybli»azadanyci¡g. Najlepiej przybli»aj¡cym ci¡giem jest ci¡g o najmniejszym caªkowitym
odchyleniu od zadanego ci¡gu.

Formalne sform uªowanie

Niech t1, t2, . . . , tN oznaczaj¡ liczby zadanego ci¡gu. Twoim zadaniem jest skonstru-
owanie rosn¡cego ci¡gu liczbowego z1 < z2 < :: : < zN. Caªkowite odchylenie, tj. suma
jt1 � z1j + jt2 � z2j + � � � + jtN � zNj, powinno by¢ najmniejsze z mo»liwych.

W ej±cie

W pierwszym wierszu pliku tekstowego seq.in znajduje si¦ jedna liczba caªkowita
N (1 6 N 6 1000000). Ka»dy z nast¦pnych N wierszy zawiera jedn¡ liczb¦ caªkowit¡, tj.
kolejny element zadanego ci¡gu. Liczba tK jest podana w ( K + 1)-szym wierszu. Ka»dy ele-
ment ci¡gu speªnia nierówno±ci0 6 tK 6 2000000000.

Wyj±cie

Pierwszy wiersz pliku wyj±ciowego seq.out powinien zawiera¢ minimalne caªkowite odchy-
lenie. Ka»dy z nast¦pnych N wierszy powinien zawiera¢ jedn¡ liczb¦ caªkowit¡, która jest
kolejnym elementemrosn¡cego ci¡gu, który najlepiej przybli»azadanyci¡g. Je±li istnieje kilka
ci¡gów o takim minimalnym odchyleniu, Twój program powinien wypisa¢jeden z nich.

Przykªad

Dla pliku wej±ciowego seq.in :
7
9
4
8
20
14
15
18
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242 Ci¡g (Sequence)

poprawnym wynikiem jest plik wyj±ciowyseq.out :
13
6
7
8
13
14
15
18
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Przemys�awaKanarek,Krzysztof Stencel
Tªumaczenie

Nieco dzienna liczba (Unique
num ber)

Dany jest ci¡g dodatnich liczb caªkowitych. Wiadomo, »ejedna z liczb ci¡gu wyst¦puje w nim
tylko raz, podczasgdy ka»daz pozostaªychdokªadniek (k > 1) razy.

Napisz program, który znajdzie liczb ¦ wyst¦puj¡c¡ w ci¡ gu dokªadnie raz!

W ej±cie

W pierwszym wierszu pliku tekstowego unique.in znajduje si¦ dodatnia liczba caªkowita n
(n 6 2000001) oznaczaj¡ca liczb¦ elementówci¡gu.

W kolejnychn wierszachpliku znajduje si¦ po jednej liczbie; w ( i + 1)-szymwierszupodany
jest i -ty element ci¡gu. ›aden element ci¡gu nie przekracza2147483647.

Wyj±cie

W jedynym wierszu pliku tekstowego unique.out Twój program musi wypisa¢jedn¡ liczb¦ |
t¦ która wyst¦puje w ci¡gu dokªadnieraz.

Przykªad

Dla pliku wej±ciowego unique.in :
13
537
295
210
413
413
210
413
210
413
210
537
537
537
poprawnym wynikiem jest plik wyj±ciowyunique.out :
295
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Przem ysªawa Kanarek, Krzysztof Stencel
Tªumaczenie

Parking (Car park)

W schronisku, w którym odbywa si¦ BOI 2004, jest gara» dla go±ci o ksztaªciekwadratu o
wymiarach 6 na 6. Wiersze gara»u s¡ ponumerowane liczbami od 1 do 6, pocz¡wszy od naj-
wy»szego. Kolumny gara»utak»eponumerowanes¡ liczbami od 1 do 6, pocz¡wszyod pierwszej
kolumny z lewej. Z gara»u jest tylko jeden wyjazd znajduj¡cy si¦ na prawym ko«cu trzeciego
wiersza.

2

6

3

1

7

5

4

8

2 61 543

2

1

3

4

5

6

W gara»u zaparkowano N samochodów. Pomi¦ dzy nimi jest i Twój samochód, ale nieªa-
two nim stamt¡d wyjecha¢, bo jest zablokowanyprzez inne samochody. Wraz z przyjacióªmi
usiªujesz wydosta¢swój samochód z gara»u. Mo»eszprzy tym przestawia¢inne samochody,
przepychaj¡c je w przód lub w tyª (szcz¦±liwie wszystkies¡ zaparkowanena luzie). Nie mo»esz
jednak kierowa¢ lub skr¦ ca¢ »adnymsamochodem (tak»e swoim!).

Twoim zadaniem jest okre±lenie,jaka jest minimalna liczba ruchów (jeden ruch to prze-
pchni¦ cie jednego samochodu o 1 w przód lub w tyª) pozwalaj¡cych wydosta¢z gara»u Twój
samochód (ma on wymiary 2x1). Nie wolno przy tym wypchn¡¢ z gara»u »adnego innego
samochodu, a Twój musi znale¹¢ si¦ caªkowicie poza kwadratem gara»u.

S¡ tylko dwa typy samochodów: o wymiarach 2x1 (mieszcz¡ce si¦ dokªadnie na dwóch
kwadratowychpolach gara»u) oraz o wymiarach 3x1 (mieszcz¡ce si¦ na 3 polach). Samochody
mo»naprzesuwa¢jedynie wzdªu»dªu»szego boku.

W przykªadzieprzedstawionymna rysunku mamy N = 8 samochodów; Twój jest oznaczony
numerem 1.

Podany ni»ej ci¡g, to najkrótszy ci¡g ruchów (18-tu) pozwalaj¡cych wydosta¢Twój samo-
chód z gara»u:

4   ;2! ;6" ;3" ;8  ;5###;7##;1!!! !! :

W ej±cie

W pierwszymwierszu pliku carpark.in znajduje si¦ liczba samochodów N (1 6 N 6 16).
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246 Parking (Car park)

W ka»dymz kolejnych N wierszy znajduje si¦ opis samochodu oznaczonego numerem i .
Opis skªadasi¦ z czterech liczb caªkowitych: l i | dªugo±cisamochodu, oi | jego skierowania
oraz x i i yi | wspóªrz¦dnych pocz¡tkowych (numeru kolumny i wiersza lewego-górnego pola)
samochodu. Skierowanie oi = 1 oznacza, »e samochód jest zaparkowany poziomo (czyli, »e
jego dªu»szybok przebiega poziomo); inna warto±¢oi oznacza,»e samochód jest zaparkowany
pionowo.

Powy»szeliczby speªniaj¡ nast¦puj¡c e ograniczenia: l i 2 f 2;3g, oi 2 f 0;1g, 1 6 x i ;yi 6 6.
Twój samochód jest opisany w drugim wierszu pliku wej±ciowego, zaraz po wierszu zawie-

raj¡cym liczb¦ wszystkichsamochodówN . Samochód trzeba wyprowadzi¢z gara»uprzezjedyny
istniej¡cy wyjazd.

Wyj±cie

Plik wynikowy carpark.out powinien zawiera¢ tylko jedn¡ liczb¦ caªkowit¡ oznaczaj¡c¡ mini-
maln¡ liczb¦ ruchów potrzebnychdo wyprowadzeniaTwojego samochodu z gara»u.

Je»eli Twojego samochodu nie da si¦ wyprowadzi¢ z gara»u, to plik wynikowy powinien
zawiera¢ liczb¦ � 1.

Przykªad

Dla pliku wej±ciowego carpark.in :
8
2 1 2 3
2 1 1 1
2 0 1 5
2 1 5 5
3 0 6 1
3 0 1 2
3 0 4 2
3 1 3 6
poprawnym wynikiem jest plik wyj±ciowycarpark.out :
18
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Przem ysªawa Kanarek, Krzysztof Stencel
Tªumaczenie

Powtórzenia (Rep eats)

Sªowos nazywamy ( k; l) -p owtórzeniem , je»eli powstaje przez k krotne zª¡czenie pewnego
sªowat o dªugo±cil (l > 1). Na przykªad, sªowo

s = abaabaabaaba

jest ( 4;3)-powtórzeniem, dla
t = aba:

Sªowot nazywamy zaro dkiem sªowas. W powy»szymprzypadku zarodek t ma dªugo±¢3, a
caªe sªowos powstaje przezczterokrotne powtórzenie t.

Napisz program pozwalaj¡cy rozwi¡za¢ nast¦puj¡c e zadanie. Na wej±ciu dane jest dªugie
sªowou. Twój program musi znale¹¢ pewne( k; l) -powtórzenie, które wyst¦puje jako (ci¡gªe!)
podsªowow u, przy czym k musi by¢ jak najwi¦ksze. Na przykªad, sªowowej±ciowe

u = babbabaabaabaabab

zawiera ( 4;3)-powtórzenie rozpoczynaj¡ce si¦ na pozycji 5, zaznaczoneprzez podkre±lenie.
Poniewa»u nie zawiera »adnegoinnego(ci¡gªego) podsªowazªo»onegoz wi¦ cej ni» 4 powtórze«,
Twój program powinien zwróci¢ podkre±lonesªowojako wynik.

W ej±cie

W pierwszymwierszupliku wej±ciowego repeats.in znajduje si¦ liczba n oznaczaj¡ca dªugo±¢
sªowawej±ciowego (1 6 n 6 50000).

W kolejnych n wierszachznajduje si¦ sªowowej±ciowezªo»onez liter a i b, zapisanepo
jednym znaku w wierszu. Znaki podane s¡ w takiej kolejno±ci, w jakiej wyst¦puj¡ w sªowie
wej±ciowym.

Wyj±cie

Plik wyj±ciowyrepeats.out musi zawiera¢ trzy liczby caªkowite, zapisaneka»daw oddzielnym
wierszu. Opisuj¡ one znalezioneprzezTwój program ( k; l) -powtórzeniew nast¦puj¡cy sposób:

� w pierwszymwierszu znajduje si¦ najwi¦ksza mo»liwa liczba powtórze« k;

� w drugim wierszu znajduje si¦ l | dªugo±¢zarodka, który powtarza si¦ w sªowie wej-
±ciowymk razy;

� w trzecim, ostatnim wierszu, znajduje si¦ numer znaku (pozycja) 1 6 p 6 n w sªowie
wej±ciowym,od którego zaczynasi¦ znalezione( k; l) -powtórzenie.
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248 Powtórzenia (Repeats)

Przykªad

Dla pliku wej±ciowego repeats.in :
17
b
a
b
b
a
b
a
a
b
a
a
b
a
a
b
a
b
poprawnym wynikiem jest plik wyj±ciowy repeats.out :
4
3
5
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Przem ysªawa Kanarek, Krzysztof Stencel
Tªumaczenie

Prostok ¡t y (Rectangles)

Danych jest N prostok¡tów poªo»onychna pªaszczy¹nie.Boki prostok¡tów s¡ równolegªedo osi
ukªaduwspóªrz¦dnych. Prostok¡ty mog¡ na siebienachodzi¢ lub zawiera¢ si¦ jedne w drugich.
Wspóªrz¦dne wierzchoªkówprostok¡tów s¡ dodatnimi liczbami caªkowitymi, nieprzekraczaj¡-
cymi odpowiednio xmax (wspóªrz¦dna x) oraz ymax (wspóªrz¦dna y).

Rozwa»myodcinek rozpoczynaj¡cy si¦ w punkcie A( 0;0) i ko«cz¡cy si¦ w pewnympunkcie
B . Wspóªrz¦dne punktu B (drugiego ko«ca odcinka) speªniaj¡ nast¦puj¡c e warunki:

� s¡ liczbami caªkowitymi;

� albo B nale»y do odcinka [ ( 0;ymax) ; ( xmax;ymax) ] , albo B nale»y do odcinka
[ ( xmax;0); ( xmax;ymax) ] ;

Odcinek AB mo»eprzecina¢ niektóre z prostok¡tów (powiemy, »eodcinek przecina prosto-
k¡t, nawet wówczas,gdy przechodzi jedynie przez jeden z jego wierzchoªków).

Narysunkujestprzedstawionych 8 prostokÎat�w. OdcinekAB przecinapiÎeÂc spoÂsr�d nich.

Zadanie

Napiszprogram znajduj¡cy maksymaln¡ liczb¦ prostok¡tów, które mo»eprzecina¢ odcinek AB ,
oraz obliczaj¡cy wspóªrz¦dne punktu B . Je»eli istnieje kilka rozwi¡za«, program powinien
znale¹¢dowolnez nich.

W ej±cie

W pierwszym wierszu pliku wej±ciowego rect.in znajduj¡ si¦ trzy liczby caªkowite: xmax,
ymax (0 6 xmax;ymax 6 109) oraz N (1 6 N 6 10000). W kolejnych N wierszachznajduj¡
si¦ opisy prostok¡tów. Ka»dy skªadasi¦ z czterech liczb caªkowitych: wspóªrz¦dnych lewego-
dolnego wierzchoªka(xbl i ybl) oraz prawego-górnego wierzchoªka(x tr i ytr ) prostok¡ta.
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250 Prostok¡ty (Rectangles)

Wyj±cie

W pierwszym i jedynym wierszu pliku wyj±ciowego rect.out powinny znale¹¢ si¦ trzy liczby
caªkowite. Pierwsza z nich powinna by¢ maksymaln¡ liczb¡ prostok¡tów, jakie mo»eprzeci-
na¢ odcinek AB . Kolejne dwie, to wspóªrz¦dne x i y punktu B , dla którego osi¡gana jest
maksymalnaliczba przeci¦ ¢.

Przykªad

Dla pliku wej±ciowego rect.in :
22 14 8
1 8 7 11
18 10 20 12
17 1 19 7
12 2 16 3
16 7 19 9
8 4 12 11
7 4 9 6
10 5 11 6
poprawnym wynikiem jest plik wyj±ciowy rect.out :
5 22 12
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Przem ysªawa Kanarek, Krzysztof Stencel
Tªumaczenie

Statki (Ships)

Planszado gry w statki skªadasi¦ z N � N pól. Ka»depole jest zaj¦te przez jaki± statek albo
jest puste. Je±li dwa s¡siednie pola (tzn. maj¡ce wspóln¡ kraw¦d¹) s¡ zaj¦te, to musz¡ one
nale»e¢ do tego samego statku. Pola nale»¡ce do ró»nychstatków nie maj¡ »adnychwspólnych
punktów. Wyporno±¢statku to liczba pól zaj¦tych przezten statek.

Na rysunku 1 pola nale»¡ce do statków s¡ zaczernione. Na planszy wida¢ jeden statek
29-tonowy, trzy statki 7-tonowe, dwa statki 4-tonowe i trzy jednotonowe.

Zadanie

Napiszprogram, który na podstawieopisu statkówna planszypoliczy liczb¦ statkówi wyporno±¢
ka»dego z nich.

W ej±cie

W pierwszej linii pliku ships.in znajduje si¦ jedna dodatnia liczba caªkowita N (N < 30000).
W ka»dejz nast¦pnych N linii podana jest informacja o jednym wierszu planszy. W tych

liniach opisano kolejne grupy pól nale»¡cychdo statków. Opis grupy mo»emie¢ jeden z dwóch
formatów:

� numer_kolumny
Taka grupa skªadasi¦ z jednego pola w kolumnie o numerzenumer_kolumny, przy czym
pole le»¡ce bezpo±rednio na lewo od kolumny numer_kolumnyi pole le»¡ce bezpo±rednio
na prawo od kolumny numer_kolumnynie nale»¡ »adnychdo statków.

� numer_pierwszej_kolumny { numer_os tatn iej_ kolu mny
Taka grupa skªada si¦ z wszystkich pól w kolumnach o numerach od nu-
mer_pierwszej_kolumny do numer_ostatniej_kolumny wª¡cznie, przy czym pole bez-
po±rednio na lewo od kolumny numer_pierwszej_kolumny i pole bezpo±rednio na prawo
od kolumny numer_ostatniej_kolumny nie nale»¡ do »adnychstatków.

Opisy poszczególnychgrup s¡ oddzieloneprzecinkami. Ka»da linia jest zako«czona±redni-
kiem. W tych liniach nie ma odst¦pów. Je±li w jakim± wierszu planszynie ma pól nale»¡cych
do statków, odpowiednia linia pliku wej±ciowego skªadasi¦ wyª¡cznie ze ±rednika. Wiadomo,
»eliczba wszystkichstatków nie przekracza1000, a wyporno±¢»adnego statku nie jest wi¦ksza
ni» 1000 ton.

Wyj±cie

Twój program powinien zapisa¢wynik do pliku ships.out . W ka»dej linii tego pliku musz¡
znale¹¢si¦ dwie liczby caªkowite oddzieloneodst¦pem. Pierwsza z nich to wyporno±¢,a druga
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252 Statki (Ships)

to liczba statków maj¡cych t¦ wyporno±¢. Wyporno±ci musz¡ by¢ wypisanew porz¡dku male-
j¡cym. Dan¡ wyporno±¢ mo»na wypisa¢ tylko wtedy, gdy jest co najmniej jeden statek o tej
wyporno±ci.

Przykªad

Dla pliku wej±ciowego ships.in :
12
2-4,7,9;
1,4,11-12;
1,4,10,12;
1,4-8,10-12;
1,8;
1,3-6,8,10-12;
1,3,5-6,8,11;
1,8,10-12;
1-8;
;
2;
2-4,7-10,12;
poprawnym wynikiem jest plik wyj±ciowyships.out :
29 1
7 3
4 2
1 3

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

6

6

7

7

8

8

9

9

10

10

11

11
12

12

Rys.1.
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WojciechRytter
Tre±¢ zadania, Opraco wanie

Przemys�awaKanarek,Krzysztof Stencel
Tªumaczenie

W aga (Scales)

Masz wag¦ szalkow¡ o równych ramionach, zbiór odwa»nikówi pewien obiekt. Masy odwa»ni-
ków to 1, 3, 9, 27, 81, . . . , czyli masa ka»dego odwa»nikajest nieujemn¡ pot¦ g¡ trojki. Dla
ka»dej liczby caªkowitej k > 0 jest dokªadnie jeden odwa»nik o masie 3k. Masa obiektu to
dodatnia liczba caªkowita m. Na lewej szalce poªo»onoobiekt do zwa»enia. Twoim zadaniem
jest poªo»y¢pewneodwa»niki na lewej i prawej szalce tak, aby wagabyªa w równowadze.

Zadanie

Napisz program, który:

� odczyta m, tzn. mas¦ obiektu z pliku tekstowego scales.in ,

� wyznaczyodwa»niki, które nale»ypoªo»y¢na obu szalkach,

� zapiszewyniki do pliku tekstowego scales.out .

W ej±cie

Pierwszywierszpliku tekstowego scales.in zawiera jedn¡ liczb¦ caªkowit¡ m, 1 6 m 6 10100.

Wyj±cie

Plik wyj±ciowy scales.out powinien zawiera¢ dwa wiersze. Pierwszy wiersz tego pliku po-
winien zawiera¢ informacj¦ o odwa»nikachna lewej szalce. Pierwsza liczba w tym wierszu
musi by¢ nieujemna i ma to by¢ liczba odwa»nikówdo poªo»eniana lewej szalce. Nast¦pnie
nale»y wypisa¢ w porz¡dku rosn¡cym masy odwa»nikówz tej szalki. Liczby nale»y oddzieli¢
pojedynczymi spacjami.

Drugi wiersz tego pliku powinien zawiera¢ informacj¦ o odwa»nikachna prawej szalce
w takim samym formacie.

Przykªad

Dla danych wej±ciowych:
42
prawidªow¡ odpowiedzi¡ jest:
3 3 9 27
1 81

Dla danych wej±ciowych:
30
prawidªow¡ odpowiedzi¡ jest:
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254 Waga (Scales)

0
2 3 27

Rozwi¡zanie

Zadaniemo�znazinterpretować jako zapisliczby naturalnejmw specjalnejreprezentacjitrój-
kowej: w postacitej baz�a jest liczba3, a cyfry s�a zezbioru{-1, 0, 1}. Oznaczmyt�e repre-
zentacj�eprzezrepr(m).

Mamy repr(m) = (a0;a1;a2; : : : ;ak), gdzieai 2 f� 1; 0; + 1g, ak 6= 0 oraz

m =
k

å
i= 0

ai � 3i

Maj �acobliczon�areprezentacj�e,naprawej szalcekladziemyodwa�zniki 3i dla którychai = 1,
natomiastnalewej szalcek�adziemyobiekto masiem i odwa�zniki 3i dlaai = � 1.

Oznaczmyprzez[m]3 normaln�areprezentacj�etrójkow �a liczby m

W algorytmiemamy do czynieniaz bardzodu�zymi liczbami tak, �ze dodatkowym utrud-
nieniemjest implemnatcjaarytmetykina reprezentacjachdziesi�etnych i trójkowych du�zych
liczb.

Obserwacja. Rozwi�azanieopierasi�e na nast�epuj�acym spostrze�zeniu. Za�ó�zmy, �ze mamy,
liczb�enaturaln�am> 0 i liczb�ex tak�a, �ze[x]3 sk�adasi�ez (samych)k+ 1 jedynekorazx > m.
Jésli [x+ m]3 = (b0;b1;b2; : : : ;bk), to repr(m) = (b0 � 1;b1 � 1;b2 � 1; : : :bk � 1), z dok�ad-
ności �adopomini�etychnieznacz�acychostatnichzer.

Opis algorytmu.

Obliczmynajmniejsz�a liczb�ex, tak�a �ze[x]3 sk�adasi�e z samychjedynekorazx > m.
Niechy = m+ x.
Obliczmy[y]3 = (b0;b1;b2; : : : ;bk).
return repr(m) = (b0 � 1;b1 � 1;b2 � 1; : : : ;bk � 1)

Przyk�ad.
Niechm= 42. Mamy [42]3 = (0;2;1;1), orazx = 121; [x]3 = (1;1;1;1;1),
y = m+ x = 42+ 121= 163,gdziey = (1;0;0;0;2).
Tak wi �ecrepr(42) = (0; � 1; � 1; � 1; 1).

A wi �ecnaprawej szalcek�adziemyodwa�znik 24, a na lewej obiekto masie42 i odwa�zniki
21; 22; 23.
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